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Настоящая книга содержит лекции по теоретической механике 
(включая гидромеханику и теорию притяжения), читанные Николаем 
Егоровичем Жуковским в Московском университете в течение 
1886—1920 гг. Эти лекции являются итогом весьма длительной пре- 
подавательской работы знаменитого русского ученого и представляют 
собой замечательный памятник решительного перелома в воззрениях 
на роль и значение механики, обязанного деятельности Н. Е. Жу- 
ковского. 

До Н. Е. Жуковского университетский курс механики рассма- 
тривался как чисто умозрительный, а сама теоретическая механика 
рассматривалась как часть математики. Эта традиция, восходящая 
еще к знаменитому трактату Ж. Лагранжа «Аналитическая меха- 
ника», в большей или менышей степени находила свое отражение 
в курсах механики Н. Д. Брашмана, Ф. А. Слудского, по которым 
учился и сам Н. Е. Жуковский, в курсах Д. К. Бобылева, И. И. Со- 
мова и других. Основным мотивом, который пронизывал все препода- 
вание, было максимальное приближение преподавания механики к ха- 
рактеру, обычному для изложения математических дисциплин, 
С аксиоматизациею изложения, и к максимальной общности, а потому 
и к отвлеченности выводов и к предпочтению в болыпинстве слу- 
чаев чисто аналитического метода исследования и т. д. 

Для лекций Н. Е. Жуковского характерен решительный отказ 
от подобной точки зрения. Н. Е. Жуковский рассматривал механику, 
как естественную науку, изучающую механические движения, наблю- 
даемые в природе, и задачу преподавания и изучения мехаиики он 
видел в том, чтобы сделать результаты теоретических исследований 
в области механики базой для исследования движений в окружаю- 
щем нас мире и, прежде всего, базой для современной техники. Эта 
Ярко материалистическая, естественно-научная и техническая тендеп- 
ция и характерна для лекций Н. Е. Жуковского. 
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Отсюда проистекает необычайная ясность и конкретность изло- 
жения Н. Е. Жуковского, его предпочтение наглядным геоме- 
трическим методам изложения, законченность и полнота выводов, 
выбор иллюстрирующих теорию примеров и т. д. 

Годы, прошедшие со времени лекций Н. Е. Жуковского, конечно, 
внесли изменения и в науку и в методы ее преподавания. В 
частности, в настоящее время совершенно изменились взгляды на из- 
ложение основ динамики, которым посвящены глава Ги $ 1 главы Ц 
второй части настоящей книги. Эти места книги в значительной мере 
устарели, что отмечено в подстрочных примечаниях на стр. 147, 150, 
153 и 155. Несмотря на это лекции Н. Е. Жуковского и теперь, 
приблизительно через пятьдесят лет после того, как они сложились, 
представляют не только исторический интерес; они попрежнему могут 
служить прекрасным учебным пособием, дополняющим обильную 
учебную литературу по теоретической механике, созданную совет- 


скими учеными-механиками, 
Вл. Голубев, 
Москва, 1950 г. 


ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. 


ВВЕДЕНИЕ. 


Механика есть наука о движении и равновесии физических тел, 
В зависимости от того, с какой точки зрения рассматриваются в ней 
эти вопросы, она делится на три части: кинематику, статику и ди- 
намику. В кинематике рассматривается движение тел с геометри- 
ческой стороны, не обращая внимания на причины, производящие 
движение, т. е. силы. В статике рассматривается частный случай 
движения — равновесие, и исследуются вопросы о замене одних сил 
другими, эквивалентными им. В динамике рассматривается движение 
физических тел, причем обрашается внимание на силы, его произво- 
дящие, и на влияние на движение количества материи (массы) рас- 
сматриваемых тел. Здесь решаются два вопроса: 

1) какие силы производят данное движение и 

2) какое движение произведут данные силы. 

Иногда механику разделяют на две части: кинематику и кине- 
тику, причем в последнюю включают статику и динамику. Кане“ 
матика для своего изложения не требует никаких новых начал и 
опирается на аксиомы геометрии, — она является звеном, соединяю- 
щим механику с геометрией. Для изложения кинетики необходимо 
принять без доказательства несколько основных начал, или законов 
механики. 

Свойства физических тел (твердых, жидких и газообразных) в ме- 
ханике идеализируются. Так, твердое тело в механике рассматри- 
вается, как абсолютно твердое, т. е. такое, расстояние между 
каждыми двумя частицами которого не может изменяться. Капельная 
жидкость рассматривается, как тело абсолютно несжимаемое, и 
т. д. Способ идеаливирования предметов изучения есть общий спо- 
соб научного исследования; он объясняется тем, что мы не можем 
сразу охватить все свойства предмета и сосредоточиваем свое вни- 
мание лишь на главнейших из них. 

Кроме таких идеализированных тел в механике вводится еше 
понятие о материальной точке, как теле, имеющем конечную или 
бесконечно малую массу и исчезающе малые размеры, 

В одном случае (с бесконечно малой массой) материальная 
точка является результатом разделения тела на бесконечное число 
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бесконечно малых частей; но при этом заметим, что это представле- 
ние не находится ни в какой связи с атомистической теорией, учащей 
о крупичатом строении вещества; в механике нам строение тела без- 
различно, и мысленное разбитие тела на бесконечно малые элементы 
есть только способ нашего рассуждения, 

В другом случае (с конечной массой) материальная точка является 
результатом беспредельного сжатия тела. Это —как бы шарик, напод- 
ненный материей, ралиус которого уменьшился до бесконечно малой 
величины, а масса сохранилась та же. Хотя это представление — 
чисто фиктивное, так как беспредельное сжатие не согласно с не- 
проницаемостью материи, но в механическом смысле существуют 
точки, имеощие тождественное значение с материальной точкой 
конечной массы. Такою точкою, например, является центр тяжести 
твердого тела. В самом деле, положим, что тело движется под дей- 
ствием силы, приложенной к центру тяжести. Если мы обратим вни- 
мание только на движение центра тяжести, то заметим, что оно 
совсем не зависит ни от густоты расположения материи, ни от формы 
тела, а только от количества материи в теле. Центр тяжести дви- 
жется так, как если бы в нем одном была сосредоточена масса всего 
тела; таким образом, в нем мы видим как бы реальное осуществле- 
ние материальной точки второго рола. 

Всякое тело рассматривается в механике, как собрание мате- 
риальных точек, связанных между собою некоторыми условиями, и 
называется системою. Твердое тело представляет систему, расстоя- 
ние между материальными точками которой не может изменяться, и 
потому такое тело называется неизменяемой системой, 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
КИНЕМАТИКА. 


Часть теоретической механики, в которой рассматриваются общие 
свойства и качества всевозможных движений с геометрической точки 
зрения, не входя в исследование причин, производящих движение, 
как сказано было во введении, называется кинематикой; в кинема- 
тике, следовательно, исследуются вопросы только о пространстве и 
времени, и устанавливается зависимость между этими двумя элемен- 
тами движения, 

С этой точки зрения кинематика является переходной ступенью 
от геометрии к механике; иначе говоря, она есть геометрия четырех 
измерений, ибо кроме трех измерений, принятых в геометрии, вводится 
четвертое — время. 

Самостоятельное развитие кинематики было положено Ампером 
только в начале прошлого века; в настоящее же время вопросы ее 
настолько разработаны, что кинематика часто дает решения весьма 
сложных задач динамики и теории механизмов. 

Тело движется, если с течением времени изменяется его положе- 
ние в пространстве или форма, т. е, если изменяются координаты его 
точек. 

В том случае, когда тело не меняет ни своего положения, ни 
своей формы, говорят, что оно находится в покое. Об изменении 
положения тела в пространстве мы можем судить, наблюдая положение 
его по отношению к другим телам; когда этих последних нет, те 
наблюдать движение мы возможности не имеем, Если предметы, по 
отношению к которым мы наблюдаем движения, неподвижны, то мы 
получаем понятие об абсолютном движении, если же они движутся, 
то — об относительном. Хотя в природе все движется, а потому все 
движения, наблюдаемые нами, суть относительные, тем не менее мы 
всегда можем представить себе абсолютное движение. Движение тела 
вполне определено, если мы знаем движение каждой отдельной его 
точки; поэтому прежде, чем рассматривать вопрос о пвижении тела, 


мы займемся рассмотрением движения точки, т, е, изложением кине- 
матики точки. 
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ГЛАВА 1. 
ДВИЖЕНИЕ, СКОРОСТЬ И УСКОРЕНИЕ ТОЧКИ. 


$ 1. Закон движения, Под словом точка в механике обыкновенно 
разумеют материальную точку; в кинематике нам нет дела до мате- 
рии; нам все равно что движется, а важно лишь, как движется; так, 
например, в кинематике мы можем рассматривать движение тени, 
вершины волны и Т. п. 

Положение точки в пространстве определяется тремя координатами. 
Движение точки есть последовательный и непрерывный переход ее 
через точки пространства, совершающийся с течением времени и 
сопровождаемый изменением координат. Путь, по которому движется 

точка в пространстве, называется 

М 8 траекторией точки. 
Определить движение точки можно 
двумя способами. Первый способ опре- 
Г деления закона движения требует зна- 
Я ния траектории. Он состоит в том, что 
Фиг. 1. на данной траектории АВ (фиг, 1) бе- 
рем произвольную точку О, которая на- 
зывается началом счета, и определяем в функнии времени дугу ОМ, 
пройденную движущейся точкой от начала счета О и сопровождаемую 
знаком плюс или минус, смотря по тому, находится ли точка от О 
со стороны В или А. Когда такая функция найдена, т, е, когда имеем 


уравнение 
$=/ 0, (1) 


где $ == ОМ, то движение точки вполне определено, ибо, имея это 
уравнение, мы можем указать положение точки на траектории во 
всякий момент времени. Уравнение (1) называется уравнением дви- 
жения. 

Второй способ не требует знания траектории. Он состоит в сле- 
дующем. Возьмем прямоугольные оси координат и определим для 
всякого момента времени координаты движущейся точки М (фиг. 2), 
т, е. выразим Об==х, ОР==у и РМ==2 в функциях времени; 
тогда вообще будем иметь: 


х={ (0, у==Л (9, 2 == о (0. (2) 


Если такие уравнения найдены, то для всякого момента времени 
можно указать месго точки, и движение точки будет вполне опреде- 
лено. Эти уравнения называются уравнениями движения точки, 
Когла они даны, то нетрудно определить и траекторию, для чего 
стоит только исключить из уравнений (2) время 2, а для этого нужно 
из первого уравнения (2) определить неизвестное # и подставить 
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полученное выражение в остальные, тогда получим уравнения следую- 


щего вида 
#=(х), (3) 
у=Р, (х), 2== Вь(х). (4) 


Уравнения (4) суть не что иное, как уравнения проекций траекто- 
рии на плоскостях Оху и Огх (фиг. 2); сама же траектория АВ 
выразится пересечением  цилин- 
дрических поверхностей, обра- 
зующие которых параллельны 
осям Ог2ги Оу, а направляющие 
суть А.В. и 4,8, — проекции 
траектории на плоскостях Оху 
и Огх. 

Уравнения движения могут быть 
даны не только в прямоугольных 
координатах, но и в сфериче- 
ских: 


г =], (1, ф==/ (0, 9==/5 (9, 


где ф есть широта, а @— долгота. 

Движение точки на плоскости можно задать выражениями ее 
полярных или двух прямоугольных координат. 

$ 2. Примеры для определения траектории. Пример 1. Даны 
уравнения движения точки в прямоугольных координатах: 


х==а--5/(9, ужа, --67 (0), 2==а,-- (6. 


Определить траекторию и положение движущейся по ней точки в дан- 
ный момент, 


Исключим из данных уравнений (1); имеем: 


Фиг. 2. 


ха уфа _2— а, 
мым 


полученный результат есть уравнение прямой в пространстве, обра- 
зующей с осями координат углы, косинусы которых суть 


р: 
0$ @ = —————— 
Ув+ичи’ 
в 
Со = 
Уй+ячи’ 
с0$ 1== е: 


Ут+и-н 
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Чтобы определить положение точки на траектории во время &, примем 
за начало счета точку А (фиг. 3), для которой #(2)==0, Координаты 
точки А суть 


ж =а, У==аь 2, =0%, 


Тогда $ выразится, как расстояние точки М от начала счета А, т. 


= УаНет. 
Подставив вместо (х— а), 1) 
— т 57 (0), 
о > 


=) Р-Ы-И. 


Пример 2. Даны уравнения дви- 
жения в прямоугольных координатах: 


е. 


—0с05%, у== зто 2==0; 


определить траекторию. 
Фиг. 3. Из условия 2=0 заключаем, что 
движение происходит в плоскости 
Оху. Из данных уравнений находим: 


х У 
2 ==50$ ®Ё $. == ЯП 0й 
возведя в квадрат и сложив, оу 
ры 
дя 
следовательно, траектория есть эллипс, 
Движение, совершающееся по такому закону, называется гармо- 


2% 
ническим. Период полного оборота точки по эллипсу равен _. При 


а==ф траекторией будет окружность. 
Пример 3. Даны уравнения движения в полярных координатах: 


г=04А ф== 08 


определить траекторию. 
Исключая { получаем уравнение 


[: 

г, (<) 
принадлежащее кривой, называемой архимедовой спиралью. Заметив, 
что радиусы-векторы пропорциональны углам, получаем простой способ 
построения этой кривой: берем круг радиуса 5 с центром в полюсе 


координат (фиг. 4), делим его окружность "а несколько равных 
частей, ив которых каждая равна й, соединяем точки деления с Ои 
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отлагаем на соответствующих радиусах величины #, 2й, ЗА ит. д. 
Так как для всех построенных таким образом ТОЧек остается спра- 
ведливым равенство (<), то все они лежат на нашей кривой, Заметив, 
что При Г==0 и Ф=0, можем 
сказать, что архимедова спираль у 
начинается в Центре и, закручи- 
ваясь около него, удаляется в бес- ь 
конечность, так как при ф== со 
и Г= 05. 
Пример 4. Даны уравнения 
движения в полярных координа- 
тах: 


в 
г-=аь 9=-; 


определить траекторию. 
Исключая 2 получим уравне- 
ние 


Гф == ай, или ‚=®, 


характеризующее кривую, называ- Фиг. 4. 
емую гиперболической спиралью. 
Само уравнение кривой дает нам способ ее построения. Произведе- 
ние гф есть величина постоянная, но это есть длина дуги окружности 
радиуса г, соответствующей углу Ф. Следовательно, если мы ив 
полюса О (фиг. 5) опи- 
шем несколько окруж- у 
ностей и на них отло- 
жим дуги, равные 
гф = а от оси Ох, то 
получим точки, коор- 
динаты которых удо- 
влетворяют уравнению 
нашей кривой. Гео- 
метрическое место та- 
ких точек и дает гипер- 
болическую — спираль, Фиг. 5. 
одна ветвь которой 
уходит в бесконечность при ф==0, имея асимптоту, параллельную 
полярной оси Ох, а другая — приближается к полюсу при ф == со, т. е. 
делая бесчисленное число оборотов. 

Точка О называется асимптотическим полюсом кривой. 

Пример 5. Даны ‚уравнения движения в полярных координатах: 


й : 
== те, фе; 
Определить траекторию. 


#Ф Зак. 2954, Н. В. Жуковскый, 
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Исключая / получим уравнение 
г == тей®, 


принадлежащее кривой, называемой логарифмической спиралью, 
Всматриваясь в это уравнение, замечаем, что радиус-вектор изме- 
няется в геометрической прогрессии, когда угол меняется в арифме- 
тической. В самом деле, если будем давать ф ряд последовательных 
значений: 
0, п, 2п, Зп, ..., 


радиус-вектор г будет принимать соответственно значения: 
Го= И, Гу = Грей", Г) == ге, ..., 


ряд которых представит геометрическую прогрессию со знаменате- 
лем ей". Отсюда 


ы ЩЕ: 
ри = ет, = = акт, — = ет, 
о м 7 


чу 


ИЛИ 


71 "а — 
о № ° 


Если обратимся теперь к самой кривой (фиг. 6), то видвм, что 
треугольники ОМ, М.ОМь, МОМ} ит. д., как заключающие равные 
углы между пропорциональ- 
ными сторонами, подобны. 
Следовательно, и внешние 
углы ДМ, Мх, ДМ.Мити, 
Д Мымьть, ‹.. равны. На 
этом основано построение 
кривой. Проводим ряд ра- 
диусов-векторов с равным 
наклонением друг к другу 
От, От, От,, ..., на по- 
лярной оси  откладываем 
Го==т и проводим линии 
МоМу, М. М., М.Мь, ... под 
одним и тем же углом к ра- 
диусам-векторам. Кривая про- 
ходит через точки М, М, 

Фиг. 6, Мо Мь ... Давая огрица- 

тельные значения углу ф, 

булем получать все более близкие к полюсу точки нашей кривой и при 
ф== — оо получим 


г=—0, 


т. е. в точке О наша кривая имеет асимлтотический полюс, 
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Пример 6. Даны уравнения движения в смешанных координатах 
ут фед 
Искллочив #, находим, что 
=. (в) 


Но у==гяпф, следовательно, уравнение траектории в полярных коор- 
динатах будет 


=. ® 


Кривая, выражаемая этим уравнением, называется хвадратрисою (фиг. 7). 
При ф==0 имеем; 


г== ОА ==. 
При Ф=5 имеем: 


а 
г= ОВ == 


м] а 


При ф==к имеем: 
Г=00, 


Квадратриса имеет асимптотой 
прямую СД, уравнение которой 


по формуле (&) есть у==- т. Фиг, 7. 


$ 3. Равномерное движение. Самое простое движение есть равно- 
мерное. Так называется движение, при котором пройденные про- 
странства пропорциональны временам. Иначе: равномерным движением 
называется такое, у которого отнешение пройденного пути к со- 
ответствующему времени есть величина 
постоянная; эта величина называется 
скоростью равномерного движения, 

Положим, что материальная точка 1 
движется по некоторой траектории АВ 
(фиг. 8). Если 5, будет расстояние этой 
точки от начала счета О в данный момент, а $ — расстояние от О 
спустя время & то путь, пройденный за время 2, будет равен $ — 5%. 
Отношение $—5, к соответствующему времени { и есть скорость 
равномерного движения; обозначая ее через о, имеем: 


Фиг. 8. 


г о. (5) 


Из самого определения равномерного движения следует, что ко- 
личество © есть величина постоянная. Из формулы (5) получается 


ры 
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выражение для 5, а именно: 
5==5°- 9 (6) 


Последняя формула называется уравнением равномерного движения. 
Приравнивая в ней # единице, находим: 


8—5). (7) 


Пользуясь этим результатом, можно дать другое определение скоро- 
сти, а именно: скорость равномерного движения есть пространство, 
проходимое в единицу времени. Такое определение скорости не совсем 
правильно, потому Что оно позволяет думать, что будто скорость 
есть некоторая длина, между тем как она есть кинематическая вели- 
чина, зависящая в одно и то же время и от единицы длины и ог 
единицы времени. 

Из равенства (7) вытекает, что скорость будет положительна, 
когда точка движется в ту сторону от начала счета, которую считают 
положительной, т. е. когда $ > 5, и отрицательна, когда точка дви- 
жется по траектории в обратную сторону, т. е. когла $ < 5%. 

Формула (5) дает нам понятие о размере Г) скорости относительно 
пространства и времени, именно: 


разм. [9] ==[5, 21. 


Эта символическая формула выражает, что © относительно простран- 
ства — первого измерения, относительно же времени — минус первого. 
О размерах механических величин мы вообще ближе узнаем в дина- 
мике точки, 

Все вопросы о равномерном движении точки решаются помощью 
вышеполученной формулы (6), в которой, давая какие-либо значения 
трем величинам, мы будем получать соответствующие зчачения для 
четвертой. 

$ 4. Переменное движение и его скорость. Движение, в ко!0- 
ром пространство, пройденное точкой, не пропорционально времени, -- 
иначе говоря, движение, в колором отношение пройденного точкой 
пространства к соответсгвующему времени есть величина переменная, 
называется переменным движением. Быстрота переменного движения 
за определенный промежуток времени определяется так называемой 
средней скоростью, величину которой можно выразить так: если $ 
(фиг. 9) есть расстояние точки от начала счета О во время Баз’ — 
во время #, то, очевидно, что в промежуток времени Ё-— { точка 
прошла пространсгво $’— 5; если бы при этом движение было равио- 


мерным, то скорость его © выразилась так: 


5’ — — 


1) В настоящее время применлелся термив «размерность», а не «размер», 
{Прим. ред.) 
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Эту величину 9 и называют средней скоростью. Средняя скорость 
переменного движения за данный промежуток времени есть скорость 
того равномерного движения, при котором движущаяся точка за 
тот же промежуток времени проходит то же пространство, как 
и в рассматриваемом переменном движении, 


Средняя скорость 9 дает нам только неко- р 
торое понятие о быстроте движения за время 
Г— но о скорости в каждой точке траек- М 
тории судить не позволяет, так как в про- 0 =. 
должение времени [Г — быстрота движения =— 
изменяется, Чем меньше возьмем промежуток 
времени для определения средпей скорости, Фиг. 9. 


тем более она характеризует быстроту дви- 
жения в начале промежутка; поэтому приняго называть скоростью 
в данный момент времени предел, к которому стремится средняя 
скорость, когда промежуток времени, для когорого она определяется, 
стремится к нулю. 

Обозначим скорость в данный момент Через 9; имеем: 


— '— р А5 
9= Ни == Ши (* г) = Нт 4). 
Им, (р Ат (82 


Но пространство есть функция времени, положим 3 =/(1). Дадим 2 
бесконечно малое приращение 4Ё=# — тогда 


45 = + А) — (0. 
Для средней скорости в промежуток времени АЁ имеем следующее: 


5—8 ем —Г® 
АЕ АЕ у 


Переходя к пределу, получаем: 


Ито == Пт ААУ 


41—00 


Но Них =, а вторая часть равенства есть /” (2) — первая производ- 
ная от функции з==) (0 по времени; следовательно, 


ве Бо а рл ЛА Зри, (9) 
А >9 
т. е. скорость переменного движения в данный момент времени 
есть первая производная от пройденного пространства по времени, 
взятая для этого момента. 

На основании этого определения легко показать, чго всякое дви- 
жение в бесконечно малый промежуток времени можно рассматривать, 
как равномерное, совершающееся со скоростью, равной скорости 
в начальный момент промежутка. 
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Возьмем уравнение движения 
$ == (0 


и станем рассматривать движение, начиная от какого-нибудь момента 
времени #2. Пусть от этого момента протекло бесконечно малое время =; 
расстояние точки от начала счета во время {--т будет: 


51 == (#- *). 

Развертываем вторую часть этого равенства в ряд ло строке Тэйлора: 
ха 

ло -+... 
Отбрасывая бесконечно малые высших порядков, имеем 
= (0-5 (0, 

но }(0==5, а Г (== 0; вставляем эти выражения в наше равенство 

$1 =5-- т. 


Формула эта тождественна с формулой равномерного движения. 
Итак, всякое переменное движение мы можем рассматривать как 
ряд последовательных равномерных движений, длящихся бесконечно 
малое время, 
$ 5. Проекция скорости на какую-нибудь ось. До сих пор 
мы рассматривали только величину скорости, не касаясь ее напра- 
вления. Когда движение совершается по прямой линии, то скорость 
можно рассматривать, как алгебраическое количество, так как напра- 
вление скорости характеризуется направлением самой траектории. Но 
когда движение совершается по кривой, то нам надо знать не только 
величину скорости в данный момент, но и ее направление. 
Влишем в траекторию многоугольник с бесконечно большим чис- 
лом бесконечно малых сторон. Криволинейное движение можно рас- 
р. сматривать, как состоящее из бесчислен- 
М ного множества прямолинейных движений, 
причем каждое длится бесконечно малое 
время. На этом основании в пределе на- 
правление каждого элемента будет выра- 
Ф жать направление скорости в каждой 
иг. 10. точке траектории; но предельное налра- 
вление элемента кривой есть направление касательной в соответствую- 
щей точке кривой. Чтобы представить графически величину и чапра- 
вление скорости, проводим к траектории касательную (фиг. 10) в 
той точке, где находится рассматривасмая движущаяся точка, и на 
этой касательной откладываем величину, пропорциональную абсолют- 
ной величине скорости, в сторону движения точки. На этом основании 
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скорость представляется отрезком прямой, данным по величине и 
направлению, т. е. некоторым вектором. Заметив это, перейдем 
к изложению доказательства основной теоремы кинематики. 

Теорема. /роекция скорости точки на какую-нибудь ось 
равна скорости проекции точки в прямолинейном движении ее по 
этой оси. 

Для доказательства этой теоремы возьмем на траектории АВ 
(фиг. 11), расположенной как-нибудь в пространстве, две точки М 
и М. Проведем в точке М 
траектории касательную, на ко- 
торой отложим всктор ®, лред- 
ставляющей скорость вточке/ И. 
Проведем еще хорду ММ, и на 
ней от точки М отложим 
МЕ — величину рассматривае- 
мой скорости ®, такчто М, = 9. 
Проектируем точки М, М и Ё 
на ось Ох. Для этого нужно 
через точки провести плоско- 
сти, перпендикулярные коси Ох; 
точки встречи этих плоскостей 
с взятой осью и будут про- Фиг. И. 
екциями рассматригаемых то- 
чек, — пусть это будут точки т, т, и {. Так как все проведенные 
плоскости параллельны друг другу, то на основании того, что отрезки 
прямых линий, заключенные между параллельными плоскостями, про- 
порциональны между собою, можем написать такую пропорцию: 


ММ, : тт, —= МЁ: п, 


Разделив члены первого отношения на АЁ— промежуток времени, 
в продолжение которого данная точка из положения /{ перешла 
в положение /М,, получим: 


ММ; . тт: __ . 
А: др == МЕ: и. 


Переходя к пределу, полагая, что точка М, слилась с Ми 4=0, 
будем иметь: 


ММ тт 
ит т; — МЕ: ны, 
мо 4’ 
или 
ММ тт 
а В: Ш А = МЁ: м. 10 
АР ао 41 (10) 
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Преобразуем Ни ММ; так: 
А >0 


ет 
— и 
мм, мм, ММ, ММ, ММ, 
Ни —д; == —° Гу: =! —.! >, 
ММ, ММ, 
и так как 
На 1, 
ММ, 
то 
— 
мм, _ ММ, 
т д = =_= о, 
тт 


Второй член, входящий в пропорцию (10), Ит др  еСть скорость 


точки т (проекции точки М) в движении ее по оси Ох; обозначим 
эту скорость через о„. Таким образом, 


ттт 


Ни т 


=. 


Далее, вектор МЁ есть т (по условию), а т] есть проекция 
вектора МЁ на ось Ох, — обозначим ее через пр,„о. По подста- 
новке соотношение (10) принимает вид 


9:9. ==0:пПруу, 
откуда после очевидных упрощений находим: 


Про — 9 (1 1) 


что и следовало доказать. 

Следствие. /7омощью доказанной теоремы можно по ско- 
ростям проекций движущейся точки на осях координат опреде- 
лить величину и направление скорости самой точки в ее движе- 
ниц по траектории. 

Пусть движение точки дано тремя уравнениями 


х=}(5, У==/! (0, 2 = 12 (1. 


Очевидно, что каждое из них представляет закон движения проек- 
ции точки по соответственной оси. Следовательно, скорости проек- 
ции точки по осям координат 9» 9, т, выразятся следующим 
образом: 

ах ау 42 

я — 2 =—-—. 1 
ар бар» Ш (12) 
Пусть данная скорость точки М будет 9, а углы, делаемые ею 
с осями координат, а, В, 1. Тогда на основапии только что дока- 
занной теоремы имеем: 


т, == 1039, 9, = 90$, 9, == 96051. (13) 


у 
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Возводя в квадрат, складывая и помня, что 
с0$? а-|- с0$2 В-{- с037 1 ==1, 


=] ов оу 9. 


Подставив вместо 9, 9,, 9, их значения (12), имеем: 


о (=) +(4) +(4=)- 


имеем; 
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(14) 


(15) 


Формулы (14) и (15) определяют абсолютную величину скорости, 
а потому перед корнем надо всегда брать знак (--), направление же 
скорости вполне определяется углами а, Ви 4, образуемыми ею 


с осями координат. 


Что касается до величины углов, то они определяются из фор- 


мул (13), дающих нам 
в [77] 92 
с0зя =—®. —=-!, 6051==-2., 
у”, 505 В с, СОТ 
Подставив сюда значения 9, 9,, 9, и 9, получим: 


ах 
Е 


И (+) +5} 


(=) + (42) +(аг) 


соза —= 


С0$ 


У +. 


Пример. Даны следующие уравнения движения точки: 


Х==0ас0$ 8 у==озтоф 2==0, 


Определить величину и направление скорости. 


06) 


Траектория движения по такому закону, как мы уже видели, есть 


эллипс. Чтобы определить абсолютную величину скорости, 
знать первые ппоизводные уравнений движения. Находим: 


ах 4у 
т = —а® $1 96 = = фе с0$ в. 


Вставляя это в общую формулу скорости (15), имеем: 


= Иа? Я? «Ё-- 22 с057 #; 


пужно 
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или, подставив значения $1 5/ и с05?5Ё из уравнений движения, 
получим: 


2. Я 
® = У -- 8 хл, 
Определим направление скорости: 
соза == 4%; $ == Вы ЕН ЛИОНИИИИИ 
ЧЕ а? . р? я а? , ра , 
У Уи * У Ут ши 
сов = р _Фо с08 ыЁ вх , 
ДЕ аа фа Ру] ра 3 
У ити я ау нуиих 


СОЗ 1950. 


Когла а==6, то траекторией будет окружность радиуса а и дви- 
жение точки — равномерным с постоянной скоростью 


== Ух? -|- уз =04. 


$ 6. Выражение величины и направления скорости в поляр- 
ных координатах. Даны уравнения движения в полярных коорди- 


патах 
г==/ (0, Ф== 1, (0. 
ах ау 
Постараемся выразить 2 И р Через г и $; воспользуемся для этого 


формулами преобразования декартовых координат в полярные: 
Х=гГс0$ф, У=Г5Ш?, 
Взяв от них производную по & имеем: 


ах _@а _ @г а 
р == че ( <0$Ф) = 6059 -; —75ФЦ-, 


ау [2 аг Г; 
пря г (Г 9п $) = миф --7с0зФЪ-—. 


Подставляя последние выражения в формулу для скорости, получим: 
аг : 4} \2 . ат ау \2 
= У (сз ге) + (пед : 4) 


Раскрывая под корнем скобки, имеем: 


°-У (#704). ат) 
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а. 
Эту формулу можно получить иначе из формулы о ==-5% ‚ поль- 


а › 
45 == Уа"-Е (газ), 


которое знакомо нам из анализа: 


опа а = У (= +(% у. 


Для определения направления скорости в полярных координатах 


вуясь равенством 


Фиг. 12. 


найдем сначала величины проекции ее на радиус-вектор и на нормаль 


к нему (фиг. 12): 
пр,о = 950$ 6. 


Но 
с0$0 ==с0$ (а-|- Ф) == с03 & с05ф — та пф, зта == — созВ, 


так как В== 5 -+- <. Следовательно, 
пр,о == 9 (соза созф — па $1 9) = 
1 ах ау 
=°(;: = о г 47 мп) == р 508$ ар 91%. 


ах ау 
Подставив вместо ЕЙ Е найденные выше для них выражения. 


получим: 
про = с05$ (созФ а -— ГП ее) п (т 9 4 соз $9®). 
Раскрыв скобки, находим: 


пруо == =. (18) 
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Проекция же скорости на нормаль к радиусу-вектору, как видно 
из чертежа, выразится так: 


прро == {93 — (пр,о)?. 
Подставив значения 9 и пр‚о из формул (17) и (18), получаем: 


49 
про =. (19) 
Условимся считать пр»о положигельной в том случае, когда 
перпендикуляр к радиусу-вектору направлен в сторону возрастания 
угла ф, и отрицательной, если он направлен в обратную сторону, 
При таком условии наша формула дает нам и величину и направле- 
нпе проекции скорости на перпендикуляр к радиусу-вектору. 
Телерь уже нетрудно определить направление самой скорости. Из 
чергежа видно: 
4$ ах 4 00 
ФЕ Гаг’ (20) 
где 9 — угол скорости с радиусом-вектором. 


46 -=^ 


а’ 
Величина —- называется скоростью скольжения по радиусу-век- 


и 

тору, или радиальной скоростью, а га — трансверсальной. 

Объясним понятие секториальной скорости, которое не раз встре- 
тится в дальнейшем. Пусть материальная точка описывает некоторую 
траекторию АВ (фиг. 13). Радиус- 
вектор, перемещаясь из положения г 
в положение г’, описывает неко- 
горую площадь, которую можно при- 
нять за площадь сектора круга ра- 
диуса г, пренебрегая малой пло- 
щадкой АА’С, которая представляет 
бесконечно малую величину второго 
порялка. Если угол между гиг” обо- 
вначим через 49, то дуга АС = га; 


2 
2 т площ. АОА’ = 5 т 
Фиг. 13. 
называется элементарной площадью, а отношение ее к Ч, т. е. 
6 12а 
= я (21) 


называется секториальной скоростью. 
Пример 1. Давы уравнения движения в полярных координатах; 


= а, ф==АЬ 


Определить величину и направление скорости, 
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Граектория движения, как было уже показано, есть архимедова 
а 
слираль, уравнение которой есть г== $. Для определения скорости 


4: 


4 
Я И че. Дифференцируя данные 


по формуле (17) необходимо знать 


уравнения, имеем: 


ат а 
=а, = 


й 


в. 
Поэтому 
о—= У -- 72, ш0 = 7#. 


а 
Если из точки М (фиг. 14) восста- 
вим  перпендикуляр к скорости, 
направленной, как известно, по ка- 
сательной, и продолжим его до пе- 
ресечения с перпендикуляром ОМ 
к радиусу-вектору ОМ, то ясно, что 


ОМ = г ММО, 


Фиг. №4. 


а угол ММО равняется (90 —6)°, так как угол ММо прямой, Поэтому 


— о.’ “ 
ОМ ==г (90 —6) ==, 
т. е. 


ОМ == соп&. 


Воспользовавшись этим замечанием, мы без зруда можем построить 
касательную в любой точке кривой; восставляем к радиусу-вектору 
данной точки перпендикуляр в точке О, отлагаем на этом перленди- 


а 
куляре постоянную величину ОМ —- и соединяем гочку № с дан- 


пой точкой М; тогда перлендикуляр к линии ММ в точке М и будет 
касательной. 


Пример 2. Даны уравнения движения в полярных координагах; 


Г — а +=*. 


Определить величину и направление скорости, 
Траектория — гиперболическая спираль, уравнение которой есть 


Гф == ив. Найдем предварительно я и 2 : 
47 9 __& 


Г й; 
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Вставляем эти выражения в формулу (17}; 


Восставкм в точке О (фиг, 15) перпендикуляр ОМ к радиусу-вектору; 
очевидно, 


ом = — Г == — ай = 501031, 
Получаем простой способ построения касательной: на перпендикуляре, 
восставленном в точке О 
к радиусу-вектору, отклады- 
ваем ОМ == —@#; полученную 
точку № соединяем с М; 
тогда ММ и есть касатель- 
ная. 

Пример 3. Даны урав- 
нения движения в полярных 
координатах: 


Г== Вей, ф == ПЕ. 


Фиг. 15 Определить величину и на- 
` правление скорости, 


Траектория в данном случае есть логарифмическая спираль, 
Ф 


уравнение которой есть г == Вей, Дифференцируем данные уравнения; 


Следовательно: 
о И нерыия = ве УТ, 


Ке’п 
Ш == И = СП. 


Замечаем, что угол касательной с радиусом-вектором для логариф- 
мической спирали во всех точках один и тот же, Зная этот угол, 
легко построить касательную в любой точке. 

$ 7. Прямолинейное переменное движение. Простейшее пере- 
менное движение есть движение прямолинейное равномерно перемен- 
ное. Равномерно переменным движением называется такое, в кото- 
ром огношение приращения скорости к соответствующему промежутку 
времени есть величина постоянная, 
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Если точка в начале счета времени имеет скорость 9%, а по про- 
шествии времени #— скорость 9, то согласно определению: 
— 


Г =8, (22) 


где & есть некоторая постоянная величина, выражающая собою 
ускорение. Поэтому можно сказать, что ускорением прямолинейного 
равномерно переменного движения называется отношение приращения 
скорости к соответствующему времени. 

Положив в формуле (22) ё=1, получим: 


== —09%, (23) 


т. е. ускорение прямолинейного равномерно переменного движения 
есть приращение скорости в единицу времени. Но это определение 
не полно, потому что ускорение не есть скорость в собственном 
смысле, а определяет частное от деления разности скоростей на 
соответствующее время. 


` Пий 
Приведем здесь размер ускорения 2. Так как ==, ‚а раз- 


мер © есть [{71, $1], то 


разм, [2] == |7 `%, 51]. (24) 
Формула (22) дает вакон изменения скорости: 
9=т- (25) 


по которому нетрудно определить пройденное пространство. В самом 
деле, пусть движение происходит по закопу 5 ==} (1). Скорость этого 


45 
лвижения, как известно, есть 9 ==. Вставляя это выражение ско- 
рости в формулу (25), находим: 


о -- 8 чли Чу == (90-Е 2%) 4. 


Интегрируя, получаем: 


р [боков 


Полагая в этой формуле #==0, имеем 5==5. ==С, т. е. С есть рас- 
стояние движущейся точки от начала счета в начальный момент, 
и закон движения выразится в такой форме: 


1 
= 88 -- 90 -- 5%. (26) 


Всякое движение, в котором отношение приращения скорости 
к соответствующему промежутку времени есть величина изменяющаяся, 
называется неравномерно переменным. 
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Приступая к определению ускорения неравномерно переменного 
движения, введем предварительное понятие о среднем ускорении. 
Если скорость движущейся точки во время { есть 9, а во время Ё 
есть 9’, то в промежутке времени Ё—Ё скорость изменится на 
величину 9’— 7. Допустим, что точка в промежутке времени # — 
двигалась равномерно переменно; найдем ускорение; 

и’ — © 


= (27) 


Эта величина 8 и называется средним ускорением. Итак, среднее 
ускорение неравномерно переменного движения в данное время 
есть ускорение такого равномерно переменного движения, при 
котором скорость в то же время изменяется на ту же вели- 
чину, как и в неравномерно переменном движении. 

Среднее ускорение характеризует до некоторой стенени измене- 
ние скорости за данный промежуток времени, но не дает понятия 
о быстроте изменения скорости в любой рассматриваемый момент, 
так как скорость в течение этого времени могла изменяться то 
быстрее, то медленнее. Чем меньше возьмем промежуток времени 
для определения среднего ускорения, тем более оно характеризует 
быстроту изменения скорости в начале промежутка; поэтому принято 
называть ускоренцем в данный момент времени тот предел, к кото- 
рому стремится среднее ускорение, когда промежуток времени, для 
которого оно определяется, стремится к нулю. 

Обозначив ускорение в данный момент времени через 4, имеем 

— О-о ‚ Аи 
ЕЕ И, ЕТ 


(28) 


Пусть движение происходит по закону 5 =)(/). Скорость этого 
движения для момента {есть © ==} (1, а для момента #-- А: она есть 
9’ == (1-- АВ. Среднее ускорение в промежуток времени Дё выра- 
зится так; , 

49 лам 
8 = = 4 


Переходя к пределу, имеем: 


Я ни ГС-Е4)-РО пир 948 _ард 45 
я И дает, (29) 
т. е. ускорение прямолинейного неравномерно переменного движе- 
ния в данный момент времени есть первая производная от ско- 
рости по времени, или вторая производная от пространства по 
времени. 

На основании этого определения легко показать, что всякое пере- 
менное движение в бесконечно малый промежуток времени можно 
рассматривать как равномерно переменное, ускорение которого равно 
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истинному ускорению движения в начальный момент промежутка. Рас- 
сматриваем изменение скорости от момента времени 4 для скорости 
имеем выражение 

55 =] (0). 


Пусть от этого момента протекло бесконечно малое время <; тогда 
скорость во время #--< выразится так: 


9= (Е-- <). 


Равлагая в ряд по строке Тейлора, имеем: 
=} (0+ ОУ ”О-Н.. 
Ограничиваясь бесконечно малым первого порядка, находим: 


= (9-Е 9” (0. 


Но Р(=5, а (р ==; вставляем эти выражения в наше равен- 
ство: 


= -|- &*. 


Формула эта тождественна с выражением скорости равномерно пере- 
менного движения. 

Итак, всякое переменное движение мы можем рассматривать как ряд 
последовательных равномерно переменных движений, длящихся беско- 
нечно малое время. 

Относительно знака следует ваметить, что ускорение будет счи- 
таться положительным, когда скорость возрастает со временем, и 
отрицательным, когда она убывает. Если ускорение положительно, то 
движение называется ускоренным, если же оно отрицательно, то — 
замедленным. 

$ 8. Полное ускорение. Мы рассматривали пока только прямо- 
линейные движения, в которых скорость изменяется только по вели- 
чине, и определяли для них Ускорение в данный момент времени. 
Если же мы будем иметь дело с криволинейными движениями, в кото- 
рых скорость изменяется не только по величине, но и по направлению, 


а 
то найденное нами ускорение и не будет достаточно, чтобы охаракте- 
ривовать изменение скорости по величине и по направлению; это уско- 
а 
рение 7 Для криволинейного движения называется тангенциальным 


‘ускорением, за особый вектор, который характеризует изменение ско- 
рости и по величине и по направлению, называется полным „уско- 
рением. 

Наломним предварительно некоторые замечания о векторах и опера- 
циях над ними. Векторы характеризуются только величиной и напра- 
влением, а не положением в пространстве, поэтому они могут быть 
перемещаемы параллельно самим себе. Векторы, тождественные ло 


8 Зак. 2984. Н. Е. Жуковскый, 
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величине и направлению, называются геометрически равными, Полу- 
чение диагонали параллелограмма, построенного на данных векторах, 
называется геометрическим сложением, а самая диагональ — геометри- 
ческой суммой данных векторов. Обратное действие—получение стороны 
параллелограмма по данной диагонали и другой стороне — называется 
геометрическим вычитанием; результат такой операции—геометрической 
разностью. В отличие от алгебраического сложения при геометрическом 


члены отмечаются черточкой наверху. Например, сумма векторов # им 
выразится так: 
= -|- м. 


Перейдем теперь к определению полного ускорения. Пусть АВ 
(фиг. 16) будет траектория точки М. Положим, что эта точка, дви- 
гаясь по траектории в про- 
должение весьма малого про- 
межутка времени Аф пере- 
местилась из положения М 
в положение /М’ и пусть 
скорость ее в точке И есть ®, 
ав М” есть 9’. Построим 
эти скорости, для чего про- 
ведем касательные к траекто- 
рии в точках М и ЛГ ееи 
отложим на них величины 
соответствующих скоростей: 

Фиг. 16. ММ№М=%и М’№' = 7. Затем 
проведем из точки М ли- 
нию МД, параллельную и равную М”М№, так что М’№” 3+ МЕ. Соединим 
точки Ли Д. Тогда линия МГ. будет представлять собою геометрическую 
разность скоросгей чит’, так что №, будучи сложена с М№по правилу 
параллелограмма, даст скорость МЁ = М’М’ ==%'. Далее проведем ли- 
нию МК, параллельную М№/, и отложим на ней величину мк- АР, 
которая и называется средним полным ускорением Если промежуток 
времени конечный, то это среднее полное ускорение характеризует из- 
менение скорости за данный промежуток времени 4: как по величине, 
так и по направлению. Действительно, если линия МК’ дана, то по ско- 
рости 9 можно найти величину и направление скорости 9’, для чего 
стоит только помножить МК на АЁи отложить полученное произве- 
дение на линии №Ё, параллельной МХК. Таким образом, мы получим 
точку Г, соединив которую с М, получим направление и величину 
скорости т”, 

Положим теперь, что промежуток времени А! стремится к нулю, 
т. е. что точка М” стремится слиться с точкою М, тогда линия МК 
получит в пределе при Д/ = 0 вполне определенную величину и напра- 
вление, так как закон, по которому приближаются к нулю числитель 


ИЯ 
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и знаменатель, вполне определен. Называя предел рассматриваемого 
вектора через ], получим: 


=. (30) 


Вектор }, вполне определенный по величине и направлению, назы- 
вается полным ускорением точки в данный момент времени. Он харак- 
теризует изменение величины скорости и ее на- 

правления за соответствующее этому измене- А 
нию бесконечно малое время. 


Полное ускорение в данный момент вре- 7 
мени можно выразить еще иначе, пользуясь так 
называемой геометрической производной. Поло- й т в 
жим, имеем некоторый вектор, который изме- 
няется со временем и по величине, и по направле- фиг. 17, 


нию. Пусть значение этого вектора для времени # 
есть 9 (фиг. 17), а для времени Ё-|[- АЁ есть 9’. Если мы составим 
геометрическую разность 9’ —9 и разделим на АЁ то получим; 


АВ 
Вектор > будет иметь направление АВ, которое вполне определено. 
Предельное значение этого вектора, т. а. 


Пт 
до до А’ 
и называется геометрической производной по времени изменяющегося 


вектора. 
Было показано, что полное ускорение в данный момент времени 


где МГ, геометрическое приращение скорости, может быть предста- 
влено, как геометрическая разность векторов 9’ и ф, т, е, 


М, = 9—0 


(фиг. 16). Поэтому мы можем сказать, что полное ускорение в дан- 
ный момент времени по величине и направлению выражается гео- 
метрической производной от скорости в рассматриваемый момент 
времени. 

Установив Понятие о полном ускорении, докажем несколько тео. 
рем, к нему относящихся 


3* 
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Теорема. Проекция полного ускорения точки на какую-нибудь 
ось равна ускорению проекции точки в ее прямолинейном движе- 
нии по атой оси. 

Положим, что некоторая материальная точка (фиг. 18) за проме- 
жуток времени А? перемещается по своей траектории АВ из положе- 
ния М в положение М. Пусть ММ№М==0 и М’М№’ ==90'’ выражают по 
величине и направлению соответствующие этим положениям скорости 
движущейся точки. Теперь из точки М проводим линию МЁ, равную 


№ 


п енннн 


Фиг. 18. 


и параллельную М’А”. Соединив точки М и Л прямой №, отложим 


на ней отрезок МК, равный Е среднему ускорению. Проектируем 


на ось Ох точки М, М’, М, №’, Г, К, для чего проводим ряд па- 
раллельных плоскостей, проходящих через проектируемые точки пер- 
пендикулярно оси Ох. Пересечения этих плоскостей с осью Ох и 
дадут на ней нужные нам проекции м, и’, п, п, ЬЁ 


По известной теореме можем написать следующую пропорцию: 
№. МК 


та пе‘ 


Разделив числитель и знаменатель первого соотношения на АЁ полу- 
чим; 


м (м _ , 
А. : др ==МК ИА. (31) 


Так как наше построение, а следовательно, и пропорция остаются 
справедливым для всякого сколько угодно малого времени ДЁ то 


переходим к пределу и рассмотрим предел каждого члена пропорции 
отдельно: 


МЕ 
Ши = На МК —= 
мо 4 ии МК =, (8) 
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что следует из определения полного ускорения 


ш п — тп 


Отрезки 7! и шим суть проекции скоростей 9’ и 9, что видно из 
чертежа, поэтому 


м п! — тп прах’ — проо 
= = и. 
Ут ут Им д: Из ут } () 
но так как 
Г 
про ==9, и пра’ =, 
то , ! ; 
прыг — прьб ‚92 - бш 
Ни И, 


что ввиду формулы (29) перепишется окончательно так: 


и, —# 


® __ 
о д, 


где о— ускорение в движении проекции точки М на ось Ох; дальше 


ПЕ == при. 
Подставив найденные выражения в пропорцию (31), найдем: 
] :8 =] : пр», 
откуда 
пра] == 8. (32) 


Следствие. На основании доказанной теоремы можно опре- 
делить величину и направление полного ускорения. 
Пусть уравнения движения в декартовых координатах суть: 


х==9(), у==4(), 2=у(0. (83) 
Проектируем полное ускорение ] на оси координат, получим: 
пр» =] с0$ А, 
при == ] созр, (84) 
пр./] == 7 созу, 


где Х, ри» суть углы, которые образует полное Ускорение с осями 
координат. Заметив, что проекция полного ускорения ], извображен- 
ного вектором ММ (фиг. 19), на ось Ох есть ускорение проекции 
точки М, т. е. точки т, при ее движении по оси Ох и что закон 
движения точки т по оси Ох дается первым из уравнений (33), 
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имеем на основании (29), (32) и (34): 
1608 А =” (0 = и . | 


Подобным же образом получим: 


1 42 35 

сов =" (= аа, | 85) 
и 422 | 

503 = Х" (9 === ав} | 


возведем полученные уравнения (35) в квадрат и, складывая правые 
и левые части, найдем, помня, что сумма квадратов косинусов равна 


единице: 
а2х \2 ау \ 422 \2 
2 г и >” \. 
(ат) + (ат) + (‘в 
извлекая квадратный корень, имеем; 
(4) Е 2 425 \3 
= (ав) (а т) + (=) . (36) 
Что касается знака, то перед корнем всегда берегся знак (--), 


направление же полного ускорения определяется углами А, в, у при 
помощи уравнений (35): 


Е 


2х ‚, | 
СОА == 7» 


| 
а? . 
| 7) 


42: 
0—9: : 1. 


60$ Ш = 


В эти равенства остается 
подставить значение / из 
формулы (36). 

Пример. Даны следую- 
щие уравнения движения 
точки: 


Х = 260$ 91, 
Фиг. 19. у=а 51 р, (а) 
2 == 6Ь 


где @, хи с постоянны. Требуется определить величину и напра- 
вление полного ускорения. 
Из первых двух уравнений, возведя в квадрат и сложив, получим: 


жа? 
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Это показывает, что точка движется по поверхности круглого 
цилиндра, имеющего своей осью ось Оз (фиг. 20) и радиус осно- 
вания От == а. 


^ ой и” | -] 
„ м 
| 
Г. | | 
| р | 
Ш `7- | 
| м 
| иг 
| а 
ИИ | ",” от \ | г 
нео ---- ——^ 
в 
=” и 
= __ _ 
и“ г 
Фиг. 29. 


Назовем через Ф угол, который проекция От радиуса-вектора ОМ 
образует © осыо Ох. Получим: 
х=ас0$$, у=азяйф, (5) 
Отсюда из сравнения уравнений (5) с двумя уравнениями (а) сле- 
дует, что 
ф == ®Ё или =. (©) 
Подставляя полученпое значение # из (с) в последнее ив уравне- 
ний (а), находим: 


2=-,- $. (4) 

Формулы (Ъ) и (4} показывают, что траекгория точки М есть вин- 
товая линия. 

Переходим к определению ускорепия /. Берем первые и вторые 

производные от формул (а). Получаем: 

3 


ах 9х р . 
и =— 4% $11 ФБ а == — 6760$ «Е 
а @ау . 
= а с05 @Ё, я = — 40° пой 
42 422 

ар — °, т == 0 
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Теперь подставим полученные значения вторых производных 
в формулы (36) и (37). После очевидных упрощений получаем: 


== У 22% (соз? о -Г и? ой = ао, 
СОА == —с03 4 Сс05р==-оЗтоБ с05%==0. 


Первая из этих формул показывает, что / имеет постояиную вели- 
чину а%?; три последние покавывают, что направление ] прямо про- 
тивоположно вектору От, т. е. направлено от М к С, где МС парал- 
лельно Ош. 

$ 9. Годограф скорости. Для доказательства теорем, относя- 
щихся к полному ускорению, удобно пользоваться особой кривой, 
называемой годографом скорости. Познакомимся с нею. 

Пусть по траектории АВ (фиг. 21) движется некоторая точка М. 
Пусть скорость ее последовательно меняется по величине и напра- 
влению и принимает положения 9, 9,, 9,,... Проведем из начала 


2 


а 


$ 
Фиг. 21. 


координат О векторы От, От., От», ..., геометрически равные 
9, 9, 9.,... Соединив концы этих векторов, получим ломаную 
линию, которая обратится в кривую, если точки М, М,, М, ... 
взять достаточно близко. Эта кривая аф и представляет годограф 
скорости. Итак, годограф скорости есть кривая, проходящая через 
концы векторов, проведенных из начала, равных и параллельных 
скоростям движущейся точки. 

Точка 1 на годографе, находящаяся на конце вектора 9, пред- 
ставляющего скорость движущейся точки в положении Л, назы- 
вается точкой, соответственной точке М. Всякому положению точки 
на траектории соответствует точка на годографе. Нетрудно найти 


$ 91 ГОДОГРАФ СКОРОСТИ 41 


уравнение годографа. В самом деле, пусть х’, у’, 2’ суть координаты 
точки м годографа, соответствующей точке М траектории. Эти ко- 
ординаты суть не что иное, как проекции скорости о на оси коор- 
динат; если уравнения движения точки на траектории суть 


х=9(), у=$(), 2=х (0, 


то проекции скорости 9, а следовательно, и координаты х’, у’, 2’ 
выразятся так: 


д =“ = осоза, 


Е а 
У = =) = 96058, 


2’ =’ = 9 созт, 


где а, Ви 1 суть углы 9 с осями координат. Исключая из трех 
уравнений 2, получим уравнение годографа скорости, 

Теорема. Скорость соответетвенной точки годографа гео- 
метрически равна полному ускорению точки, движущейся по траек- 
тории. 

Пусть уравнения движения точки М (фиг. 22) суть 

х=$(0, у=у@, г=х(0. 
Тогда координаты соответственной точки и годографа суть 
х=$'(), уУ=У), ===, (0. 
Обозначив через и скорость точки т, проектируем ее на оси коор- 
динат: 


р. 
ах’ @х 
Про = ар — ар, 
__ у’ ау 
ПР = цу = ар, 
42 42: 
ПР пр = па, 


Но проекции полного ускоре- 
ния ] точки М на оси коор- 


динат суть также ^, 25 
у ай’ ай" у 
42 
т. А так как проекции на Фиг. 22. 


одни и те же оси равны, то и проектируемые векторы равны; сле- 
довательно: 


ц==], (38) 
т. е. и, скорость точки м годографа, есть ускорение точки М. 
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Пример 1. Магериальлая точка движется ло закону движения 
планет, т, е. по эллипсу, так что ее секториальная скоросгь 


Фиг. 23. 


относительно фокуса Р (фиг. 23) есть величина постоянная. Опреде- 
лить годограф скорости. 


Удвоенная секториальная скорость равна 


4$ 
г — = С == сопз+, 
тт С = со 
Напишем уравнение эллипса в полярных координатах: 
= РР, 
1—2 605$ 


Переходя к прямоугольным декарговым координатам, имеем; 


__ _ _Рс0$9 не _ Риф 
5 9—1 есозз , == 1 сое: 
из этих уравнений находим х’и у’, дифференцируя их по времени: 
х'— 4. и) —_ РУ 4 
41 \1—2 505$ (1 — 250$ 4)? 4 ? 


= =( рзшо = В (с059— 2) 4$ 
У пт ее0зе/= П— 25058 4. 


Подставив сюда значение (1 —ес0$$) из уравнения эллипса, получим: 


/ — _ ЭФ ра 4% р 6089 —@ а 4$ 
а’ р а’ 
Удвоенную секторкальную скорость 2% мы обозначили через С; 
вводя это обозначение сюда, получаем: 
ис, ус 


ра 
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Исключая из этих двух уравнений $, получаем уравнение круга 
х? Се\3 С? 
у 
+ - р ) р 
Се 
Центр этого круга лежит, очевидно, на оси у на расстоянии >, 


С 
которое меньше „, от Р. Игак, в то время как точка движется 


в указанном направлении по эллипсу, точка годографа описывает 
в том же направлении круг. 
Пример 2. Даны уравнения движения 


ь 
д (ие), уже —е. 


Определить годограф скорости. 
Для определения уравнения лраекгории движения возвышаем обе 
части обоих уравнений в квадрат: 


Е 1 _ д 1 - 
== (ее 23, дя == 4 (ее —е 28. 


Вычитая одно уравнение из другого, получаем: 


т. е. уравнение гиперболы. 
Для определения годографа берем первые производные от хиу 
по времени: 


Исключая из эгих уравне- 
ний предыдущим спосо- 
бом Ь получим уравнение 
годографа 


Жо у 
аты-ь 


т. е. уравнение гипербо- 
лы, сопряженной с первой. 

Когда точка движется 
по ветви МАМ’ (фиг. 24), 
соответствепная точка годографа движется по тВт’. Интересно 
заметить, что как точка траектории, так и точка годографа уходят 
в бесконечность по одному направлению. 


Фиг. 24. 
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$ 10. Проекции ускорения на касательную и главную нормаль 
к траектории. Теорема. Проекция полного ускорения на касатель- 
ную к траектории равна производной от величины скорости по 


времени, т. е. @ проекция полного ускорения на главную нор- 


‹ 

а? 

маль к траектории равна квадрату скорости, деленному на радиус 
0 

кривизны траектории данной точки, т. е. >. 


А) Доказательство теоремы для плоской траек- 
тории. Пусть точка движется в плоскости Оху по траектории АВ 
(фиг. 25). Годограф ско- 
Я рости для данного движения 
пусть есть аб. Было уже ио- 
казано, что ], полное уско- 
рение в точке М на траек- 
тории, геометрически рав- 
но и, скорости соответ- 
ственной точки 1 на годо- 
графе, т. е. /==и. 
Проектируем полное 
ускорение на касательную и 
нормаль к траектории в точке 
М. Пусть эти проекции соот- 
ветственно будут 4 и м. 
Проектируем также ско- 
Фиг. 95, рость й на продолжение ра- 
диуса-вектора От, парал- 
лельного ЛИТ, и на перпендикуляр ти к нему в точке т, парал- 
лельный ММ. В силу геометрического равенства / == имеем: 


== пр, и, 


т. е. проекция полного ускорения на касательную равна проекции 
скорости и на радиус-вектор. Но 


аг 40. 
При = ар ар 
отсюда 
49 
Лу (39) 


ЛД называется таягенииальным ускорением, так как направлено по 
касательной. 
Перейдем к определению /„. Из построения ясно, что 


1 — Пр, ц. 
Но ” р 
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откуда 


4$ 
=. 


Угол @Ф между направлениями двух смежных скоростей, или, что 
все равно, между касательными к кривой в двух смежных точках 
называется углом смежности. Из анализа известно, Что отношение 
угла смежности @ф к бесконечно малой дуге 45$, соответствующей 
этому углу, есть мера кривизны кривой в данной точке, которая 


1 
измеряется также и величиной > где р—-радиус кривизны кривой 
в данной точке; следовательно: 


Представим теперь /„ в таком виде; 
. 4$ 45 
ту ар. 


1 4 
Но 5, а т есть не что иное, как 9, следовательно: 


ь=*. (40) 


ь называется центростремительным ускорением, так как направлено 
всегда р сторону вогнутости кривой по направлению к центру кри- 
виЗНыЫ. 

Из прямоугольного треугольника ММК имеем; 


1=У Нл. 


Подставив сюда выведенные значения /› и ]„, получим: 


1=У (%)-+(5 Р-Н (41) 

Рассмотрим характер движения при некоторых частных значениях 
этой формулы. 

1) Пусть =, т. е. проекция полного ускорения на нормаль 

равна нулю; тогда полное ускорение направлено всецело по каса- 

тельной к траектории. Из равенства 5—0 при 9-Е0 следует: 


р== оо. Траектория, удовлетворяющая этому условию, есть прямая. 
В криволинейной траектории это возможно только в особых точках, 
именно, в точках перегиба. 


4 
2) Пусть яр == 0, т. е. проекция полного ускорения па касатель“ 


ную равна нулю; полное ускорзние направлено по нормали, Из того, 
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ао 

что цр== 0, следует, что © == соп$4., т. е. движение равномерно. Итак, 
движение равномерно, когда полное ускорение направлено по нормали 
к траектории, 

3) Пусть /==0. Это возможно только, когда в отдельности 

2 

Е ==0 и ——==0, т. е. когда движение прямолинейно и равномерно. 

Б) Обобщение теоремы на случай кривой двоякой 
кривизны, Для доказательства теоремы воспользуемся приемами 
анализа, так как применение годографа скорости в данном случае 
усложнило бы дело. Предварительно преобразуем выражения 


@х у а 


ав? ай? ар’ 


представляющие проекции полного ускорения на оси Ох, Оу, О:; 
для этого будем рассматривать х как функцию пространств $ 
(длина дуги от начала счета), а ;5— зависящим в свою очередь от 
времени &, т. е. 


х=/(5), а 5=5(0. 


45 
Тогда имеем, ломня, что ар ==: 


а ( — 
ав а аа а) тар \° 28 
ах а /ах ао ах 4 гах\а$ 
(в). 


Составляя аналогичные выражения для других координат, оконча- 
тельно получим: 


| 


43х _ 45 ах а 2х | 

ат = ‘раз Рав: › | 

43у до ау оу 

ав арав Кая, | (а) 
@22 ао 42 о 422 

аш Г а. | 


Этим преобразованием и воспользуемся. 

Пусть кривая двоякой кривизны, по которой движется точка, 
есть ДВ (фиг. 26). Проведем к ней касательную и радиус кривизны, 
совпадающий по направлению с главной нормалью кривой, которая 
лежит в соприкасающейся плоскости, как и круг кривизны. Если 
назовем через а, В, 1 углы касательзой с осями координат, а через 
а, 2, с— углы радиуса кривизны (или главной нормали) © осями, то 
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имеем следующие формулы, со всей строгостью доказываемые в анализе: 


ах са ах 
2058 =, р 25’ 
Чу 058 _ 4? 
СОЗ р 
__ 42 6086 __ 2 
С р а. 


Подставив отсюда значения 


ах ду 42 к Фу @а 
43 ’ 43’ 45’ 457’ 45?’ а5? 


в полученные путем преобразования выражения (а), получим: 


Фх — 40 С ре 27 оз [#2 

ав = 27 0“ т, , 

4?у _@9 0? 

ав == ар С0$В-- ^ 035, (Ъ) 
422 


2 


Фиг. 26, 


полное ускорение помножить на косинус угла между ним и нор- 
малью, т, е, 


в == 605 („Л — /с054 
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Но из аналитической геометрии мы знаем: 


с0$8 = 50$ @с05^ -|-- с052 с0$ -|- с036с05%, 


где ^, в, у суть углы, образуемые направлением полного ускорения 
с осями координат; подставляя значения косинусов углов А, в, 
получим: 


058 — 05 (47 : )-созё (48: Л) сое (42 5:1), 


следовательно: 


У, 


ах 43у 432 
==] 0086 ==с05а у -|- с086 аа 08 Ся. 


Подставляем сюда выражения вторых производных (Ъ): 


Ди= ат (сз асоза -- с056 058 -|- 60526051) -- 
3 
-- < (Соза-|- с0576-| с05? с), 


Но первая скобка, представляя косинус угла касательной с нормаль, 
т. е. прямого, равна нулю, а вторая — сумма квадратов косинусов — 
равна единице, Итак: 
, НА 
в = и . (40) 
Подобным же образом находим //. Обозначим угол полного ускоре- 
ния с касательной через 6’. Очевидно 


тА =) с0$ 9", 
но 


С 


следовательно: 


1), 


р 42х [т 422 
Л = 60$ “д -- созВ в-Р с0$Т дя. 
Подставив сюда выражения вторых производных, получаем: 
. а С 
= др (©08 я со" В-- со5 1) -- 
2) 
+5 (с0зас0$ а -|- с0$0с0$8 -|-- 055051), 


откуда аналогично предыдущему заключаем, что 


, а ’ 
Лея. (39') 


Остастся показать справедливость формулы (41) для нашего слу- 
чая. Для эгого достаточно доказать, что полное ускорение лежит 
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в плоскости, проходящей через касательную и нормаль, т, е. в со- 
прикасающейся плоскости. Докажем это. - 

Теорема. Полное ускорение лежит в соприкасающейся пло- 
скости. 

Проводим через касательную МТ (фиг. 26) и нормаль, т. е. на- 
правление радиуса кривизны р, плоскость, которая и представит собой 
соприкасающуюся плоскость. Вообразим в точке М перпендикуляр 
к этой плоскости, Если проекция полного ускорения на этот перпен- 
дикуляр равна нулю, то это и значит, что полное ускорение лежит 
в соприкасающейся плоскости. Рассмотрим теперь эту проекцию 
полного ускорения на перпендикуляр р, углы которого с осями 
координат суть р т, п: 


, 4х 42 422 . 
№=] [25 (4 : у-Нсоз и (да 1-Е сот (лв :)] = 
аах @у а: 
= с05/ 3 -[Г 608 1 -|- С0ЗИ ца, 
Пользуясь снова формулами (5), получим: 


р= 19 (031 соза + с08 т с0зВ -- с08пс0з1) 


-- (031 сова-- сози 056 -|- 08 1150$ 6) == 
а: —мщ ? — 
= с0з(Т, Р-Н со (р, р). 


—мщ —мщ 
Но так как с0$ (Т, р) ==0 и с03(р, р) ==0, то 


Теорема доказана. 
Теперь мы вправе заключить, что 


40 \2 "у2\а 
=У & (5), (41) 
как для плоской кривой. 

$ 11. Девиация. Перейдем к рассмотренню кинематического эле- 
мента, служащего промежуточным звеном между кинематическими 
и динамическими элементами. Этот элемент, носящий название 
девиации (т. е. отклонения) и введенный впервые Дюгамелем, ока- 
жется нам необходимым при решении вопроса о сложении полных 
ускорений. 

Пусть материальная точка движется по некоторой траектории АВ 
(фиг. 27) и через промежуток времени т переходит из М в поло- 
жение М’, Вообразим, что материальная точка в М сходит с трае- 
ктории и движется по касательной с постоянной скоростью 9, 


& Зак. 2584. Н. В. Жуковский. 
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которую она имела в М. Тогда точка во время “ пройдет путь 
ММ == о“. Если соелинить № с М’, то получим некоторую беско- 
нечно малую хорду ММ”, которая и есть гак называемая девиация. 

Очевидно, что отклонение А/М’ от прямолинейного пути по каса- 
тельной могло явиться только под влиянием какой-нибудь силы; 
отсюда уже можно догадаться, что девнация будет играть немаловаж- 
ную роль в динамике. 


|. 
ит, 
у 
гг 
и 
и у 
Фиг. 27. Фиг. 28, 


Теорема. Девиация направлена по полному ускорению ц равна 
пути, пройденному равноускоренным движением во время т с уско- 
рением, равным полному ускорению. 

Пусть точка движется по некоторой траектории АВ (фиг. 28) 
и во время / находится в М, а через промежуток времени т — 
в М’. Строим девиацию ДО == ММ’, для чего от М по МЕ отклады- 
ваем ММ == 9, где == МР есть скорость точки М; проектируем 
М, М, М’ и Ё на ось Ох. Тогда проекция девиации ММ’ будет: 


прод == ит’ == ти’ — ти. 


Определим ти’ и ти. Пусть закон движения по оси Ох дан урав“ 
нением х==/(Д. Тогда тии’, как путь, пройденный по оси Ох 
проекцией точки М во время т, выразится так: 
ти’ = лат —7(. 
Разлагая /(:--“) в строку Тэйлора и вычитая /(1), получим 
для ти: 


тт’ == (О я-Н У Яо 
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тп определяется из пропорции 


тп _ ММ 
т! МЕ? 
где 
= про, ММ№М=чт, МЕ-У; 
поэтому 
от прий __ . 
тп = —— “м == пр; 
но 
ах 
праю == 9 ===; ==" (1); 
следовательно, 


тя ==} (Вт. 


Подставив в выражение пр„) найденные значения для ши’ и шп, 
причем в выражении #1’ ограничимся членами с бесконечно малыми 
первого и второго порядка, находим: 


прур = (Эк (05-ти, 


Аналогично напишем проекцию девиации на оси Оу и О: 


Е а2у 
пруО = зай“, 

1 422. 
пр. — 9 аа" 


Найденные три равенства дают нам величину всей девиации 


1) -- (25 З 422\а 
= че) (=) +(®) , (42) 
Было доказано, что 


Следовательно: 


1. 
=“. (43) 


Это есть пространство, пройденное равноускоренным движением 
во время т с ускорением ] (когда точка выходит из начала счета без 
начальной скорости). Вторая часть нашей теоремы доказана. Для 
доказательства первой части теоремы определяем косинусы углов 


4+ 
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а, В, | девиации с осями координат: 


ах а 
сова ат 5 : 0, или сова: ), 
фута ря 
созВ ==: 0, сов: 
Ч: 12 @2: 
051 == :0, 6081 == ди :/. 


Так как вторые части этих равенств выражают собой косинусы углов 
А, в, у полного ускорения ] © осями координат, то отсюда следует, 
что 

а==), Вар, Тену, 


иначе; девиация направлена по полному ускорению. 
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$ 1. Введение. Движение материальной точки, отнесенное к не- 
подвижным в пространстве осям координат, называется абсолютным. 
Это движение мы уже рассматривали, причем предполагали, что тра- 
ектория, по которой движется точка, остается неподвижной. Если же 
движение материальной точки мы отнесем к осям, которые сами могут 
перемещаться в пространстве, то движение точки в пространстве по 
отношению к этим подвижным осям называется относительным. Абсо- 
лютное движение, происходящее от движения точки относительно осей 
движущихся и от движения самих этих осей вместе с точкой, называется 
сложным движением. Можно слагать и более, чем два движения. Так, 
если предположим, что точка движется относительно каких-нибудь 
осей координат, а эти оси, в свою очередь, движутся относительно 
других осей координат, которые сами движутся относительно третьих, 
неподвижных осей, то абсолютное движение точки будет слагаться 
из трех движений и т. д. Всякое, вообще, движение, наблюдаемое 
на Земле, есть движение сложное, состоящее по крайней мере из трех 
движений: 1) движения предмета или точки по некоторой траектории 
на Земле, 2} движения Земли около Солнца и 3) движения всей сол- 
нечной системы в мировом пространстве. Первое из этих движений 
есть движение относительное, второе можно рассматривать как дви- 
жение переносное по отношению к Солнцу, а третье -— по отношению 
к неподвижным осям, 

$ 2. Сложение скоростей. Обращаясь к вопросу о сложении ско- 
ростей, рассмотрим сначала сложение двух движений; при этом будем 
задаваться вопросом, как составляется скорость В Сложном движении, 
когда составляющие движения известны, 
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Установим несколько терминов. Будем называть абсолютной ско- 
ростью ту скорость, которая наблюдается относительно неподвижных 
осей; относительной — скорость относительного движения, т, е, ту, 
которую имеет точка, если рассматривать подвижные оси как непо- 
движные, не принимать во внимание их собственного движения; нако- 
нец, переносной скоростью назовем скорость переносного движения, 
т. е. ту, которую имеет точка, если будем рассматривать ее непо- 
движной на траектории, а самую траекторию, или, Что все равно, 
подвижные оси — двигать, как 
они двигались раньше. 

Теорема параллело- 
грамма скоростей. Схо- 
рость абсолютного движения 
выражается по величине и по 
направлению диагональю па- 
раллелограмма, построенного 
на скорости относительного 
движения и на скорости пе- 
реносного движения; или ско- 
рость сложного движения 
представляеп — геометриче- 
скую сумму скоростей отно- 
сительного и переносного дви- 
жений. 

Положим, что точка дви- 
жется по траектории АВ Фиг. 29. 

(фиг. 29), а сама траектория 

движется в пространстве так, что ее точка А описывает траекторию АС. 
Если последовательно будем отмечать место траектории и на ней 
положение точки, то получим траекторию абсолютного движения. 

Пусть точка, выходя из положения А, через бесконечно малый 
промежуток времени 4# прошла по траектории путь АД, а сама тра- 
ектория за то же время переместилась в положение А’В”, так что 
точка А ее заняла положение А’, Таким образом, движущаяся точка 
оказалась в положении О’, описав траекторию АО’, причем АР == А”ДУ, 

Скорость движущейся точки по траектории АВ есть относитель- 
ная, которую мы обозначим Через и; скорость по траектории АС 
есть переносная скорость, которую мы обозначим через %; наконец, 
скорость по траектории АЛ есть абсолютная скорость, которую обо- 


значим через 9. Соединив прямыми точки Ди А”, А’и О’, Аир’, 
| Ар’ 
отложим на продолжении линии А/У величину АР, равную га на 


у 


хорде АД’ длину АН, равную а, так что 


Ар’ АА’ 
АР-== Г Е == >‘ (а) 
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Соединив точки Ни РЁ, докажем, что А’О’|ЕН. Для этого рассмо- 
трим треугольники АА’О’ и АНР. Эти треугольники, имеющие общий 
угол ЕАН и пропорциональные стороны, заключающие этот угол 
[так как из соотношений (а) АР: АО’ =1:АЁР и АН: АА’ —=1:АЬ 
а следовательно, АР: АД’= АН: АА, 
подобны. Из подобия их следует 


‚ НЕ 1 
НРА’, рру=ар 
т.е 
А’р’ 
НЕ ==. 


Проведем прямую РЁ параллельно А’Н 
до пересечения с А’0’; получим паралле- 
лограмм. 

Теперь переходим к пределу, полагая, 
что АЁ стремится к нулю; очевидно, что 
в таком случае точки А’и О” стремятся 
слиться с А, а весь треугольник АД’А’ 
стремится обратиться в точку А. Хорды 
же АА’, АР’ и А’Ш’ в пределе обратятся 

Фиг. 30. в касательные к соответствующим кри- 

вым, а линия АЕ в пределе сольется 

с диагональю параллелограмма АН.РоВу (фиг. 30). Определим теперь 
величину АР.. По только что доказанному 


й 4 ! 2, й 
АН == Ви АН = т 4” = 1 (2% . 4А )= п о. 
! АА’ АА’ 
Но 
7, МУ 
па 2 =ра п и 
ДА! А 
следовательно, 
АН) == %. 
Далее: 
# 17, 1 
Ао = И АЕ== т == НШ (© 46”) и В, у 
`В; Аг 
И 
А’! АР’ А’ „ АД 
АЕ, =йт АЕБ = Нт УР = Ни — == Ни А. ‚_—_ |= Пт —\ 24. 
А’ 
Итак: 


АН, =, АРу==у, АВ ==и; 


так как АРу есть диагональ параллелограмма, построенного на АН, 
и на Ау, то теорема наша доказана. 
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Заметим, что в нашем доказательстве мы не предполагали, что 
траектория движется поступательно, так что теорема о сложении 
скоростей верна для всякого движения траектории. 

Сложение скоростей сводится к сложению векторов, которыми 
мы условились обозначать величину и направление скоростей. О сло- 
жении векторов по правилу параллелограмма мы уже говорили. Заме- 
тим еще способ получения суммы © двух 
векторов. Пусть требуется сложить два 
вектора #й и ® (фиг. 31). Проведя век- 
тор ц, из конца его В проводим вектор %. 
Соединив точки А иС, получим прямую АС, 
которая и представит вектор 9. Способ 
этот называется правилом треугольника. 

Перейдем к вопросу о сложении не- 
скольких движений. Положим, что надо 
сложить четыре движения, скорости ко- 
торых выражаются векторами (фиг. 32): 


ОВ==5, Об=у, ОР==у., ОЕ =ч.. 


Это значит, что точка О движется по Фиг. 31 
траектории со скоростью ч., соответ- "т" 
ствующая этой скорости траектория сама движется со скоростью 95; 
кроме этих движений имеется еще движение по новой траектории, 
точка которой имеет переносную скорость 9, и т. д. 


Фиг. 32. 


Складывая сначала первое и второе движения, получим по пра- 
вилу параллелограмма сложную скорость ОР; найденное движение 
сложим с третьим, получим новое движение со скоростью ОК; нако- 
нец, сложив это движение с последним, получим искомое движение, 
которое имеет скорость 9, равную ОР. 

Если присмотримся к чертежу, то увидим, что сложная скорость, 
получающаяся от сложения нескольких скоростей, выражается по 
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величине и налравлению замыкающей стороной многоугольника, осталъ- 
ные стороны которого равны и параллельны скоростям слагаемых дви- 
жений; при этом направления всех слагаемых скоростей берутся 
в одном течении, а замыкающей —в обратном. Из этого заключаем, 
что вообще скорость составного движения равняется геометрической 
сумме составляющих скоростей, понимая под скоростями векторы, 
представляющие их. Поэтому, пользуясь указанным нами выше обо- 
значением, мы можем написать!): 


Уяр --[... (44) 
Если в пространстве даны три скорости, то в этом случае можно 
пользоваться правилом параллелепипеда, по которому скорость 
сложного движения по величине и направлению выражается диаго- 
р налью параллелепипе- 
да, построенного на 
скоростях слагаемых 
движений (фиг. 33). 
Легко убедиться, что 
это правило совпадает 
с правилом многоуголь- 
ника, ибо можно со- 
ставить многоугольник 
2 г из данных векторов, 
замыкающей стороной 
„ которого будет диа- 
у Фиг. 33. гональ  параллелепи- 
педа. 
$ 3. Аналитическое определение величины и направления слож- 
ной скорости. При сложении двух скоростей составная скорость, 
как мы видели, определя- 
лась по величине и направ= 
лению диагональю паралле- 
лограмма, построенного на 
слагаемых скоростях. Вы- 
ведем поэтому формулы, 
определяющие величину и 
направление сложной ско- 
Фиг. 34. рости, рассмотрением та- 
кого параллелограмма. 
Пусть даны две скорости & и ®. Построим на них параллелограмм 
и проведем диагональ, которая будет представлять сложную ско- 
рость © (фиг. 84). Мз треугольника АСР имеем: 


А а -|-- 0 — 2 с0$ (180°— 1), 


1) Н. Е. Жуковский обычно применяет черту над буквой как обозначение 
вектора только при геометрических операциях над векторами. (Прим. ред.) 
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ИЛИ 
= и -- 3 -- Фи созт. (45) 
Кроме того, так как 
$ (180°— 1) = Ялту, 
то 
и и ы 
Яя зв чат (46) 


Таким образом мы нашли три уравнения, из которых уравнение (45) 
дает нам величину сложной скорости, а уравнения (46) определяют 
ее направление. 


Фиг. 35. 


Если требуется сложить три скорости, направленные по осям 
координат, то, пользуясь правилом параллелепипеда, находим: 


„-уаатя 47) 


Заметив, что 9„, 9, 9, суть не что иное, как проекции © на соот- 
ветствующие оси координат, имеем следующие уравнения: 


9.==9С054, 

9у=9с05В, 

9, =9с051, 
где а, 3, 1 (фиг. 35) суть углы, составленные © © осями координат. 
Из последних уравнений получаем: 


== 94 = 2 = 
Сова ==, со58 =, 051 ==. (48) 


Найденные уравнения (47) и (48) дают выражения для величины и 
направления сложной скорости, полученной от сложения трех скоро- 
стей, направленных по прямоугольным осям координат. 
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Перейдем теперь к общему случаю. Положим, что нужно сложить 
несколько скоростей 


91, 9» бу бр. Он. Яр (а) 


которые образуют с осями координат углы 


1, Вл» 11; 2, Во» 12} +° 3; @в-т» Вар Тип Чи» Ва» Чи. (5) 


Назовем через о сложную скорость; пусть она образует с осями 
2 координат углы а, В, 1. 
Нам надо определить 
величину 9 по данным (а) 
и (5). Проектируем для 
этого последовательно на 
оси Ох, Оуи 02 ско- 
рости 9:, 9, 9, +...) Эл. 
Из аналитической гео- 
метрии мы знаем, что 
проекция ломаной линии 
на какую-нибудь ось равна 
проекции линии, ее за- 
мыкающей, Так как 9 
(фиг. 36) есть замыкаю- 
Фиг. 36. щая сторона ломаной, со- 
ставленной из 9: %., 

°,...› 9,» то имеем следующую группу уравнений: 


К=п 
950$ 4 == 9; 6034, -- 90соз а... -- 9, соза, == У! 9лсоза, 
й=1 


К=зп 
950$ 8 == 91 с0$В, -|- 9. С0$ Во... -- 9, С0$ В, == ть соз Ву, (с) 
С == 


&=п 
9081 ==, с05 11 9 созль-Н...-Н 9, с0$ 1 == У тьсовль. 
= 


Возвышая в Квадрат эти уравнения и складывая, находим: 
99 (03? а -|- с0328 -|- с03? 1) = 


к=п 2 ф=ап р == з 
-( У чи соз «ь) +( УХ э, соз ьь) +( У о, соз в) . 
&=1 =] й==1 


Отсюда окончательно получаем следующую формулу для определения 
величины сложной скорости: 


И (ыыы (НЯ ыены). 49 


$41 СЛОЖЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 59 


Для определения направления сложной скорости мы пользуемся опять 
уравнениями (с); они дают нам: 


К==П = 
1 1 
С054 ==, У оьсозаь, 058 == 5 21 950$ В» 
&=1 Бы] 
Ё=лн (50) 


1 
60$ 1 == 5 У ЭСо$ 
51 


где вместо © остается подставить ее значение из формулы (49), 
$ 4. Сложение гармонических колебаний. Движение, совершаю- 
щееся по закону, выраженному уравнениями; 


х= воз (2 -- В), у а’ т (7 -- Е”, 2==0, 


где а, Т, Е, а’, Т’, Б’ суть величины постоянные, а #— время, назы- 
вается гармоническим движением. Так как 2==0, то движение про- 
исходит в плоскости Оху. 
В частном случае, когда а’ ==0, 
то и у=0, и все гармони- 
ческое движение совершается 
по оси Ох по закону: 


2 


х—асоз (== Е). 


Такое движение можно рас- 
сматривать как движение проек- 
ции точки, равномерно дви- 
жущейся по кругу, на диаметр. 
В самом деле, пусть точка рав- 
номерно движется по кругу 
радиуса а (фиг. 37) с угло- 


д 
вой скоростыо от. ©. рав- 


Фиг. 37. 


номерно описывает всю окружность в промежуток времени Т. Поло- 
жим, что при #==0 точка находится в № (причем / МОх —=Е) и за 


1 
время $ описывает путь МЕ 2%, Тогда из прямоугольного треуголь- 


Т 
ника ОГМ имеем: 
ОМ == х = ОЁ.с0$ д 10м=а. соз (2 -- В), 


В данной формуле а носит название амплитуды гармонического дви“ 

жения, Е — аргумента или эпохи его, Т — периода колебания. 
Перейдем телерь к вопросу о сложении двух гармонических дви» 

жений, направленных по одной и той же оси Ох. Для простоты 
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рассуждения положим, что период колебания у обоих движений оди- 
наков, Пусть законы таких двух колебаний выражаются уравнениями: 


х == 460$ (=), (а) 
х' == а’ соз (2 +8). (5) 


Найдем сложное движение, 

Так как оба колебательных движения совершаются по одной и 
той же прямой и абсциссы х и х’ отсчитываются от одного и того же 
начала О, то в каждый момент колеблющаяся точка булет отстоять 
от О на расстоянии Х, равном алгебраической сумме расстояний, на 
которых точка отстояла бы вследствие движений (а) и (Ъ) в отдель- 
ности, т. е. 


Х=х--х = асоз (2 8 в) а’ соз (2% ме ”)= 


— (асозе-- а" 08 #/) соз 2 — (а пе --- 2’ т и 2, 
Положим: 
асозе-|- а’соз=’ == Асоз В, (с) 
азте-- 4’ 5те' = Аза Е. (4) 


Из этих двух условий мы можем определить величины А и В, 
а именно, возвышая эти равенства в квадрат и складывая, получим: 


А = У (асозе-|- а’соз =”) -- (а зте + а’ эт"); 


раскрыв скобки, имеем: 


А == УР а’ 2аа’ соз("— ®), (51) 
а разделив равенство (4) на равенство (с), нахолим: 


азтЕ-- а’ Зт =” 
а сз =-Н а” с03 =” ° 


= Е == (52) 
Угол В определяется по знакам 31 Е и созЕ из формул (с) и (9), 
так как тангенс не определяет еще угла вполне. 

Итак, сложное движение представится уравнением: 


25 
Х == А (сз В оз — эп Е эп т =), 
или, применяя формулу тригонометрии: 
Х- Асоз (= +2). (53) 


Очевидно, что оно есть опять уравнение гармонического движения 
по оси Ох с амплитудой А, периодом колебания Т и аргументом ВД, 
Дадим теперь геометрическое толкование величин А и В. Построим 
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(фиг. 88) аргументы в и &’ движений (а) и (5) и амплитуды ОН ==а 
и ОЕ==а’. Формула (51) показывает, что А есть диагональ ОР 
параллелограмма, построенного на а иа’, а Е есть угол наклоне“ 
ния ее к оси Ох. В са- 

мом деле, проектируя р 

ОР, ОН и ОР на 

ось Ох, видим, что эе^ 


ОР’ = ОЕ -- ЕР", 


т. е. равна сумме про- 
екций на ось Охвекто- “у ----- 
ров ОЕ и ЕР= ОН. 
Угол же РОР’ опреде- 
ляется соотношением: 


ЧЕ“ 


42 Д РОР’ = 


А -- 
ны, 


где РР’ равняется сум- 
ме проекций ОНи ОЕ й ОИОНИ 
на ось Оу, в чем легко Е 

убедиться из чертежа. Фиг. 38. 

Вставляя значения РР’ 

и ОР’, действительно убеждаемся, что / РОР’ =, так как при- 
ходим к формуле (52). 

Таким образом, результат можем окончательно формулировать так. 
Составное движение двух гармонических движений по одной и той 
же оси с одним и тем же периодом колебания есть также гармони- 
ческое с тем же периодом, причем амплитуда его есть геометрическая 
сумма амплитуд составляющих его движений. 

Это правило сложения гармонических движений называется пра- 
вилом параллелограмма гармонических движений. 

$ 5. Метод Роберваля для проведения касательных. Пользуясь 
теоремами о проекциях скорости, мы можем найти простой геометри- 
ческий способ для проведения касательных к кривой. Такой способ 
был предложен Робервалем. 

Прием Роберваля для проведения касательных состоит в том, что: 
1) кривую рассматривают как траекторию некоторой точки и 
2) узнают характер движения по проекциям скорости на какие-нибудь 
две прямые. Раз известны проекции, то нетрудно найти и самую ско- 
рость и касательную к кривой. Вместо проекций можно находить 
составляющие скорости по данным направлениям и строить абсолют- 
ную скорость по правилу параллелограмма. Этим методом мы уже 
пользовались для проведения касательных к спиралям в предыдущих 
примерах. Рассмотрим еше примеры. 

Пример 1. Провести касательную к логарифмической спирали, 
Логарифмическая спираль может быть рассматриваема как траектория 


ь- 
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движения, слагающегося из двух движений: относительного по радиусу- 
вектору и вращения радиуса-вектора около полюса, Уравнения 
движения суть 
г=0 и 0—0, 
откуда получаем уравнение логарифмической спирали: 
8 
г == аеб. 


Проекция скорости на радиус-век- 
тор есть 

9 __ РИ 

ит = (16° == Г. 
Проекция же скорости на перпенди- 
куляр СМ (фиг. 39) к радиусу-век- 
тору есть 


. 40 |: 
Фиг. 39. Про и = и {61 == г. 


Построением прямоугольника находим составную скорость МВ, кото- 
рая и определяет касательную. Найдем угол А этой касательной 
к радиусу-вектору 


Так как ф— величина постоянная, то касательная к логарифмической 
спирали образует с радиусом-вектором постоянный угол, чем и 
пользуются для построения логарифмической спирали, 


Фиг. 40. 


Пример 2. Пусть точка движется по эллипсу (фиг. 40); со- 
единив одно и8 положений М точки с фокусами, получим: 


г--г' = 28, 
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гдеги г’ — радиусы-векторы точки М— суть некоторые функции 
времени. 

Определим скорость изменения радиусов-векторов. Для этого 
дифференцируем по времени уравнение г-|- г’ == 24; 


а” 
па фу, 


Определим теперь проекцию скорости на радиусы-векторы: 


а у 
про = 27 —=-— МА, прно = 97 == МВ; 


знак (-—) при МА поставлен потому, что проекция направлена от М 


7 


к В, Сопоставляя эти равенства с формулой - ми, имеем: 
МА == МВ, 


Прямоугольные треугольники МАС и МВС, как имеющие по гипо- 
тенузе и катету равными, равны; отсюда 


ДАМС== Д. СМВ, 


т. е. касательная к эллилсу делит внешний угол, образуемый радиу- 
сами-векторами, пополам. Этим свойством и пользуются для прове- 
дения касательной. 

Пример 3. Провести касательную к квадратрисе (фиг, 41), 
Уравнения движения суть: 


у=ай @==^6 


а 
из этих уравнений у =56; но у=г10, поэтому 


а 6 
= п б* 
При 9==0 
а 
г == 1 = ОА. 
При => 
ат 
г= 5 =06, 


Пусть точка движется от Ак В, тогда 


Чу а 
пруо == -п- ==а=т. +6, про = АО .ф, 


29 
пруд ==" 


яг == 6", пруе == 6. 
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Для проведения касательной поступаем следующим образом. 
Восставяяем в А перпендикуляр АЛ№ к оси Ох, через М (точку, 
в которой надо проводить касательную) проводим РМ перпендику- 
лярно к радиусу-вектору и продолжаем до пересечения с АЛ/ в точке М, 
Соединив О с № опускаем на ОМ из М перпендикуляр и утверждаем, 
что это и есть искомая касательная, по которой направлена абсолют- 
ная` скорость. Чтобы доказать это, отложим МС==пруу==АО.6, 
восставим в С перпендикуляр СЕ и продолжим его до ° пересечения 

с МЕ; опустим потом из 

$ Е перпендикуляр на ОМ 

и докажем, что МД есть 

проекция скорости на 

перлендикуляр к ради“ 
р < ----* усу-вектору, т. е. 


МО =, 


Для этого рассмотрим 
У четырехугольники МСЕД 
и ОАММ. Они подобны, 
потому что состоят из 
соответственно подобных 
‚— <-> ?= треугольников, именно: 
Я А №ОАс> Л СМЕ, как 
Фиг. 41. треугольники с перпенди- 
кулярными сторонами, 
и Л МОМс> Л ЕМО, опять как треугольники с перпендикулярными 
сторонами. Из подобия четырехугольников вытекает; 


ОМ: МС = ОМ: ОА, 
или по подстановке величин МС и ОМ 
РМ: (ОА. Вр: ОА, 


откуда 
ОМ == 6, 
что и требовалось доказать. 
Пример 4. Провести касательную к параболе (фиг. 42). Эту 
задачу решим с помощью составляющих скоростей. Точка движется 


а 
равноускоренно по закону х=-— по оси Ох, и в то же время Ох 


перемещается по закону у=чщЁ (оси Ох и Оу косоугольны), 
Траектория такого движения есть парабола. В самом деле, исключая 


время, имеем: 
# 


Я Ея, 
откуда 
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5 
Обозначив - через р, находим: 
У — 2рх, 


т. е_ уравнение параболы. Для проведения касательной найдем 
составляющие скорости 


ах а 
и = у = 8 =; 
но 12, поэтому 
Кг 
=. 
и=щу. 


Найдем телерь соотношение между составляющими скоростями: 


ре: Ш: . № 
п: 0, ии, 


или 
и: = у:р. 


Пользуясь полученным соотношением, мы можем построить каса- 
тельную. Для этого от /М но направлению, параллельному оси Ох, 


у 


Фиг. 42. 


откладываем у; от той же точки /М но направлению, параллельному 
оси Оу, откладываем р. Построив параллелограмм, мы находим диаго- 
наль ММ, которая и есть касательная, потому что соотношение 
и: и ==у:р будет удовлетворено. 

$ 6. Разложение скоростей. Нахождение по данной сложной 
скорости скоростей слагаемых движений называется разложением 
скоростей Вопрос о разложении, вообще говоря, неопределенен. Опре- 
деленным он становигся лишь тогда, когда становятся известными неко- 
торые данные, относящиеся к скоростям, на которые желают разложить 
данную скорость. Решим задачу об определении относительной скорости. 


5 Зав, 2984. Н, В. Жуковский. 
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Пусть абсолютная скорость точки О есть 9 (фиг. 43), перенос- 
ная же скорость есть %, Чтобы найти и — скорость относительного 
движения этой точки, соединим концы векторов 4 и Си из точки О 
проведем линию ОВ параллельно АС, 
а из С ведем СВ параллельно АО. 
Тогда получим параллелограмм ОВСА 
с диагональю ОС, равной ©, и со сто- 
роной ОД, равной 12, другая сто- 
рона этого параллелограмма ОВ и 
представит собою искомую относи- 
тельную скорость и. 

Эту же скорость можно получить 
иным образом. Отложим от точки О 

фиг. 43, скорость 2 в противоположную сто- 

рону, так, чтобы вектор ОД рав- 

нялся 10, и соединим точку С с В; получим: ВОЗ ОС, как отрезки 

между равными и параллельными линиями. Фигура ОДВС булет паралле- 

лограмм, и по его построению видно, что искомая величина — от- 

носительная скорость и — есть его диагональ. Отсюда вытекает сле- 

дующее правило для определения относительной скорости. Относитель- 

ную скорость получим, складывая по правилу параллелограмма абсо- 

лютную скорость и скорость влечения, взятую в противоположную 
сторону. 

Пример 1. Определить направление дождя относительно вагона 
конно-железной дороги, движущегося со скоростью ч, 


Фиг. 44. 


Прелположим, что скорость падения дождя равна 9. Чтобы узнать 
относительную скорость дождя, надо в точке А (фиг. 44) приложить 
в обратную сторону скорость 127 и эту величину сложить с 9; диаго- 
наль полученного таким образом параллелограмма и дает относитель- 
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ную скорость дождя, а также и относительное его направление по 
уравнению 

ра = 

8 я‘ 
Из этого уравнения получается угол а, образуемый относительной 
скоростью с абсолютной. Под таким углом, следовательно, должен 
наклонить свой зонтик пассажир, сидящий на 
империале вагона, чтобы лучше всего предохра- 
нить себя от дождя. 

Пример 2. Такова же, по существу своему, 
и задача об аберрации света, решаемая в сфери- 
ческой астрономии. Явление это, открытое Брад- 
леем в 1728 году, состоит в том, что, благодаря 
годичному движению Земли и немгновенности рас- 
пространения света, звезды всегда кажутся нам 
несколько отклоненными в сторону этого дви- 
жения. 

Рассмотрим, например, тот случай, когда звезда ны 
расположена в полюсе эклилтики (фиг. 45). Мы Н 
имеем два движения: движение луча звезды со ско- 
ростью © и движение Земли со скоростью 
Чтобы найти направление луча света к наблюда- 
телю (относительную скорость), нужно к скорости # 
распространения света по общему правилу разло- #! 

4 
з 


жения движений придать скорость движения Земли 
с обратным знаком. 

Обращаясь к чертежу (фиг. 45), мы видим, Фиг. 45, 
что для того, чтобы увидать звезду в поле зре- 
ния, астрономическую трубу приходится поставить не по направлению 
действительного положения звезды, а с небольшим наклоном в сто- 
рону движения на некоторый угол а, величина которого определится 
из равенства: 


ГИ 
ва=-,. 


Подставив приблизительные вначения (®==30 км/час и 9== 
=— 300000 км/час), получим: 
30 1 
`300 000 ^— 10000’ 


или а приблизительно равняется 20”. 

$ 7. Сложение ускорений. При доказательстве теорем о сложе- 
нии скоростей мы не стеснялись тем, как движется траектория. Но 
когда речь идет об определении полного ускорения сложного движе- 
ния, то для нас весьма важен характер ее перемещения. 

Если траектория движется поступательно, то оказывается, что 
имеет место правило параллелограмма; если же она при этом еще 


5* 


41а = 
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поворачивается, то полное ускорение сложного движения выражается 
суммой не двух, а трех векторов, Если же, в общем случае, траекто- 
рия во время своего движения еще деформируется, то нахождение уско- 
рения сложного движения представляется делом большой трудности. 
Мы ограничимся рассмотрением того случая, когда траектория сама 
не деформируется, но кроме поступательного движения может иметь 
еще и вращательное. 


Фиг. 46, 


Предварительно условимся в некоторых обозначениях. Полное 
ускорение относительного движения назовем относительным уско- 
рением и обозначим через 2. Полное ускорение переносного движе- 
ния назовем переносным ускорением и обозначим через Г. Наконец, 
полное ускорение абсолютного движения назовем абсолютным уско- 
рением и обозначим через /. ^ 

Переходим к решению вопроса. Положим, что траектория движу- 
щейся точки в рассматриваемый момент времени занимает положе- 
ние АВ (фиг. 46). Точка, выходя из А, движется ло своей траектории, 
и, если бы траектория была неподвижна, она в бесконечно малый 
промежуток времени т перешла бы в положение С. 

С другой стороны, если бы точка была в А неполвижна, то через 
тот же промежуток времени ^ она заняла бы положение Р вследствие 
того, что траектория во время т переместится из положения АВ 
в положение РЕ. Таким образом, от одновременного движения точки 
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и траектории движущаяся точка опишет некоторую траекторию АР и 
через промежуток времени т будет находиться в Р, причем ОР == АС. 
Построим девиации этих движений. Девиацию относительного движе- 
ния НС получаем, отложив АН == из по касательной к траектории 
в точке АД, где ц есть скорость относительного движения, и соединив Я 
с С. Девиацию переносного движения 52 получаем, отложив А == чт, 
где  — скорость переносного движения, и соединив 5$ с О. Построив 
параллелограмм на АН и 4$, утверждаем, что вектор АР направлен 
по абсолютной скорости и равен 0", где о — скорость абсолютного 
движения. 

В самом деле, если по направлению АН отложим всю скорость и 
относительного движения и по направлению А5 всю скорость 
переносного движения, то, построив на них параллелограмм, получим 
всю скорость © абсолютного движения, направленную по диагонали АР. 
Если теперь умножить стороны этого параллелограмма на т, то сто- 
роны его будут ит и шт, а диагональ 97; но ит == АН, вт = А$ согласно 
построению; следовательно, 97 = АР. Что касается направления АР, 
то оно есть направление т, т, е. направление абсолютной скорости, 
так как направление диагонали от пропорционального увеличения или 
уменьшения сторон параллелограмма не изменяется, Если ЛР == от, 
то, соединив Р с Р, получим РЕ — девиацию абсолютного движения. 

Итак: 

АВ есть положение траектории во время Ё 
ОЕ есть положение траектории во время #-Г-т; 
АС есть путь в относительном движении за время *} 
АР есть путь в переносном движении за время с; 
АЕ весть путь в абсолютном движении за время т; 
АН == ит, где и-_ скорость относительного движения? 
А$ == в®, где ®-— скорость переносного движения; 
АР -= т, где о— скорость абсолютного движения; 

2 


т 

НС — девиация относительного движения, равная 8 = и параллельная 
полному ускорению относительного движения; 
52 

$Р — девиация переносного движения, равная { 5 и параллельная 


полному ускорению переносного движения; 
. т 
РЕ — девиация абсолютного движения, равная /-5- и параллельная 
полному ускорению в абсолютном движении. 

Положим, что фигура АНС по прошествии времени * ваняла поло- 
жение ОМР, причем ОМ ие параллельно АН. Проведем из ОД век- 
тор РОАН. Если бы траектория перемещалась поступательно, 
т. е. параллельно самой себе, то РО была бы касательной к траекто- 
рии ОТ, но так как траектория еще повернулась около оси 22’ на 
некоторый угол, то касательная к ней будет ОМ. Соединив Р с 0, 
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Ос Ми Мс, получим бесконечно малый многоугольник РОМР, 
для которого по правилу сложения векторов можно написать: 


РЕ=РО-- ©М- МЕ. (54) 


В этой геометрической сумме нам известны векторы РЁ, РО и МЕ. 
Действительно, РР есть девиация абсолютного движения и геометри“ 
чески равна т 158, т. е. 


БЕ т. 
—. — — т? 
Точно так же вектор РО==50, но $5 =7-- ‚ следовательно: 
Ро = Ка. 


Наконец, МЁ = НС: так как НС == т, то 
МР = э 27, 


хотя МЕ==НС только по величнне, но в пределе при бесконечно 
малом т, когда МЕ сливается с НС, мы можем принять их иаправле- 


— 1 — 
ния параллельными, так что равенство МЕ == 25? справедливо. 


Рассмотрим теперь вектор @/^/. Будет доказано в кинематике не- 
изменяемой системы, что всякое перемещение такой системы может 
быть достигнуто одним поступательным и одним вращательным дви- 
жениями. Пользуясь этим, мы можем линию АН переместить в поло- 
жение РА’ следующим образом: перенести АН поступательно в ОО 
и повернуть ДО около оси 22’ на некоторый угол ООМ. Тогда ОМ 
можно рассматривать, как бесконечно малую дугу, которую описала 
точка © в бесконечно малый промежуток времени радиусом О© из 
центра О на оси 22’, причем треугольник ООМ находится в плоскости, 
перпендикулярной к оси 22’, около которой повернулась траектория. 
Если этот угол навовем через 49, то @ФМ-= О®. 4$; но, как будет 


сказано в параграфе о вращательном движении, пе, где ® есть 


угловая скорость вращения; поэтому 4ф = и ОМ = ОО. вт. 

Что касается О@, то ее мы определим из прямоугольного треуголь- 
ника ООР, в котором прямой угол есть угол при О. Имеем 
09 = Оч. 916, где 8 — угол между ОД (или, что то же, 22”) и ОФ; 
но РО = АН = и; поэтому 


ОМ — пот? зп 6. 


Направление вектора ОМ характеризуется тем, что он перлендикулярен 
одновременно ик ДО ик 22’. К ДО он перпендикулярен как элемент 
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окружности основания конуса, описываемого линией ОО при враше- 
НИИ ОКОЛО 22’, к образующей конуса, ак 22’-— как линия, лежащая 
в плоскости вращения, осью которого служит 2г”. 

Подставляя в в уравнение (54) выражения, найденные для векторов 
БЕ, РО, ОМ и МЕ, находим: 


ла 


= Р-+7 5 НОМ, 


где ОМ == ик? 110. Разделим полученное геометрическое равенство 


1 
на общий множитель 57. Это значит, что, оставляя направления 


сторон бесконечно малого многоугольника РЕМО неизменными, мы 
увеличиваем пропорционально его стороны, т. е. строим подобный 
многоугольник, Тогда наше уравнение представится в таком виде: 


= -НЕ-Е. (55) 


Полученное уравнение показывает, как выражается полное ускорение 
сложного движения; вектор А, равный по величине 2®и 96, назы- 
вается поворотным ускорением. Уравнение (55) приводит к следующей 
теореме, принадлежащей Кориолису. 

Теорема Кориолиса, /7олное ускорение в сложном движе- 
нии слагается геометрически из трех векторов: 1) из полного 
ускорения относительного движения, 2) из полного ускорения 
переносного движения и 3) из поворотного ускорения. 

Рассмотрим теперь, как получается вектор, называемый поворот- 
ным ускорением, Мы видели, что этот вектор равен по величине 


В = Зои т 0. 


Траектория относительного движения имеет не только поступательное, 
но и врашательное переносное движение. Проведем через рассматри- 
ваемую точку А (фиг. 47) нлоскость, перпендикулярную к оси вра- 
щения 22’. Пусть вектор АВ есть скорость относительного движе- 
ния и; проектируем ее на эту плоскость. Проекция ее АС == из! 8, 
где 0 есть угол скорости ш с осьо вращения 22”. Умножаем вектор АС 
на 2%, не изменяя его направления; получаем: 


АМ == Зои зп 0, 


Мы видим, что вектор АМ по величине есть Ё. Для того же чтобы 
получить надлежащее направление поворотного ускорения, надо повер- 
нуть вектор АМ так, чтобы он стал перпендикулярен к оси 22’ 
и к скорости и, т. е, занял положение АМ. На основании всего 
сказанного получится следующее правило: для построения поворот- 
ного ускорения надо провести через рассматриваемую точку пло- 
скость перпендикулярно к оси, около которой вращается траектория, 
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спроектировать на эту плоскость относительную скорость & и полу- 
ченный нектор, не изменяя направления, изменить по величине через 
умножение на 2% (т. е. на двойную угловую скорость вращения тра- 
ектории); потом повернуть его на прямой угол около оси вращения 
в ту сторону, куда вращается траектория. 


Фиг. 47. 


Чтобы получить геометрически вектор полного ускорения, нужно 
при точке А (фиг. 46) построить многоугольник АО, М, Р, со сто- 


ронами, параллельными многоугольнику РОМГР, но пропорционально 
2 
увеличенными в —; раз. 


Поворотное ускорение обращается в нуль в следующих трех слу- 
чаях: 

1) Когда в =0, т. е. когда траектория перемещается поступа- 
тельно; в этом случае полное ускорение 7 ==/- 2. 

2) Когда и=0; это соответствует тому случаю, когда точка 
относительного движения не имеет; тогда / ==/. 

3) Когда 6=0, т. е. точка движется параллельно оси вращения; 
в этом случае ] =1 -- 2. 

Пример 1. Точка движется равномерно по прямой, которая 
вращается около некоторой оси. В этом случае относительное уско- 
рение 2==0 и формула (55) дает: 


ДЕННИ, 
т. е. полное ускорение слагается геометрически из ускорения влече- 
пия и поворотного ускорения. 
Пример 2. Траектория прямолинейна, ее движение состоиг во 


вращении около некоторой неподвижной точки в плоскости чертежа. 
Определить полное ускорение (фиг. 48). 
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В этом случае мы имеем все три составляющие полного ускорения. 
Относигельное ускорение получится, если остановить траекторию 
и двигать точку по ней, т. е. по радиусу-вектору; поэтому полное 
ускорение относительного движения направлено по радиусу-вектору 
и но величине равно 
а2г 
Я =: 


Ускорение влечения / будег то ускорение, которое имеет точка, 
если она неподвижна на траектории, а угол ф изменяется; это ускоре- 
ние может быть разложено на: 1) центростремительное, направленное 
по радиусу-вектору к точке О и рав- 
ное по величине 


[2 9$? 
пр, (== (19) Г = ‚() == а, 
и на 9) тантенциальное ускорение, на- 
правленное по перпендикуляру МРк ра- 


диусу-вектору, которое по величине 
равно 


9/4 а __ „9 
прр/ == Я (+ г) = = (°) =7 8 Фиг. 48. 


(производная от 7 ме берется, потому что г не меняется, так как по 
условию точка неподвижна). 


Найдем теперь вектор #. По определению вектор А получится, 
если спроектируем относительную скорость и на плоскость, перпенди- 
кулярную к оси вращения траектории, т. е. на плоскость чертежа: 


аг 
умножим с; на 2% и повернем на прямой угол, тогда получим уско- 
рение, равное по величине 


которое будет направлено по ИР перпендикулярно к радиусу-вектору. 
Итак, по радиусу-вектору направлены: от Ок М — вектор, равный 
2 


. 
по величине ши от Мк О — вектор, равный по величине гв; сумма 


7 р. 
их по величине равиа 1 — Го (берется алгебраическая сумма). По 
перпендикуляру МР паправлены также два вектора в одну сторону, 


Г до 
равные по величине 2% 5; иг 2} сумма их по величине равна 


аг о 
“ии. 
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Поэтому для полного абсолютного ускорения ] имеем; 


- а 
пр, = 7 — гой, 


- а’ ай. 
пр» 7 = 29 7--г. 


Если & == соп${,, то 


пр» 7 = 2%. 


Этим мы закончим кинематику точки и перейдем к кинематике 
системы, 


ГЛАВА 11. 
ДВИЖЕНИЕ НЕИЗМЕНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ, 


$ 1. Введение. Кинематика системы обязана своим развитием 
главным образом французскому инженеру — геометру Шалю. Мы 
булем рассматривать только неизменяемую систему, т. е. такую, рас- 
стояние между точками которой не может изменяться. Положение 
такой неизменяемой системы, которой соответствует абсолютно твер- 
дое тело, вполне определяется. тремя заданными точками, 

Обратимся теперь к рассмотрению простейших видов движений 
неизменяемой системы, поступательного и вращательного, 

$ 2. Ноступательное движение. Постулательным лвижением тела 
называется такое движение, при котором всякая прямая линия, про“ 
извольно в Этом теле взятая, движется параллельно самой себе, 

Прежде всего заметим, что поступательное лвижение не следует 
смешивать с прямолинейным. Тело может двигаться криволинейно и 
вместе с тем поступательно; прямолинейное движение есть только 
частный случай поступательного движения; так, например, ось Земли, 
описывающей эллипс, имеет поступательное движение. Кроме того, 
заметим, что термин «поступательное движение» применим только 
к движению системы, но никак не к движению одной точки. 

Докажем, что при подобном движении все точки тела описывают 
равные и параллельные траектории и имеют во всякий произвольный 
момент времени равные и параллельные скорости и ускорения. 

В самом деле, пусть тело движется поступательно, так что пря- 
мая АВ (фиг. 49), произвольно взятая в нем, будет последовательно 
принимать положения А,В., А.В, ит. д., причем А, В, и А.В. равны 
(как одна и та же прямая) и параллельны АВ. Мы будем иметь: 


АА ВВ, ААВ, Ву, 
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как линии, заключенные между равными и параллельными. Многоуголь- 
ник АА,4.А;... будет точно покрывать многоугольник ВВ. В.Вь.., 
В пределе же кривая АД, будет покрывать кривую ВВу, т. е, будет 
с нею одинакова. Пусть в положении АВ прямая находится в момент 
а в положении 4,8, в момент &. Соединим точки АССА и ВСВ, 
и отложим на линии АД, вектор 


_ АА. _ АА, 
АР —р=бу, 
ВВ! 
а на линии ВВ, — вектор ВЕ =. Так как линия АА, равна и 


параллельна ВВ., то вектор АД также будет равен и параллелен 


Фиг. 49. 


вектору ВЕ. Это соотношение АД-Н: ВЕ существует во всякий мо- 
мент времени, а потому оно существует и в пределе. Вычислим эти 


пределы: 
АА, АА, 
Ни АД == Нм ла. 42), 


но в пределе отношение хорды к соответствующей дуге, как известно, 
есть единица; предел же второго множителя есть скорость точки 4; 
поэтому, обозначив эту скорость через 9„, будем иметь: 


Ни АО == д. 


Подобным же образом найдем: 


ВВ, ВВ, 
Ни ВЕ = на ( В 28) 9; 
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где о; есть скорость точки В. Векторы АД и ВЕ, как сказано 
выше, остаются равными между собою и в пределе, а потому: 


Ни АДР ==Но ВБ, т. е, 9. = в. 


Так как все точки неизменяемой системы при поступательном 
движении имеют равные и параллельные скорости во всякий момент 
времени, то и изменения скоростей разных точек всегда равны, 
а следовательно, геометрически равны и ускорения. 

Из всего вышесказанного заключаем, что движения неизменяемой 
системы вполне характеризуются движением одной точки. 

$ 3. Вращательное движение. Движение неизменяемой системы, 
при когором точки ее, находящиеся на некоторой прямой, остаются 
неподвижными, а остальные описывают окружности около этой пря- 
мой, называется враща- 
тельным. Очевидно, что 
окружности, описываемые 
точками системы, лежат 
в плоскостях, перпенди- 
кулярных к неподвижной 
линии, которая называется 
осью вращения. Угол, на 
который перемещается 
плоскость, проходящая 
через ось вращения и че- 
рез какую-нибудь точку 
тела, называется угловым 

Фиг. 50. перемещением тела. Этот 
угол обозначим через ф. 

Путь, проходимый точкой и считаемый от начала счета по окруж- 
ности круга, равняется как дуга окружности угловому перемещению ф, 
умноженному на радиус описываемого круга. 

Скорость точки, отстоящей от оси вращения на расстоянии, рав- 
ном единице, называется угловой скоростью вращения системы. Ее 
мы будем обозначать через ®. Так, пусть такая точка есть А (фиг. 50) 
и пусть в момент # она находилась в положении А, а в момент #— 
в положении 4”; тогда будем иметь: 


ДАОА” = А, 
где Аф есть угловое перемещение радиуса ОА за время # —1#==А& 


Заметив, что, по условию, радиус ОЛ равен единице, находим, что 
дуга АД’ ==Аф; в таком случае, средняя скорость точки А выравится 


А, 
величиной \, а истинная, как предел средней, выразится черев 


49 
Ит у или черев 


4$. 
а. 
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Если угловое перемещение ф есть некоторая функция времени 
ф==7(1), то мы можем написать: 


о= №101 =Л 6; (56) 


поэтому угловая скорость равняется первой производной от углового 
перемещения по времени. 

Теорема. Скорость всякой точки равна угловой скорости, 
умноженной на расстояние точки от оси вращения. 

Пусть точка В (фиг. 50) ва время Ё перешла из В в В’, и пусть 
угловое перемещение ее ф, а расстояние от оси вращения г; тогда 
путь, пройденный точкой, есть ВВ’ =$==гф. Для того чтобы найти 
скорость движения, нужно взять первую произволную по времени 
@5 
а 
так как г для каждой данной точки тела — величина постоянная, по 
дифференцировании находим: 


От $, Т.е. ® = Заменяя 5 через гф и считая переменным только ф, 


_ 8 9? 
9—1; ($) =и,= го. (57) 


Ив этой формулы получаем выражение для «, именно; 


Уи 
т, 


шв = (58) 
которое показывает, что угловая скорость нулевого измерения отпо- 
сительно пространства и минус первого относительного времени, т. е. 


разм. [9] == [59, #7. (59) 


Познакомимся теперь с другим важным термином —с угловым 
ускорением. Если угловая скорость не меняется, то система вращается 
равномерно, если же меняется, то вращение будет переменным, При 
этом, если приращение угловой скорости пропорционально времени, 
то вращение будет равномерно ускоренным или равномерно замедленным. 

Тангенциальное ускорение точки А, отстоящей на единицу рас- 
стояния от оси вращения, называется угловым ускорением, Это угло- 
вое ускорение характеризует собою изменение угловой скорости. По 
величине и знаку углового ускорения можем вполне выяснить харак- 
тер данного переменного движения, 

Если угловая скорость в момент # есть ®, а в момент # есть «’, 
то изменение угловой скорости за промежуток времени # —{ выра- 
жается через ®’—®. Обозначая угловое ускорение через @, получим: 

о’ —ш ‚ А® _ ао Я га: 4? 

И и (и) = ав (60) 
т. е. угловое ускорение равно первой производной от угловой ско- 
рости по времени и второй производной от углового перемещения 
по времени, 


0 — Ши 
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Теорема. Тангенииальное ускорение всякой точки равно угло- 
вому ускорению, помноженному на радиус вращения, а центро- 
стремительное ускорение равно квадрату угловой скорости, умно- 
женному на тот же радиус. 

В $ 10 главы Г было доказано, что 


, 4 . 03 
= ь =. 


Так как скорость всякой точки при вращательном движении по 
докаванной теореме равняется го, то 


; [1 Ио" 

рее г, Си; 
но так как мо = 9 (угловому ускорению), а гв нашем случае равно р, 
т. е. круг кривизны траектории совпадает с самой траекторией, то 
л=1, (61) 
Ль == гай, (62) 


Полное ускорение, как мы доказали в кинематике точки, выра- 


жается формулой 
1=У Л-Нль 


Подставив сюда только что найденные выражения для /, и для ]„, 
получим: 


= Ус -Е 0 =гУмЯ-=гу а (“»). (63) 


Если угловая скорость есть величина постоянная, т. е, угловое 


до 
ускорение 6 = 


=0, — движение равномерно, и полное ускорение 
==, 

Часто вместо угловой скорости при равномерном вращении дают 
число оборотов за известный промежуток времени, по которому не- 
трудно определить угловую скорость равномерного движения. Выведем 
эту связь между угловой скоростью равномерного движения и числом 
оборотов на примерах, 

Пример 1. Маховое колесо паровой машины движется равно“ 
мерно и делает и оборотов в минуту. Определить его угловую 
скорость. 

Если колесо делает п оборотов в одну минуту, то в секунду оно 


п 
делает сб оборотов. Точка, находящаяся от оси вращения на расстоя- 


НИИ 7, проходит с каждым оборотом путь, равный 2тг; следовательно, 
в секунду эта точка проходит путь 


2щгп ЕГРП 
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поэтому угяовая скорость будет: 


_ ЖРВ _—_ И. 64 
о = -30р == 30. (64) 
Если бы была дана ® и требовалось определить число оборотов м, 
то по формуле (64) мы нашли бы: 


п = 3%. (65) 


к 
Пример 2, Определить угловую скорость Земли в ее движении 
вокруг своей оси. 


В 24 часа Земля делает один оборот, а волну секунду 6-5 обо- 


рота. При одном обороте точка, отстоящая от земной оси на рас- 
стоянии единицы, проходит путь, равный 2; следовательно, в одну 
секунду она пройдет путь 


9 


о — 51.60.50-=* 1320 тт == 0,000072722, 


$ 4. Перемещение неизменяемой системы параллельно данной 
плоскости. Если тело движется параллельно некоторой данной пло- 
скости, то положение его в каждый данный момент вполне опреде- 
ляется местом двух его точек, не лежащих на одном перпендикуляре 
к данной плоскости, Эти точки всего удобнее брать или на самой 
данной плоскости или на плоскости, ей параллельной, Так как две 
точки, характеризующие положение системы, вполне определяют собою 
некоторую прямую линию, то вопрос о движении системы приводится 
к вопросу о движении прямой линии в данной плоскости. 

Теорема. Всякое перемещение неизменяемой системы парал- 
лельно данной плоскости может быть достигнуто одним враще- 
нием около оси, перпендикулярной к данной плоскости. 

Пусть плоскость чертежа (фиг, 51) есть плоскость, параллельно 
которой перемещается данная неизменяемая система. Начальное поло- 
жение системы пусть характеризуется прямой АВ, лежащей в этой 
плоскости. Положим, что при перемещении системы эта прямая из 
первоначального положения АВ переместилась в положение А’В’. 
Справедливость вышеприведенной теоремы будет обнаружена, если 
мы докажем, что линия АВ может быть перенесена в положение 4’ В” 
одним лишь вращательным движением около некоторого полюса вра- 
щения, лежащего в плоскости чертежа, Для локазательства посту- 
паем так. 

Соединяем точки Ас А’, Ве В’ и, равделив пополам линии АД” 
и ВВ’, восставляем из полученных точек деления М и № перпенди- 
куляры к АД’и ВВ’. Точка пересечения этих нерпендикуляров О и 
будет искомым полюсом вращения. Действительно, соединим с точ- 
кой О точки А, А’, В, В’, получим треугольники АОВ и А’ОВ’, 
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между собою равные, ибо они имеют стороны АО и А’О, ВО и В’О 
равными как наклонные, равно удаленные от перпендикуляра, и затем 
АВ — А’В’, как расстояние между одними и теми же точками неизме- 
няемой системы, 


Фиг. 51. 


Если теперь повернем треугольник АОВ около точки О на угол 
ф = Д ВОВ’ вправо в плоскости чертежа, то ОВ сольется с ОВ’, 
а затем, вследствие равенства треугольников АОВ и А’ОВ’, сольются 

и остальные стороны, так 

И 7. что Л АОВ целиком по- 

ДЖ кроет ДЛ 4’ОВ’. Таким 

„ и образом, мы видим, что 

. й АВ может быть переме- 

и ‚ щена в положение А’В’ 

МЯ М одним вращением около 

, ` ‚ < нолюса О на угол $; вся 

и ы и ы же неизменяемая система 

и . ^« `.„ из положения, соответ- 

-------- --—> ы ствующего положению 

я `п АВ, в положение, соот- 

Фиг. 52. ветствующее положению 

А’В’, может быть переме- 

щена одним вращением на угол ф около оси вращения, пернендику- 
лярной к плоскости чертежа и проходящей через полюс О. 

Если прямая АВ (фиг. 52) перемещается параллельно самой себе, 
то мы не можем получить центра вращения на конечном расстоянии, 
так как прямые Мт и Ми оказываются параллельными друг другу, 
Центр вращения будет в этом случае лежать в бесконечности, и можно 
сказать, что тело в данном случае вращается около оси, удаленной на 
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бесконечно большое расстояние. Отсюда следует, что поступательное 
прямолинейное движение можно рассматривать как вращательное, 
причем все точки тела движутся по кругам бесконечно большого 
радиуса. 

Пользуясь вышеприведенной теоремой, легко можем представить 
себе непрерывное движение неизменяемой системы. Пусть время, 
в продолжение которого происходит непрерывное движение системы, 
равно # Разобъем его на бесконечно малые промежутки АЁ которым 
сначала будем давать конечные значения, и будем искать оси враще- 
ния, около которых надо повертывать тело, чтобы из положения, 
соответствующего началу промежутка А, приводить его в положение, 
соответствующее концу промежутка. Найдя все эти оси вращения и 
отметив угловые перемещения для каждого промежутка А, станем вра- 
щать нашу систему около этих осей с соответствующими каждой из 
них угловыми скоростями, из которых каждая выразится отношением 
соответствующего углового перемещения До к промежутку времени 4 
и может быть вообще различна для каждого промежутка. Сравнивая 
полученное воображаемое движение с истинным, найдем, что в начале 
или в конце промежутков положения системы будут одни и те же, 
как в истинном, так и в воображаемом движениях; так что, чем 
больше будет число промежутков ДЬ т. е. чем меньше будет вели- 
чина каждого промежутка, тем больше будет совпадений в вообра- 
жаемом и истинном движениях. Если АЁв пределе ‚положим равным 
нулю, то оба движения сольются. 

Отсюда заключаем, что непрерывное движение системы парал- 
лельно некоторой плоскости можно рассматривать как ряд последо- 
вательных врашений около ряда некоторых осей, перпендикулярных 
к данной плоскости. Ось, около которой происходит вращение неизме- 
няемой системы в данный бесконечно малый промежуток времени, 
называется мгновенной осью вращения; с другой стороны, мгновенной 
осью вращения можно назвать линию, все точки которой в данный 
момент времени не имеют скорости. Угловая скорость, с которой 
происходит вращение около мгновенной оси вращения за бесконечно 
малый промежуток времени, называется мгновенной угловой ско- 
ростью вращения. 

Если мы вращаем не тело около оси, а фигуру в ее плоскости 
около некоторого полюса, то в этом случае, по аналогии, мгновен- 
ным полюсом вращения называется точка, около которой в данный 
бесконечно малый промежуток времени происходит вращение фигуры, 
движущейся в своей плоскости. Если на плоскости, по которой дви- 
жется плоская фигура, отметим места всех мгновенных полюсов вра- 
щения, то получим на плоскости некоторую непрерывную кривую, 
которая называется неподвижной полоидой. Отметив же все мгновен- 
ные полюсы вращения на площади самой фигуры, получим на ней 


также некоторую непрерывную кривую, которая называется подвиж- 
ной полоидой. 


6 Зак. 2984. Н. В. Жуковский, 
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Из сказанного следует, что. неподвижная полоида есть геометри- 
цеское место мгновенных полюсов вращения на плоскости, по кото- 
рой движется плоская фигура, а подвижная полоида есть геометри- 
ческое место мгновенных полюсов вращения на площади самой фигуры. 

Теорема Пуансо. Всякое непрерывное движение плоской 
фигуры в ее плоскости может быть получено, если мы построим 
две полоиды, соединим одну из них нензменяемо с плоской фигурой, 
другую сделаем неподвиж- 
ной и будем катить без 
скольжения подвижную по- 
лоиду по неподвижной. 

Пусть время, в продол- 
жение которого происходи- 
ло непрерывное движение 
фигуры, равно #. Разделим 
его на бескокечно малые 
промежутки 4 и будем 
искать на плоскости полю- 
сы, около которых нужно 
поворачивать фигуру, чтобы 
из положения, соответствую- 

Фиг. 53. щего началу промежутка, 

привести ее в положение, со- 

ответствующее концу промежутка. Пусть эти полюсы суть О, О,, 

О, О»... (фиг. 53), соответствующие же угловые перемещения 

пусть будут Аф, Аф, Аф», А, ... Соединив эти полюсы прямыми, 
получим на плоскости некоторый многоугольник ОО,О»О; .... 

Будем теперь искать места полюсов на самой фигуре. Для этого 
поступаем следующим образом. От полюса О под углом О,ОС, == АФ, 
где Аф есть угловое перемещение для первого промежутка времени, 
откладываем отрезок ОС;, равный ОО,. Далее при точке С, строим 
угол ОС,х:, равный углу ООО», и под углом х:С,Сь к линии х,С., 
где угол х,С1Сь == Аф, равен угловому перемещению фигуры для вто- 
рого промежутка времени, проводим отрезок СС, = О!О.. Затем 
опять при точке С, строим угол С\Сох», равный углу О, О5Оз, строим 
угол х.С.Сь, равный Афо, откладываем С.С; == О.О, и продолжаем 
такое построение до конца. Получим таким образом ряд точек Су, Сь, 
С, С, ит, д., — эти точки и будут представлять собою соответствен- 
ные места полюсов вращения на самой фигуре. 

Действительно, представим себе, что многоугольник СС;СьСу... 
неизменяемо соединен с фигурой, и повернем фигуру около полюса О 
на угол Аф с угловой скоростью 5; очевидно, что по прошествии 
времени Дё, т. е. первого промежутка времени, точка С; совпадает 
с О; и С,х, пойдет по О;О.,. Поворачивая далее фигуру около О. (С) 
на угол АФ,, увидим, что точка Сь совпадает с О, и линия Сухо 
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пойдет по ОзО;} и т. Д. Таким образом, убеждаемся в том, что О, С;, 
Со, Св» -.- суть полюсы вращения на самой фигуре. 

Рассмотренное воображаемое движение, которое только в начале 
и в конце каждого промежутка времени А дает положение фигуры, 
‘совпадающее с положением в истинном движении, может быть полу- 
чено также, если мы будем катить многоугольник ОС\С.С.-.. по 
многоугольнику ОО!О.О, ... равномерными вращениями с угловыми 
скоростями 2, Ай, —ъ., Св ‚-..з соответствующими каждому про- 
межутку ДЬ около полюсов, ле- 
жащих в вершинах многоугольни- 
ка ООО... Если же теперь 
положим, что промежутки вре- 
мени АЕ бесконечно малы и стре- 
мятся к нулю, то рассматривае- 
мое воображаемое движение бу- т 
дет все ближе и ближе подхо- 0 и 
дить к истинному и в пределе И 
при АБ равном нулю, оно станет 
с ним тождественным. Что ка- 
сается ломаных ОС.С.Сь... и ОО1О,О. ..., то они обратятся в две 
непрерывные кривые ОВ и ОА (фиг. 54), из которых кривая ОА, 
представляющая геометрическое место мгновенных полюсов враще- 
ния на плоскости, будет неподвижная по- 
лоида, а ОВ, представляющая геометри- 
ческое место полюсов вращения на самой 
фигуре, будет подвижной полоидой. Мгно- 
венный же центр вращения в данный мо- 
мент определяется как точка касания этих 
двух полоид, т. е. точка С. 

Из сказанного следует, что истинное 
непрерывное движение фигуры Р получим, 
если твердо соединим ее с подвижной по- 
лоидой и будем катить подвижную поло- 
иду по неподвижной без скольжения, 
т.е. так, чтобы путь, пройденный точкой 
касания по одной полоиде, был равен 
пути, пройденному по другой полоиде. 

Переходя от движения плоской фигуры Фиг. 55. 

в ее плоскости к движению тела парал- 

лельно этой плоскости, заметим, что полюсы врашения суть следы 
мгновенных осей, около которых нужно вращать тело, чтобы по- 
лучить непрерывное движение системы. Нетрудно видеть, что 
геометрическое место мгновенных осей вращения в пространстве 
представляет собою некоторый‘ цилиндр (1) (фиг. 55), имеющий 
основанием неподвижную полоиду; в самом же теле мгновенные оси 


[ы 


Фиг. 54. 
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расположатся на другой цилиндрической поверхности (1, которая 
имеет основанием подвижную полоиду. Первая (Г) цилиндрическая 
поверхность называется неподвижной аксоидой, а вторая (И) — по- 
движной аксоидой. Если соединить тело с подвижной аксоидой и 
катить подвижную аксоиду по неподвижной, то и получится рас- 
сматриваемое непрерывное движение тела параллельно плоскости. 

Рассмотрим теперь несколько подробнее движение плоских фигур, 
перемещшающихся в своих плоскостях. 

$ 5. Ускорение точек плоской фигуры, перемещающейся в ее 
плоскости. Пусть нам дана некоторая плоская фигура № (фиг. 56), 
совпадающая с плоскостью чертежа и в ней перемешающаяся. Пусть 
в данный момент она вращается око- 
ло полюса О, и пусть некоторая 
точка ее М находится от О на рас- 
стоянии ОМ ==г. Тангенциальное 
ускорение точки Л, равное ],, пусть 
представляется вектором МЮ, а нор- 
мальное /,—вектором МО, Полное 
ускорение } прелставится, по пре- 
дыдущему, диагональю МТ паралле- 
лограмма, построенного на векто- 
рах МР и МО. При этом все эти 
величины выразятся формулами: 


; | 
МР= =, (66) 
МФ = „== тоя, (67) 
@5\8 
МТ==]==г У “+ . (68) 
Фиг. 56, Из прямоугольного треугольни- 


ка ОМТ, в котором угол ОМТ пол- 
ного ускорения с радиусом ОЛ! обозначим через в, находим: 


Г] 
, 
Т # та 
ОТ ое. (69) 


Формула (69) определяет направление полного ускорения ]. Так как 
в состав формулы радиус г не входит, то заключаем, что , а сле- 
повательно и угол в, зависит лишь от величины угловой скорости ®и 


о 
углового ускорения -„, а от положения точки М относительно 


центра О не зависит совсем, 
Проведем прямую через точки О и Т и возьмем на прямой ОМ 
какую-нибудь другую точку фигуры М;, находящуюся от точки О на 
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расстоянии ОМ, ==7;, проводим через точку М, прямую М, Ту, парал- 
лельную /МТ, до пересечения с ОТ в точке Т;. Тогда легко усмотреть, 
что отрезок /И,Г, представит собой по величине и направлению пол- 
ное ускорение точки ЛИ). 


В самом деле, ввиду подобия треугольников ОМТ и ОМ,Т, имеем: 
ОМ : ОМ, = МТ: М,Т,, 
Так как ОМ =, ОМ, =^., а по формуле (68) 


МТ =+г И -+(%), 


то из написанной пропорции находим: 


мт -т ру “+ (пу а (%), 68) 


а это и есть формула полного ускорения точки ЛМ, при ее вращении 
около того же центра О. 

Для всякой другой точки [. ускорение выразится подобным же 
образом построенным вектором ЁР. Таким образом Ш для всех 
точек фигуры, вращающейся около полюса О, сохраняет одно и то же 
значение, даваемое формулой (69): 


м-та (69) 


4% 
Если -; > 0, т. е. если вращение ускоряется, то Ш ф также 


больше нуля и, следовательно, полное ускорение направлено в этом 
случае от радиуса ОМ в сторону вращения. 


4 
Если т < 0, т. е. если вращение замедляется, то шв < 0, 
и полное ускорение направлено от радиуса в сторону, обратную 
вращению. 
Если ® == соп3{., т. в. если вращение происходит равномерно, то 
йо 
== 0, 1 =0, шр==0, 
и все ускорение сводится к нормальному ], (центростремительному) 
и выражается формулой: 


1 = — г, 
т. е. пропорционально радиусу г. 
$ 6. Определение перемещения мгновенного центра враще- 
ния. Мгновенный центр вращения, совпадающий в каждый данный 
момент с точкой касания обеих полоид, передвигается по обеим 
полоидам с одинаковой скоростью, причем, будучи подвижным в про- 
странстве, перемещается и в плоскости данной фигуры. Перемещение 
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мгновенного ценгра по полоидам определяется по угловой скорости 
перемещения и по радиусам кривизны полоид. 

Пусть данное перемещение фигуры определяется двумя поло- 
идами — неподвижной 5 и подвижной К (фиг. 57), соприкасающимися 
выпуклыми сторонами в данный момент в точке С, и пусть радиусы 
кривизны полоид в этой точке равны: у неподвижной А, а у подвих- 
ной К:. Пусть по прошествии элемента времени А! приходят в сопри- 
косновение точки этих полоид Ди В, так что мгновенный центр враще- 


Фиг. 57. 


ния через время АЁ перейдет по полоиде $ из С в В. Так как 
движение происходит без скольжения, то дуга СВ равна дуге СА. 
Обозначим их через 4$. 

Проводим тепегь в точках А, Ви С касательные АГ, ВР и СМ. 
Легко усмотреть, что совершившееся перемещение фигуры можно 
рассматривать, как результат двух перемещений. 

1) Можно положить, что подвижная полоида К переместилась 
поступательно (параллельно самой себе) так, что точка А совпала 
с точкой В, — пусть при этом касательная АТ занимает положение ВМ; 
проведем ВЕ|]СМ, очевидно, что ВМ|]АТ и ВЕ]|СМ по построе- 
кию. Легко усмотреть, что это перемещение полоиды произошло по 
направлению АВ. 

2) После указанного перемещения подвижная полоида поворачи- 
вается около точки В так, что касательная ВМ совпадает с касатель- 
ной ВР. Пусть угол этого поворота МВР равен $. 
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Замечаем, что угол, составляемый смежными касательными АТ 
и СМ, есть угол смежности для подвижной полоиды; обозначим его 
через 6’. Угол, составленный касательными СМ и ВР, есть угол 
смежности для неподвижной полоиды; обозначим его через 0. Оче- 
видно, что 
ДС МВЕ ==’ и ДВВЕ ==, 


следовательно: 
ДМВЕ == ф=0-- 9. (10) 


Делим обе части равенства (70) на Ар находим: 
о 6 9/ 
ЕЕ РЕ. 
Отсюда 
$ _ 8 45 67 , 
АЕ А ар РЕ т (71) 


где Аз есть дуга СВ. Переходим теперь к пределу, приближая А 
к нулю; получаем: 


$ 0 8 
Пт гу = Шт --- т а ту. (71) 
Очевидно, что Нт =; есть &« — мгновенная угловая скорость враще- 
‚ 4$ 
ния; Нш — есть ий — искомая скорость мгновенного центра вращения: 


А: 
И А и ЦП ы —- 
ип 8 В п = в, 


как это было показано при выводе проекции полного ускорения на 
нормаль. Таким образом формула (71) по подстановке принимает 


ВИД: Й 
1 
о и (3-1 в.) 
откуда р 
— Ю | / 
а = © ВИ," {72° 


Пусть теперь подвижная полоида А нрикасается своей вогнутой 
стороной к выпуклой стороне неподвижной полоиды $ (фиг. 58). 
Перемещение плоской фигуры можно рассматривать, подобно преды- 
дущему, составленным из движений поступательного и вращательного. 
Обозначив по предыдушему угол смежности для подвижной полоиды 
через 6”, а для неподвижной — через 0, найдем, что угол ф поворота 
подвижной полоиды выразится так: 


Хр=0— 8. 
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Отсюда затем, после повторения предыдущих рассуждений, найдем: 
КЕ1 


_—_ и 
=. (72”) 
Соединяя формулы (72”) и (72”) в одну, находим вообще: 
КЮ 
& —= ВЕ: . (72) 


Теорема. Проекции скоростей концов отрезка прямой, дви- 
жущегося по плоскости, на направление этой прямой равны между 
собою. 


—.—. =. 
.—. 
-. 


Фиг. 58. 


Пусть дан отрезок АВ некоторой прямой, движущейся в пло- 
скости чертежа (фиг. 59), и пусть в данный момент скорость конца А 
есть 9 „, а скорость конца В есть ов. Векторы Аз, и Вор и изображают 
собою эти скорости. Восставив в точках А и В лерпендикуляры к этим 
векторам, получим в пересечении их мгновенный центр вращения С. 
Действительно, для того чтобы найти центр вращения прямой АВ, 
на основании сказанного в $ $8, нужно в срединах линий, соединяю- 
щих начальные и конечные положения концов А и В, восставить пер- 
пендикуляры, пересечение которых и даст центр вращения прямой АВ, 
Так как мы предположили, что концы отрезка переместились бесконечно 
мало, то ‘и начальное и конечное положения концов и средины линий, 
их соединяющих, лежат в точках А и В, в которых и нужно вос- 
ставить перлендикуляры к вполне определенным направлениям пере- 
мещений Ао, и Воз, чтобы получить мгновенный центр вращения 
отрезка ДВ, 
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Итак, точка С есть мгновенный центр вращения отрезка АВ, 
Пусть АВ есть отрезок прямой КГ. Обозначим углы скоростей с на- 


Фиг. 59. 


правлением прямой КГ. через а и В, т. е. положим: 
Д.А =а и До, ВЕ == 


Затем обозначим: 
СА =гл и СВ == гр. 


Опустив из С периендикуляр СН = на линию АВ, находим, что 
Й == Г, С05 4 == Г С0ЗВ. (73) 


Если мгновенную скорость вращения в рассматриваемый момент 
назовем через @, то получим: 


94 == СА® == Г), 9в== СВ® == «Гр; 
так что 
д _ ЯВ 
ГА Тв’ 
Помножая на й, получим: 
9: о. 
=, .—, 
4 ГА 8 гв 
что, ввиду уравнения (73), и дает. 
ГА ©0905 @ тв с0$В 1 
А 
° о — Зв . 8, 
ГА тв 
то-есть 
94503 @ == С05 В, (74) 


что и требовалось доказать, 

Теорема. При всяком движении фигуры в ее плоскости 
ускорения точек ее определяются так, как если бы физура вра- 
щалась около неподвижной точки, с которой совпадает в данный 
момент ве центр ускорения. 
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Если ллоская фигура, движущаяся в своей плоскости, неё имеет 
постоянной неподвижной точки, то центр вращения меняет свое поло- 
жение, и в этом случае движение можно рассматривать происходящим 
следующим образом. 

Пусть в данный момент система вращается около точки О (фиг. 60). 
Проводим через эту точку прямоугольные оси координат хх и уу 
и допустим, что эти оси перемещаются вместе с точкой О лоступа- 
тельно. Тогда движение любой точки 4 фигуры сложится из движения 
точки О (движения пере- 
носного) и относительно- 
го движения точки 4 по 
отношению к осям хх 
и уу. Ускорение любой 
точки фигуры  относи- 
тельно центра О выра- 
зится формулой = 


1=гУ = (42). 69) 


направление же его — 
формулой (69): 


1 
вв =. (69) 


Назовем ускорение 
движения самой точки О, 
т. е. ускорение влече- 
ния, через /о. По теоре- 
ме о сложении ускорений 
полное ускорение каждой 
точки движущейся систе- 
мы слагается из ускорения 
относительного движения / и ускорения псреносного движения ],. Оче- 
видно, что в системе возможно существование целого ряда точек, 
для которых ускорение ] относительного движения численно равно 
ускорению влечения Ду, т. е. точек, для которых остается в силе 


равенство 
4% \? 
ь=л=гУ + (№) . 


Очевидно, что таких точек будет не одна, а бесконечное множество: 
это будут все точки окружности с радиусом 


Фиг. 60. 


ю 


У 


—— 
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Пусть это будет окружность ММК (фиг. 60). Ускорения всех точек 
этой окружности по формуле (69) будут образовывать один и тот же 
угол в со своими радиусами-векторами г. Все эти углы будут на- 
правлены в одну сторону от радиусов, и ясно, что где-либо на 
окружности непременно -найдется одна точка М, ускорение которой /, 
равное Го, будет ему и прямо противоположно. Очевидно, что эта 
точка лежит на радиусе ОМ, проведенном под углом СОМ == 
к ускорению Ду точки О. Таким образом, полное ускорение точки М 


в данный момент фактически сведется к нулю, —точка не будет 
иметь ускорения, т. е. в про- 
должение рассматриваемого 
бесконечно малого промежутка 
времени будет двигаться равно- 
мерно и прямолинейно. Такая 
точка М называется мгновен- 
ным центром ускорений. 

Перенесем теперь начало 
координат в эту точку (фиг. 61). 
Рассуждая попрежнему, ска- 
жем, что и теперь ускорение 
любой точки системы опреде- 
лим, прибавив к ускорению от- 
носительного движения / [фор- 
мула (68)] еще ускорение пе- 
реносное, т. е ускорение дви- Фиг. 61. 
жения самой точки М. Но так 
как это последнее ускорение по сказанному равно нулю, то при та- 
ком расположении системы осей полные ускорения будут выражаться 
прямо формулой (68), как будто бы точка М системы сама остава- 
лась за весь данный промежуток времени неподвижной и вращение 
происходило вокруг нее. Очевидно, наконец, что все ускорения 
точек системы образуют постоянный угол с радиусами, проведенными 
из точки И, — величина этого угла определяется формулой (69). 

Теорема. Рели плоская фигура при движении в ее плоскости 
имеет постоянную угловую скорость, то центр ускорений лежит 
на нормали, проведенной в точке соприкосновения подвижной и 

ЮК1 
КК! 
прикосновения, отложенном на нормали в сторону подвижной 
полоиды. 

Пусть данное движение определяется качением подвижной поло- 
иды Е по неподвижной Р (фиг. 62), соприкасающихся в данный 
момент в точке С. В этой же точке возьмем также начало подвиж- 
ных осей хх и уу. Вращение по условию равномерно, т. е. 


| 
| 
| 
| 


неподвижной полоид, на расстояний 4= от точки со- 


@« = СОП$+.; 
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следовательно, тангенциальные ускорения точек системы в её вра- 
щенийи около С все равны нулю, согласно формуле (66): 


, йо 
= Е? (66) 
и полные ускорения сложатся из центростремительных, выражаемых 
формулой (67): 
== 70? 


и направленных к точке С, и ускорения переносного — перемещения 
самой точки С. 


7 Посмотрим, как выразится 
\ ускорение самой точки С. В на- 
4 чале рассматриваемого беско- 
п нечно малого промежутка вре- 

А мени А центр вращения нахо- 


дится в точке С. За время А+ 
он будет перемещаться и в кон- 
це элемента АЁ окажется в не- 
которой точке С;, так что 
в конце элемента ДА; фигура 
будет вращаться уже около 
гочки С;. В этот момент точ- 
ка Сбудет обладать скоростью, 
направленной перпендикулярно 
к хорде СС. (в пределе, при 
АЁ=0, это будет направление 
Фиг. 62. общей нормали УДСу) и вы- 

ражающейся произведением 

@*СС:. Так как СС; есть расстояние, на которое переместился мгно- 


венный центр вращения, то его можно выразить, согласно формуле (72), 
так: 


КК! _ 
ССу== и. М==% ‚ ДЕ, 
1 ЕЁ 
Таким образом, скорость точки С в конце элемента А, выражаемая 
произведением ®. СС, напишется теперь так: 


= = . КА АА. КК. 
(= СС; = (о РЕ, №) = РИ, ДЕ 


Очевидно, что ввиду того, что в начале промежутка А? скорость 
точки С была равна нуло, величина ©, представит собою в то же 
время и геометрическое приращение скорости; разделив его на АЁ 


получим в пределе ускорение точки С (по основному определению 
ускорения); оно будет направлено по геометрическому приращению 
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скорости, т. е. по нормали АС, и выразится формулой: 


52 _КЕ1 _ м 
= т А А той И . (15) 


Итак, ускорение точки С выразится формулой (75). 

Далее, как известно, ускорение каждой точки системы слагается 
геометрически из ускорения при вращении около точки С (движе- 
ния относительного) и ускорения самой точки С (движения перенос- 
ного). Ускорения первого движения (относительного), как мы видели, 
сводятся к одним лишь центростремительным и, следовательно, ока- 
зываются направленными все к точке С. Что касается ускорения 
самой точки С при ее вращении около С., то это ускорение оказы- 
вается направленным от С по направлению, перпендикулярному к С.С, 
в сторону А, а в пределе, что мы и рассматриваем, будет направлено 
по нормали СА. Следовательно, на нормали СА всегда найдется такая 
точка А, ускорение которой в относительном движении равно уско- 
рению самой точки С, так что в результате ускорение такой точки 
А будет равно нулю, и, следовательно, эта точка в данный момент 
времени будет двигаться прямолинейно и равномерно. 

Положение такой точки А определится следующим образом. Обо- 
значим длину СА через 4. Тогда относительное ускорение точки А 
выразится через 


7 = ш? 4. 


По сказанному численно оно равно ускорению точки С, т. е. [по фор- 
муле (75)] 


КЮ, 
так что существует равенство: 
ЮЮю 
ри АЗЬЗ ИИ 
«А == в 8.» 
откуда 
„В _ 
Ю+А, 


что и требовалось доказать. Точка А называется точкой поворота. 

Теорема. Если плоская фигура движется в своей плоскости, 
вращаясь неравномерно, то ускорение ее движения слагается из 
центростремительного ускорения, которое соответствовало бы 
вращению около точки поворота А (фиг. 63) с угловой скоростью , 
й из тангенциального, которое соответствовало бы вращению 


около мгновенного полюса вращения Сс угловым ускорением 8 = 4 


«> 
44° 


94 гл. Ш. ДВИЖЕНИЕ НЕИЗМЕНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ [ч. т 


Пусть движение данной фигуры определяется качением подвиж- 
ной полоиды СЁ по неподвижной СР, В данный момент пусть точ- 
кой их касания будет точка С, точкой поворота — точка А, так что АС 
есть общая нормаль к этим двум кривым. Посмотрим, как выразится 
полное ускорение какой-нибудь точки Ё фигуры при данном движе- 
ний. Для получения полного ускорения точки Ё нужно геометрически 
сложить ускорение точки Ё при ее вращении около полюса С и уско- 
рение самой точки С. 

Если вращение около полюса С в данный момент происходит 
с угловой скоростью ®, то в данный момент ускорение точки Г, при 
вращении ее около С геометрически слагается из центростремитель- 


; р , 4® 
ного ускорения /„, равного «?СГ, и тангенциального л=-д * СЁ. 


Что же касается ускорения самой точки С, то оно выражается по 
предыдущему через /; = «?АС. 

Сложим теперь геометрически центростремительное ускорение /„ 
с ускорением /, точки С. В сумме получим вектор Ё/М, — некоторое 
новое ускорение, причем ввиду 
подобия треугольников [СА и 
ГАМ этот вектор будет налра- 
влен как раз в точку А. Дей- 
ствительно, так как сложение 
производится геометрически — 
по правилу параллелограмма, то 
ГРН ММ, а так как ГР] СА, 
то ММ|СА и 


Д АСЕ == /ОММЬ. (76) 
Кроме того, ввиду равенств 
[М ==}, ==? .ЁС, 
ММ == ==. СА 


Я 


ее 


находим после деления: 


[м ЕС 
ММ ^ СА* 


Фиг. 63. 


(77) 


Ввиду равенств (76) и (77) заключаем, что треугольники [СА и 
[УМ подобны, а следовательно, точки Г, М и А лежат на одной 
прямой 2.4, Далее имеем: 


М _ [М _ 97-16 
А 16—16 , 


следовательно: 
ГМ = 2 . А. 
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Итак, ускорение, представляющее сумму ускорений }„ и Ло» напра- 
влено по ЁА и равно &?.ДД, т. е. соответствует центростремитель- 
ному ускорению при вращении около А. 

С полученным ускорением надо сложить еще одно остающееся 


4® 
у нас ускорение 7 —-и СЁ соответствующее вращению около 


йо 
точки С с угловым ускорением п. Теорема таким образом доказана. 


Теорема. /7ри всяком. движении плоской фигуры в ее пло- 
скости центр ускорения лежит на круге, диаметром которого 
служит отрезок между мгно- 
венным центром вращения С 
а точкой поворота А (фиг. 64). 

Пусть данное движение 
определяется полоидами СЕ и 
СВ; С есть мгновенный полюс 
вращения, А— точка поворо- 
Та. На АС как на диаметре 
строим окружность и берем на 
ней какую-либо точку В. По 
предыдущей теореме ускорение 
точки В будет слагаться из уско- 
рения, направленного в точку 
поворота 4 и равного 


[4 = 9 . АВ, 


ъ 


} 


и тангенциального 


д + СВ, Фиг. 64. 


перпендикулярного к СВ и направленного также по АВ, но уже 
в другую сторону. Очевидно, что можно всегда найти такую точку В, 
где бы оба эти ускорения были численно равны, т. е, где А=Д» или 


Отсюда: . 


Мы получили уже известное нам уравнение (69). 

Таким образом, центр ускорения В лежит на окружности 
построенной на АС, как на диаметре. Окружность эта называется 
поворотным кругом. 

Теорема. Все точки, лежащие на поворотном круге, имеют 
Ускорения, направленные по касательным к их траекториям. 

Возьмем на поворотном круге какую-нибудь точку Д, и пусть 
траекторией этой точки служит кривая ММ (фиг. 65). Ускорение 
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этой точки составится из ускорений ], и Л, (вообще различных 
друг от друга), направленных по одной и той же прямой АР. Но 
прямая АД должна быть касательна к кривой ММ в точке О, ибо 
скорости точек должны быть перпендикулярны к радиусам-векторам, 
идущим от них к центру мгновенного вращения. Если же ускорение 
направлено по касательной к траектории, то центростремительное 
ускорение, по теореме о проекции полного ускорения на касательную 


д 


Фиг. 65. 


и нормаль, есть нуль, и траектория имеет в этом месте точку пере- 
гиба, — радиус кривизны в этом месте равен бесконечности. 

Таким образом, траектории точек, лежащих на поворотном круге, 
имеют на этом круге свои точки перегиба. 

$ 7. Движение неизменяемой системы, имеющей неподвиж- 
ную точку. Если неизменяемая система имеет неподвижную точку, 
то ее положение в пространстве может быть вполне определено 
местом двух ее точек, не лежащих на одной и той же прямой линии, 
проходящей через неподвижную точку. Всего удобнее брать эти точки 
на одной и той же сфере, центр которой лежит в указанной непо- 
движной точке. 

Пусть нам даны две такие точки. Проведя через эти точки дугу 
большого круга той сферы, на которой точки находятся, мы полу- 
чим некоторую материальную дугу, которая при всяких перемеще- 
ниях системы будет перемещаться по поверхности своей сферы, оста- 
ваясь дугой большого круга. Характеризуя положение системы поло- 
жением этой материальной дуги, мы сведем вопрос о движении 
неизменяемой системы с неподвижной точкой к волросу о движении 
материальной дуги по поверхности шара. 

Теорема Даламбера. Всякое перемещение неизменяемой 
системы, имеющей неподвижную точку, из одного положения 
8 другое может быть получено помощью одного врашения около 
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оси, проходящей через неподвижную точку, на некоторый опре- 
деленный угол. 

Пусть материальная дуга АВ (фиг. 66) характеризует положение 
системы в данный момент и пусть при перемещении последнего она 
переходит из положения АВ в положение Д’В’, оставаясь дугой 
большого круга. Соединим точки А с А’, Вс В’ дугами боль- 
ших кругов и разделим 
дуги АА’ и ВВ’ пополам 
в точках Е и Р. Прово- 
дим через В дугу боль- 
шого круга перпендику- 
лярно к АА”, а через Р 
такую же дугу перпенди- 
кулярно к ВВ’, и пусть 
проведенные дуги перс- 
секаются в точке С. Со- 
единив дугами больших 
кругов точки А, А’, В, 
В’ с С, легко усмотреть 
равенство сферических 
треугольников САВ и 
СА’В’, имеющих все три 
стороны равными, так 
как 


АВ АВ’, Фиг. 66. 


как расстояние между одними и теми же точками неизменяемой си- 
стемы и, кроме того, 


СА-= СА’, 
СВ СВ’, 


что следует из следующих формул сферической тригонометрии для 
прямоугольных сферических треугольников: 


с0$ СА —50$ АВ . с0$ СЕ, 
со$ СА’ ==50$ А”Е. с0$ СЕ. 
Так как АЕ = АТЕ по построению, то, следовательно; 
созбА == со СА’ 
СА СА’ 


] 3х. 05. Н. В. Жуковский, 
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и аналогично: 
— — 
СВ = СВ’. 


Если теперь повернуть сферический треугольник АСВ около полюса С 
или, что одно и то же, около оси ОС на угол ВСВ’, равный ф, 
то СВ сольется с СВ’и Л САВ совпадет с Л СА’В’, так что АВ 
ваймет положение Д’В’. 

Таким образом видим, что неизменяемая система, имеющая одну 
неподвижную точку, может быть перемещена из одного положения 
в другое одним вращением около оси, проходящей через неподвиж- 
ную точку. 

Доказанная теорема дает возможность представить просто все не- 
прерывное движение системы, имеющей неподвижную точку. Положим, 
что все непрерывное движение 
системы происходит в продолже- 
ние времени & делим его на бес- 
конечно малые промежутки & 
и отыскиваем оси, около которых 
нужно вращать систему, чтобы из 
положения, соответствующего на- 
чалу каждого такого промежутка, 
привести ее в положение, соот- 
ветствующее концу его. Все эти 
оси вращения будут, очевидно, 
проходить через неподвижную 

Фиг. 67, точку. Ностроенное таким обра- 
зом воображаемое движение, оче- 
видно, будет вообще отличаться от истинного движения системы, 
но положение тела в конце или в начале промежутков Дё будет то- 
ждественно с истинным. Поэтому, чем меныше промежуток Аё тем 
более воображаемое движение подходит к действительному и, нако- 
нец, при Аё, равном нулю, обратится в действительное, которое и пред- 
ставляет собой ряд последовательных вращений около осей, про- 
ходящих через неподвижную точку, — оси этй называются Мгновен- 
ными осями вращения. Угловая скорость, с которой надо вращать 
в данный бесконечно малый промежуток времени систему около со- 
ответствующей мгновенной оси, называется Меновенной угловой 
скоростью. 

Если отметить все положения мгновенных осей вращения в про- 
странстве, то получим некоторый конус неподвижной аксоиды, который 
И представляет, по сказанному, геометрическое место осей вращения 
в пространстве. Отмечая же положения мгновенных осей вращения 
в самом теле, мы получим другой конус, который называется конусом 
подвижной аксоиды. Когда станем катить второй конус по первому 
(фиг. 67), то каждая линия соприкосновения, например ОС, будег 
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мгновенной осью вращения; все точки, лежащие на этой линии сопри- 
косновения, не должны иметь скорости в рассматриваемый момент, 
как точки мгновенной оси вращения, что показывает, что мы должны 
катить один конус по другому без скольжения (теорема Пуансо). 

$ 8. Общий случай движения системы. Рассмотрим теперь дви- 
жение свободной неизменяемой системы. Положение такой системы 
вполне определяется местом трех ее точек, не лежащих на одной 
прямой. 

Лемма. Всякое перемещение свободной системы можно полу- 
чить помощью одного поступательного и одного вращательного 
движения. В 

Положим, что точки, определяющие положение системы, суть Д, 
В, С (фиг. 68) и что данная система переместилась из положения АВС 


[4 с” 


Фиг. 68. 


в положение А’В’С’. Соединив точку Ас А”, сообщим всей системе 
такое поступательное движение, чтобы точка А прошла простран- 
ство АА’; точки Ви С пройдут при этом пространства ВВ” и СС", 
причем 

АА’ = ВВ" = СС". 


Новое положение системы определится точками А’, В”, С”, и так 
как мы сообщали системе поступательное движение, не изменяя рас- 
стояния между ее частицами, то стороны треугольника А’В”С” будут 
„равны и параллельны сторонам треугольника АВС. Так как, далее, 
треугольники А’В”С” и А’В’С’ имеют общую точку А’, то, чтобы 
переместить систему из положения А’В”С” в положение А’В’С", до- 
статочно сообщить ей вращательное движение около некоторой оси, 
проходящей через эту точку А’ (по теореме Даламбера). 

Итак, действительно, всякая неизменяемая система может быть 
перемещена в любое другое положение помощью одного поступатель- 
ного и одного вращательного движения. 


7* 
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Заметим, что можно поступить и иначе: сперва можно сообщить 
системе вращательное движение, а потом уже поступательное, пере- 
двинув ее после поворота поступательно на определенное про- 
странство. 

Теорема Шаля. Веякое перемещение свободного тела из 
одного положения в другое может быть получено одним винтовым 
движением. 


Фиг. 69. 


Это —— самая общая теорема о перемещении тела. Положим, что 
системе сообщено некоторое перемещение, которое, на основании 
предыдущего, может быть заменено одним поступательным движе- 
нием АВ и вращением около оси 22 (фиг. 69). Разложим поступа- 
тельное движение на два взаимно перпендикулярных, АС и СВ, при- 
чем АС направим по 22. Таким образом получим три движения: 

1) вращательное около оси 22, 

2) поступательное АС, направленное вверх по оси вращения 22, и 

3) поступательное СВ. 

Проведем плоскость № перпендикулярно оси 22. Тогда первое и 
третье движения дадут некоторое движение, параллельное плоскости № 
(потому что СВ||№), которое на основании предыдущего может быть 
заменено одним только вращательным движением, совершающимся 
около некоторой оси 2’2’. Это последнее вращательное движение 
вместе с перемещением 4’С’= АС, направленным перпендикулярно 
к плоскости, и дает в результате некоторое винтовое движение. 

Основываясь На этой теореме, мы можем всегда найти такой винт 
и соответствующую гайку, что, прикрепив к винту данное тело, сделав 
гайку неподвижной и дав винту соответствующее угловое перемеще- 
ние, мы сообщим телу некоторое винтовое движение и переместим 
его в требуемое положение. 
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Пусть 22’ (фиг. 70) будет ось такого винта. Примем ее за ось 
цилиндра с радиусом, равным единице, и развернем этот цилиндр 
в прямоугольник ОРКР. Отложим по его стороне ОР длину ОМ, 
равную $, где ф есть угловое перемещение, на которое надо повер- 
нуть тело около оси 22’, а на стороне ОР отложим ОЁ, равное #, 


Фиг. 70. 


где й== А’С’ (см. предыдущий чертеж) есть поступательное переме- 
щение по оси винта. Построим прямоугольник ОМКЁ и диагональ 
его ОК продолжим до пересечения с прямой РА в точке Ц. Навер- 
нем теперь прямоугольник ООЯЕ на цилиндр. Тогда диагональ ОЧ и 
даст нарезку винта. Взяв соответствующую гайку и укрепив ее не- 
подвижно, увидим, что при повороте на угол Ф винт и всякое соеди- 
ненное с ним тело подвинутся вверх на высоту А. 

Пользуясь теоремой Шаля, можно весьма просто представить себе 
непрерывное движение свободного тела. Делим время, в продолжение 
которого происходит перемещение системы, на бесконечно малые 
промежутки и отыскиваем соответствующие винтовые оси, около ко- 
торых должны происходить соответствующие винтовые движения 
( угловыми скоростями и, ...) для каждого промежутка, 
чтобы из положения, соответствующего началу каждого промежутка, 
приводить тело в положение, соответствующее концу этого проме- 
жутка. Ряд таких винтовых движений тем более подходит к дей- 
ствительному движению, чем менее элемент времени АЁ а при АЁ беско- 
нечно малом мы и получим действительное движение. Таким образом 
всякое движение за бесконечно малый промежуток времени можег 
быть рассматриваемо как одновременное скольжение и вращение около 
некоторой оси, которая называется мгновенной осью вращения и 
скольжения и обладает тем свойством, что скорость всякой ее точки 
направлена по ней самой. При этом движении мгновенная угловая 
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скорость выражается через: 


;_ 4 [24 
ит 


где Аф есть угловое перемещение за промежуток времени ДЁ скорость 
АЕ 
же поступательного движения, равная Нт — У ‚ называется меновенною 


скоростью скольжения. Геометрическое место мгновенных осей вра- 
щения-скольжения в пространстве образует некоторую линейчатую 
поверхность, которая называется неподвижной 
аксоидой и имеет соответствующую ей также 
линейчатую поверхность в теле — подвижную 
аксоиду. 

Соединив вторую поверхность неизменяемо 
с данной системой, получим движение всей систе- 
мы, если заставим вторую поверхность катиться 
со скольжением по первой. Соприкасаются эти 
поверхности по образующей, служащей мгновен- 
ной осью вращения-скольжения. 

Примером подобных поверхностей может слу- 
жить однополый гиперболоид (фиг. 71). Налагая 
один гиперболоид известным образом на другой, 
увидим, что они соприкасаются по некоторой пря- 
мой АВ (образующей), служашей мгновенной осью 
вращения-скольжения. Чтобы при качении по- 
движного гиперболоида по неподвижному происхо- 
дило соприкосновение по прямой, необходимо вместе с поворо- 
том продвинуть подвижной гиперболоид несколько по образующей АВ 
со скоростью скольжения, так как в противном случае соприкосно- 
вение этих поверхностей сделается соприкосновением в одной точке, 
и искомое нами движение не осуществится. 

В частных случаях, при движении, параллельном некоторой пло- 
скости, поверхностями аксоид будут служить поверхности цилиндри- 
ческие, а при движении системы с неподвижной точкой — поверхности 
конические, вершины которых лежат в неподвижной точке; и в том 
и в другом случаях качение аксоид будет происходить без скольже- 
ния, как это мы уже видели раньше. 


ГЛАВА [\. 
СЛОЖЕНИЕ ДВИЖЕНИЙ СИСТЕМЫ. 


$ 1. Введение. Если движение неизменяемой системы рассматри- 
вается относительно осей координат, которые сами перемещаются 
в пространстве, то получается сложное движение системы, слагаю- 
щееся из движения относительно осей и движения самих осей, Подоб- 
ным же образом можно слагать три и больше движений, нужно только 
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вообразить, что оси координат, относительно которых рассматривается 
движение, сами движутся в пространстве относительно других осей, 
эти последние в свою очередь перемещаются относительно следующих 
осей ит. д. 

$ 2. Сложение поступательных движений. Если система дви- 
жется поступательно и оси координат, относительно которых рас- 
сматривается движение, сами перемещаются поступательно, то полу- 
чается сложное движение; определим его характер. 


2 


Е 
Фиг. 72. 


Пусть данная система в относительном движении имеет скорость и, 
а в переносном %®. Рассмотрим движение каких-нибудь двух точек М 
и М’ (фиг. 72) этой системы. Так как в поступательном движении 
каждая точка системы перемещается с такой же скоростью, с какой 
движется какая-нибудь одна точка, то скорости точек М и М’ будут 
в относительном движении и, а в переносном 1%. Складывая по пра- 
вилу параллелограмма слагающие скорости для каждой точки, нахо- 
дим, что все точки в абсолютном движении имеют равнче и парал- 
лельные скорости, ибо от сложения соответственно равных и парал- 
лельных векторов всегда получим опять равные и параллельные векторы. 
Из того, что абсолютные скорости точек М и М” равны и парал- 
лельны, следует, что абсолютное движение есть поступательное, Таким 
образом, мы имеем следующую теорему. 

Теорема. От сложения двух поступательных движений 
получается также поступательное со скоростью, равной геоме- 
трической сумме скоростей слагаемых поступательных движений. 

Это рассуждение имеет место и для нескольких движений, только 
в последнем случае надо вместо правила параллелограмма воспользо- 
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ваться правилом многоугольника, в котором замыкающая сторона 
будет выражать скорость абсолютного поступательного движения. 

$ 3. Сложение врашательного движения и поступательного, 
перпендикулярного оси вращения. Прежде чем приступить к выводу 
правила сложения вращательного движения с поступательным, мы 
должны условиться от- 
носительно  графиче- 
ского изображения всех 
факторов  вращатель- 
ного движения. Вра- 
щение принято харак- 
теризовать вектором, 
дающим положение и 
направление оси вра- 
щения в пространстве. 
Для получения этого 
вектора по оси вра- 
щения от некоторой 
ее точки в условных 
единицах откладывает- 

Фиг. 73. ся величина угловой 

скорости, соответ- 

ствующая рассматриваемому вращательному движению, причем эта 

величина откладывается в такую сторону от упомянутой точки, что- 

бы, глядя с конца отложенного вектора на его начало, мы видели 

вращение — совершающимся 

по направлению часовой 
стрелки. 

Совокупность поступа- 
тельного и вращательного 
движений можно воспроиз- 
вести следующим образом. 
Вообразим диск О (фиг. 73), 
могущий вращаться около 
оси, когорая укреплена в 
стойке В, неподвижно стоя- 
щей на платформе тележки 0, 
к которой — прикреплена 
нить Е. Если диску О со- 

Фиг. ТА. общить движение вращатель- 

ное, а тележке — поступа- 

тельное, потянув за нить, то и получим требуемое сложное движение, 
состоящее из поступательного и вращательного. 

Пусть О (фиг. 74) будет точка пересечения оси вращения с пло- 
скостью №, проведенной через наш прибор параллельно полу. Движе- 
ние любой точки диска будет совершаться со скоростью поступатель- 
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ного движения и со скоростью, происходящей от вращения около 
оси ОК—с угловой скоростью ®. Все точки системы, не лежащие 
на линии ОС, перпендикулярной к направлению оси ОК и к напра- 
влению скорости &, будут иметь относительную скорость 1, соста- 
вляющую некоторый угол с вращательной скоростью, и только для 
точек, лежащих на линии ОС, обе скорости будут направлены по 
одной прямой. 

Будем искать в системе такую точку, абсолютная скорость кото- 
рой равнялась бы нулю. Возьмем на линии ОС какую-нибудь точку М 
и рассмотрим, под влиянием каких скоростей она перемещается. Точка 
эта имеет скорость ®, направленную в данном случае для нас направо, 
и скорость 9, равную ОМ. &, т. е. угловой скорости вращения около 
центра О, помноженной на радиус вращения; эта скоросгь направлена 
налево. 

Подыщем теперь такую точку С, чтобы для нее удовлетворялось 
условие ОС’. в ==; отсюда имеем: 


0С=%. 
62 


Тогда такая точка С в данный момент будет оставаться неподвижной, 
и все движение системы сведется к вращению около этой неподвиж- 
ной точки С (которая представляет след мгновенной оси вращения) 
с некоторой угловой скоростью Я, где @ есть мгновенная угловая 
скорость сложного движения. 

Для определения @ заметим, что точка О в огносительном дви- 
жении (при вращении диска) скорости не имеет, от движения же 
переносного (перемещения тележки) она получает скорость 4; но 
так как, с другой стороны, перемещение точки О можно также рас- 
сматривать, как следствие вращения около мгновенной оси, след ко- 
торой есть точка С, с мгновенной угловой скоростью @, то можем 
написать: 


ОС. =, 
но 
40 — ОС. ш, 
так что 
8 =; 


при этом направление вращения © будет в ту же сторону, что и в. 
Отс:ода следует: 

Теорема. От сложения вращательного движения и по- 
ступательного, перпендикулярного к оси вращения, получается 
движение вращательное около оси, параллельной прежней, и 
с прежней угловой скоростью; новая ось вращения отстоит от 


“ ко 
прежней на расстояние 5 где ® — скорость поступательного 
Эвижения, а « — мгновенная угловая скорость. 
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Основываясь на этой теореме, всегда можно переносить ось вра- 
щения параллельно самой себе, прибавляя соответственное поступа“ 


® [7] 


Фиг. 75. 


тельное движение, скорость которого равна скорости во вращатель- 
ном движении той точки, в которую переносят ось. Действительно, 
если мы перенесем ось враще- 
ния из точки О (фиг. ТБ) 
в точку С, то в точке О должны 
будем прибавить скорость 
30 —= ОС. @ по направлению С. 
Это видно уже из того, что, 
слагая движение со скоростью 47 
с вращением со скоростью в 
около оси С, получим как раз 
вращение со скоростью 8 около 
оси О, причем 9 = о. 
Сложное движение, давае- 
мое нашим прибором, с точки 
зрения подвижной и неподвиж- 
ной аксоид представится так. 
Если поступательное и враща- 
тельное движения равномерны, 


и 
то ОС==-— == с0034,; поэтому 


геометрическое место мгновен- 
ных осей в теле есть цилиндр, 
радиус основания которого ра- 
вен ОС (фиг. 76). Если же, 
Фиг. 76. кроме того, поступательное дви- 

жение прямолинейно, то геоме- 

трическое место мгносенных осей в пространстве есть плоскость, па- 
раллельная направлению поступательного движения и находящаяся 
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Кг 
на расстоянии ОС ==-— от прямолинейной траектории точки О в этом 


движении. 

В этом частном случае рассматриваемое движение получим, со- 
единив неизменяемо систему с цилиндром, играющим роль подвижной 
аксоиды, и катя последний без скольжения по плоскости, служащей 
неподвижной аксоидой. 

В общем случае, когда поступательное движение криволинейно 
и неравномерно, вращательное также неравномерно, аксоидами будут 
какие-нибудь две цилиндрические поверхности. 

$ 4. Сложение двух вращательных движений около парал- 
лельных осей. Два вращательных движения около параллельных 
осей можно произвести следующим образом: вообразим стойку А 
(фиг. 77), на оси которой вра- 
щается пластинка В, имеющая 
на другом конце шпиль С, около 
которого вращается диск Г; если 
привести диск Д во вращатель- 
ное движение и в то же время 
помощью ручки ЕЁ вертеть пла- 
стинку В, то получим требуемое 
сложное движение. Сначала рас- 
смотрим два вращения, совершаю- 
цихся в одну сторону. Очевидно, 
что от совокупносги этих двух 
вращений точки тела не будут 
изменять своего расстояния от пло- 
скости, перпендикулярной к осям Фиг. 77. 
вращения, а потому составное дви- 
жение будет параллельно этой плоскосги. Пусть точки О и О’ (фиг. 78) 
будут точки пересечения этих осей Ог и О’А с перпендикулярной к ним 
осью Ох. Назовем через ® и в’ угловые скорости вращения около 
этих осей. Очевидно, что все точки оси Ох будут иметь линейные 
скорости, параллельные оси Оу. Возьмем одну из таких точек, — 
Например С, и рассмотрим, какие скорости она имеет и как эти 
скорости направлены. Легко видеть, что относительная скорость ее 
% и переносная # направлены в противоположные стороны, причем 
каждая из этих скоростей увеличиваегся по мере удаления от соот- 
ветствующих осей вращения О2 и О’А. Следовательно, на оси Ох 
всегда можно найти такую точку С, которая, обладая равными и 
противоположными скоростями, будет находиться в покое. 

В рассматриваемом случае точка С, удовлетворяющая этим тре- 
бованиям, может находиться только на оси Ох между точками О 
и О’, так как только здесь скорости и и ® прямо противоположны 
друг другу. Во всяком же другом месте плоскости Оху (фиг. 79) 
ОНИ будут итти по одному направлению {если рассматриваемая точка 
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будет на оси Ох вне отрезка ОО’ или под углом, но в том и 
другом случаях равнодействующая их не будет равна нулю, 


м А 
в 


Фиг. 78. 


Очевидно, далее, что все точки, лежащие на линии СМ, про- 
ходящей через такую точку С и параллельной Ог, будут также 


Фиг. 79. 


находиться в покое, ибо они находятся в тех же условиях, что и 
точка С. Следовательно, линия С/М будет мгновенной осью вра- 
щения. 
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На основании приведенных соображений замечаем, что место 
точки С, а тем самым и положение мгновенной оси врашения, опре- 
деляются в данном случае уравнением 


«.ОС==®’. О’С, 
откуда для точки С находим: 


О’С в 
ОС” ы* 


Таким образом, все тело будет вращаться в данный момент около 
оси, пересекающей ось Ох, параллельной оси 02 и проходящей 
через такую точку оси Ох, в которой расстояние между центрами 
делится обратно пропорционально угловым скоростям, 

Чтобы определить угловую скорость сложного вращения, при- 
помним, что угловая скорость, вообще, равняется линейной скорости 
любой точки, разделенной на расстояние этой точки от оси вра- 
щения. Таким образом, для нашей цели достаточно будет определить 
скорость какой-либо одной, произвольно выбранной точки. В данном 
случае удобнее всего определить скорость сложного движения для 
точек осей Ог и О’А. Рассмотрим движение точки О’, лежащей на 
оси вращения О”А. 

Вращаясь около оси О2, точка О’ имеет линейную скорость 
9, =. ОО’. Так как в данный момент вращение происходит около 


мгновенной оси /МС с угловой скоростью @, то, очевидно, 


а — 70” — 00" 
— С0’Т 60’ * 


Представим отрезок ОО” в виде суммы ОС-- СО’; тогда 


о— ®(0С+С0') _®.ОСфь.С0 
СО’ СО! ’ 
но так как 
9. ОС’. СО, 
то , 
. ы . ’ , ` 
@ = се со = ее ео. =’ 8. 


Так выражается угловая скорость сложного движения. Замечая, что 
направление вращения @ будет в ту же сторону, что и направление 
ши ©’, получаем такую теорему. 

Теорема. От сложения двух вращений около параллельных 
осей, направленных в одну сторону, получается вращение около 
оси, параллельной данным, лежащей с ними в одной плоскости, и 
направленное в ту же сторону. Угловая скорость этого враще- 
ния равна сумме угловых скоростей слагаемых движений; центр 
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сложного движения делит расстояние между центрами сла- 
гаемых движений обратно пропорционально их угловым скоростям. 
Если скорости данных вращений 
постоянны, то аксоиды рассматри- 
ваемого сложного движения пред- 
ставляются двумя цилиндрами (на 
фигуре 80 представлено сечение их 
плоскостью, перпендикулярной к 
осям), потому что точка С всегда 
находится на одном и том же рас- 
стоянии как от точки О, так и от 
точки О’. Радиусы цилиндров равны 
ОС и 0’С, причем цилиндр ради- 
уса ОС представляет место мгно- 
венных осей в пространстве, а ци- 
линдр радиуса О’С— в теле. 
Предположим теперь, что слагае- 
мые вращения направлены в разные 
стороны. Пусть О и О’ (фиг. 81) 
будут центры слагаемых вращений 
с угловыми скоростями ® их’, а оси 
вращения будут Оу и О’А| Оу. 
Перзое вращение (около Оу) со- 
вершается по направлению часовой 
Фиг. 80. стрелки, а второе — по обратному 
направлению. Положим, кроме того, 
«>. На отрезке ОО’ будут лежать точки, получающие от 
обоих вращений скорость, направленную вниз, а потому в этом 


2 


Фиг, 81. 


промежутке неподвижной точки, т. е. точки, имеющей две равные 
и прямо противоположные скорости, быть не может. Такая точка 
должна лежать вправо от точки О’, потому что там скорость от 
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вращения « будет направлена вниз, а скорость от вращения в” 
будет направлена вверх, и так как ®’>> ®, то эти скорости могут 
быть равны, ибо искомая точка С ближе к центру О’, нежели к О, 
Очевидно, что место искомой точки С получится из уравнения; 


и = или ®«. ОС==о’. О’С, 

откуда находим: 

®’ _ ОС 

= ОС’ 
Итак, сложное вращение будет иметь своим центром точку С. 

Для определения угловой скорости @ обратимся к точке О” и, 

заметив, что она получает скорость только от вращения ®, напра- 
вленную притом книзу, получим: 


8. 0’С=о. 00’ =. (0С— О'С) =в.Об—ю.0О'С, 


но так как 
«- ОС’. О’С, 
то 
9. 0’'С =’. 0О’С—в.0’С=О’С (5 —®), 
откуда 
Я =®'—®. 


Направление вращения будет в сторону вращения с большей угловой 
скоростью, т. е. в сторону ®’. Таким образом: 

Теорема. От сложения двух вращений, направленных в раз- 
ные стороны, около параллель- 
ных осей получается вращение 
около оси, параллельной данным 
и лежащей в одпой с ними пло- 
скости. Угловая скорость этого 
сложного вращения равна разно- 
сти угловых скоростей слагаемых 
вращений и направлена в сторону 
большей. Центр сложного движе- 
ния делит расстояние между цен- 
трами слагаемых вращений внеш- 
ним образом обратно пропорцио- 
нально угловым скоростям ий ле- 
жит со стороны вращательного 
движения с большей угловой ско- 


ростью. 
Аксоиды движения  представ- 
ляются в данном случае системой Фиг. 82. 


двух цилиндров (фиг. 82) с тем 
отличием от предыдущего случая, что круг с центром О’, соответствую- 
щий подвижной аксоиде, будет лежать внутри круга центра О, соот- 
ветствующего неподвижной аксоиде, 
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В частном случае, когда слагаются два равных вращательных 
движения, направленных в противоположные стороны (так называемая 
пара вращения), предыдущий способ определения сложного движения 
не может быть приложен, потому что в этом случае из соотношения 
Я. 0’С=®. 00’ будем иметь пропорнию: 


из которой найдем: 


0’С = 


; ; 


ибо разность «’-—® ==0. Это решение не имеет реального значения, 
но его можно истолковать так. 

Если будем складывать два вращательных движения, происходя- 
цих около параллельных осей и направленных в разные стороны, 
с весьма мало разнящимися скоростями, то получим вращение около 
оси, весьма далеко отстоящей от 
данных осей, и, чем меньще раз- 
нятся данные скорости, тем дальше 
будет ось сложного вращения, 
Наконец, при равных угловых 
скоростях ось сложного вращения 
уходит в бесконечность; все точки 
системы движутся по кругам 
бесконечно большого радиуса, 
т. е. движутся по параллельным 
прямым, следовательно, вся си- 
стема движется поступательно. 
Линейные скорости движений по- 

Фиг. 83. лучаем, умножая угловые скоро- 

сти на расстояния от оси враше- 

ния. Хотя угловая скорость в данйом случае, как разность двух 

равных величин, есть величина бесконечно малая, но известно, что 

бесконечно малая величина, умноженная на бесконечно большую, может 
дать в результате величину конечную. 

Далим прямое доказательство тому, что движение будет посту- 
пательное. Возьмем на линии ОО” (фиг. 83) между О и О’ точку С 
и определим ее скорость от обоих вращений. Обе слагаемые ско- 
рости будут очевидно направлены вниз. Поэтому 9с==ис-|- с или 


9. —ю. ОС. О’С== о (ОС-+ 0’С) =в - 00". 


[8 


Отеюда видим, что 9с не зависит от положения точки С. Возьмем 
теперь внешнюю точку С’ и определим ее сложную скорость, 
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Слагаемые скорости точки С’ ог вращения около О и О’ будут на- 
правлены в противоположные стороны, а следовательно: 


Зи, -- №, == ® . ОС’ —щ . О’С” = в (0С’— 0’) =в. 00". 


Таким образом, мы видим, что точки О и О’, а следовательно, и 
вся система, будут иметь одинако- 
вые по величине и направлению 
скорости, т. е. система будет дви- 
гаться поступательно. Это движение 
наглядно иллюстрируется фигурой 84, 
где вращение около центра О и рав- 
ное, но противоположное ему вра- 
щение около О’, слагаясь, переме- 
щают параллельно самой себе пря- 
мую АО’, а следовательно, и всякую 
другую прямую, с ней связанную, 

$ 5. Сложение вращательных 
движений около осей, пересекаю- 
щихся в одной точке. Такое дви- 
жение можно воспроизвести следую- 
щим образом: на вертикальной стой- 
ке А (фиг. 85) вращается муфта В 
помощью рукоятки С; к муфте приделан рычаг О, на который надет 
вращающийся диск Е. Если сообщим диску вращательное движе- 
ние и в то же время начнем вращать 
муфту В, то и получим требуемое дви- 
жение, 

Мы можем заранее сказать, что 
точка пересечения осей вращения все 
время будет неподвижна, так как она 
не получает скорости ни от одного 
вращения. Следовательно, все движе- 
ние, по теореме Даламбера, приведется 
к вращению около ряда мгновенных 
осей, проходящих через эту неподвиж- 
ную точку. Поэтому достаточно будет 
найти еще одну неподвижную точку, 
чтобы определить положение мгновен- 
ной оси. 

Пусть оба вращения представляются, 
если смотреть сверху, совершающи- 
мися в одном направлении: вращение 
муфты — со скоростью ®, а вращение Фиг. 85. 
диска — со скоростью «’. Для удобства 
графического изображения положим, что обе оси вращения совпа- 
дают с плоскостью чертежа (фиг. 86), и пусть угловая скорость м 


Фиг. 84. 


8 Зак. 2984. Н. Е, Жуковский 
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выражается вектором АО, а угловая скорость «’ — вектором ВО. На 
этих векторах построим параллелограмм ОДСВ и докажем, что точка С 
в сложном движении будет в рассматриваемый момент в покое. 
Действительно, от вращения ® точка С получает скорость 
®. ДС, направленную перпендикулярно к плоскости чертежа и выхо- 
дящую вперед из-за чертежа, а от вращения ®’ точка С получит 
скорость ®’. СЁ, которая также перпендикулярна к плоскости чер- 
тежа, но направлена за плоскость чертежа (ОС и СЕ перпендику- 
лярны к АО и ВО); если бы эти скорости были равны, то они, 
благодаря противоположности их на- 
правлений, уничтожались бы, и же- 
` лаемое было бы доказано. Рассма- 
тривая чертеж, мы замечаем, что 
«ОС и о’.СЕ представляют пло- 
щади одного и того же паралле- 
лограмма ОАСВ; только в первом 
произведении за основание принята 
сторона его ОД, а во втором ОВ; 
поэтому можно написать, что 


о. ПС =0’. ЕС, 


и, следовательно, точка С находится 

в покое, а это в свою очередь по- 

Фиг. 86. казывает, что в рассматриваемый 

момент все точки, лежащие на ли- 

нии ОС, будут неподвижны. Поэтому эта линия будет мгновенной 
осью вращения в рассматриваемый момент времени, 

Определим теперь @, угловую скорость сложного движения. 
Для этого опустим из точки А перпендикуляры АС и АЕ на линии 
ОС и ОВ. Тогда А будет получать скорость только от вращения ©’, 
поэтому ее скорость выразится произведением ®’. АР. С другой 
стороны, если © есть скорость сложного вращения, то скорость 
точки А должна выразиться через 9. АО. Поэтому 


«'. ДЕ== О. АД. (78) 


Но ®’.АР равно площади параллелограмма ОАДСВ, которая рав- 
няется двойной площади треугольника ОДС, так что: 


%’- АР==2 площ. Л ОАС == площ. ОАСВ ==ОС. АЦ. 


Подставляя это значение о’. АР в уравнение (78), получим: 


ОС. Аа =8.А0, 
откуда 
8=0С. 


Из рассмотренного следует теорема: 


8 5] ВРАЩАТЕЛЬНЫЕ ДВИЖЕНИЯ ОКОЛО ПЕРЕСВКАЮЩИХСЯ ОСЕЙ 115 


Теорема. От сложения двух вращательных движений, совер- 
шающихся около пересекающихся осей, получается сложное вра- 
щение, которое выражается по величине диагональю параллело- 
грамма, построенного на слагаемых 
вращениях. 

Представим сложное движение 
на нашем схематическом приборе 
помощью двух конусов подвижной 
и неподвижной аксоид. При враще- 
нии мгновенной оси ОС около ОА 
(фиг. 87) получим конус Г, в кото- 
ром угол между образующими бу- 
дет 2а, если угол АОС ==а; от вра- 
щения же мгновенной оси ОС около 
ОВ получится конус П с углом 28, 
где через 8 назван угол СОВ. 

Присоединив теперь к подвиж- 
ной аксоиде П какое-либо тело и 
укрепив неподвижную аксоиду Г, по- 
лучим требуемое движение тела, если 
будем катить без скольжения конус 
подвижной аксоиды по неподвижной, причем мгновенной осью враще- 
ния будет служить прямая ОС — линия соприкосновения обоих конусов. 

Обозначив через 1 угол между ОА 
и ОВ, имеем для выражения скорости ® 
уравнение: 


2 —= Ум -- о” 2%’ с031 
и пропорцио: 
чпа _ ЗВ $1 
ош о‘ 


Фиг. 87. 


Эти соотношения дают возможность 
определить величину и направление 
угловой скорости @ сложного дви- 
жения. 

Если, смотря сверху, мы видим, 
что диск и муфта вращаются в разные 
стороны, например, диск — по стрелке 
часов, а муфта — против, то на основа- 
нии правила изображения угловой скорости вектор АО (фиг. 88) 
мы должны отложить книзу от точки О, чтобы, глядя с конца век- 
тора на его основание, видеть вращение совершающимся по стрелке 
часов. Угловая скорость сложного вращения ® опять представится 
диагональю параллелограмма, построенного на угловых скоростях 
слагаемых вращений, и так как мгновенная ось сложного вращения 


8* 


Фиг. 88. 
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лежит по одну сторону от осей слагаемых вращений, то аксоиды для 
нашего случая представят собою два конуса: неподвижный 1 (фиг. 89) 
и подвижный П, который теперь катится внутри [. 

Классический пример такого движения представляет собою земная 
ось, которая, благодаря притягивающей силе Солнца (и отчасти Луны), 
не проходящей через центр Земли, вследствие сллюснутости послед- 
ней, описывает в пространстве конус [ в течение около 26000 лет. 


Г ев 


и 
Фиг. 89. 


В самой же Земле ось описывает чрезвычайно тонкий конус (угол 
его — несколько секунд) И, который и катится внутри первого, со- 
вершая полный оборот в сутки. Движение это подробно рассматри- 
вается в астрономии и называется прецессией, 

Если будет дано несколько вращательных движений около осей, 
пересекающихся в одной точке, то, построив многоугольник, стороны 
которого геометрически равны векторам, представляющим слагаемые 
угловые скорости, увидим, что замыкающая сторона этого много- 
угольника будет геометрически выражать угловую скорость сложного 
вращательного движения. 

$ 6. Сложение врашательного и поступательного движений, 
скорости которых направлены как угодно. Это движение можно 
осуществить следующим образом. По произвольной наклонной пло- 
скости РОЮ катится тележка А (фиг. 90) помощью шнура, переки- 
нутого через блок. На верхней поверхности этой тележки прикре- 
плена вертикальная стойка Ё, на которой вращается на шпиле 
диск Р. Если одновременно вращать диск и двигать тележку, то и 
получим требуемое движение. 

Чтобы рассмотреть Такое движение, положим, что ОА (фиг. 91) 
есть ось вращения диска, а ОВ — скорость поступательного дви- 
жения, равная %. Разложим посредством параллелограмма скоро- 
стей на 


ОС =Ухи ОР == и, 
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из которых ОС направлена вертикально по ОД, а ОД перпенди- 
кулярна к последней. Складываем поступательное движение со ско- 
ростыю и с вращательным со скоростью ®, получаем вращательное 


Фиг. 90, 


движение с той же угловой скоростью около некоторой мгновен- 
ной оси вращения О”’А’, параллельной ОА и расположенной на рас- 
стоянии 


8 = ОО’ =. 
® 


Кроме этого вращения остается еще скорость О’С’ = ОС=% 
поступательного движения, направленная по мгновенной оси враще- 
ния. Прибавляя это послед- 
нее движение к рассмотрен- 
ному уже вращательному 
движению около оси О’С”, 
получим, очевидно, некото- 
рое винтовое движение, в ко- 
тором О’С” будет осью вра- 
щения-скольжения. Итак, 
имеем следующую теорему: 

Теорема. От сложе- 
ния вращательного движе- 
ния с поступательным, 
скорость которого не пер- 


пендикулярна оси враще- Фиг. 91. 
ния, получается винтовое 
движение. 


Если мы теперь обратимся к неподвижной и подвижной аксоидам 
нашего схематического прибора, то заметим, что место мгновенных 
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осей вращения-скольжения в теле есть цилиндр, основание которого 
есть круг, описанный радиусом ОО’ (фиг. 92) из центра О, лежа- 
щего на прежней оси вращения. Геометрическое же место осей вра- 
щения-скольжения в 
пространстве есть пло- 
скость ВВ, образуемая 
этими осями, которые 
перемещаются  парал- 
лельно самим себе, 
оставаясь на постоян- 
ном расстоянии ОО’ 
от оси ОА. Цилиндр 
есть подвижная аксо- 
ида, которая катится 
с угловой скоростью ® 
по плоскости ВВ, слу- 
жащей неподвижной 
аксоидой, и в то же вре- 
мя скользит по этой 
плоскости вдоль обра- 
зующей со скоростьюу, 
Фиг. 92. что и дает рассматри- 
ваемое движение, 

$ 7. Сложение двух вращательных движений около непарал- 
лельных ин непересекающихся осей. Это движение можно наглядно 
воспроизвести на следующем приборе. На стержень стойки А {фиг. 93) 
надета муфта В, которая при- 
водится в движение помощью 
рукоятки Е. К этой муфте 
прикреплен кривошил ММ№Ю, 
согнутый под углом так, что 
колено МЮ не параллельно 
и не пересекается с осью АВ. 
На конце колена МЮ поме- 
щается вращающийся диско. 
Если привести в движение 
диск и в то же время вра- 
щать кривошип, то и полу- 

чим требуемое движение. 
Положим таким образом, 
что имеем одновременно два 
Фиг. 983. вращения,  совершающихся 
в одну сторону: ОА==о 
й О’В= о’ (фиг. 94), оси 
которых не параллельны и не пересекаются. Пусть ОО’ будет крат- 
чайшее расстояние между осями ОА и 0’В. Перенесем вращение 
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около ОД, совершающееся со скоростью ®, в точку О’, прибавляя 
при этом соответствующее поступательное движение О’ = 9; полу- 
чим вращение около оси О’С, на которой и отложим величину О’А’, 
равную и параллельную ОА==®. Сложив теперь по правилу парал- 
лелограмма вращения О’А’и О’В, получим вращение около оси О’О, 
совершающееся с некоторой угловой скоростью О’Р-==9, Если 


спроектируем ломаную О’А’Ю на прямую О’, то величина @ полу- 
чигся из формулы: 


Я — юсоза- о’ созВ, 


где углы @ и В определяются из формулы: 


© Ш 
© — ЗВ. 
© зша 


Но кроме вращения @ мы будем иметь еще поступательное движе- 
ние со скоростью О’Ё, которое у нас появилось вследствие перене- 
сения оси вращения из ОД в О"А”, 

Вектор О’Е перпендикулярен к ОО’, так как при перенесении 
вращательного движения прибавляется поступательное со скоростью, 
перпендикулярной к линии, соединяющей центры. О’В и О’А’” также 
перпендикулярны к ОО’, так как ОО’ есть кратчайшее расстояние 
между О’В и ОД|О’А’. Следовательно, плоскость параллелограмма 
О’А’ЮВ перпендикулярна к линии ОО’, а отсюда заключаем, что 
О’Е, как линия, перпендикулярная к перпендикуляру ОО’ к пло- 
скости О’А’ОВ и имеющая с нею общую точку О”, лежит в этой 
плоскости. 
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Разложим скорость О’Ё == на О’С ==и, направленную по О’), 
и на О’Р=м, перпендикулярно к О’Д. Углы 4’О’Р и ЕО’Е 
с взаимно перпендикулярными сторонами равны, поэтому имеем: 


40 = 9 с0$, (79) 
и = Ошо. (80) 


Но так как о = о. ОО’, то, вставив в равенства (79) и (80) вместо 
< равную ему величину, получим: 


40 == - ОО’ -с054, и== ею. ОО’. ша, 


Постулательное движение со скоростью , слагаясь с вращением 
около оси О’Д, как перпендикулярное к оси вращения, дает враше- 
ние около некоторой мгновенной оси МЕ, параллельной О’О, с той 
же угловой скоростью 9, 

Положение точки М определяется из следующего соображения, 
Так как скорость для точек линии ОО” изменяется по мере удале- 
ния от оси О’Д, то всегда можно найти такую точку М, в которой 
эта скорость (О’М. Я) численно будет равна , но ей противопо- 
ложна, и так как эти скорости направлены в разиые стороны, то 
они уничтожатся, и точка М будет неподвижна. Для определения 
точки М имеем из равенства 3 = О’М. 9: 


‚п ® __ &-О0/’ - соза 
= = за ьсоз 5, 
следовательно: 
ОМ = 00’ — О’М = 00’— о. ОО’ -с0за _ _ _®’. ОО’. созВ 


в соЗа-[- ©” с05 В Ф СОБ а -|- ©’ 605 В " 
Деля эти два соотношения, имеем: 


ОМ __ ®'. ОО’ - сов 
О’М Ф- ОО’. соза ° 


5” 
Сокращая на ОО’ и заменяя отношение —>° через равное ему отно- 


зт а 
шение тв › что мы имели выше, получаем: 


ом 81 а с05 В 4 

О’М —^ зп В соза = асы ве. 
Таким образом мы получим вращение @ около оси МГ, и поступа- 
тельное движение со скоростью и, направленное по этой же оси, 
что и дает нам в результате винтовое движение. Отсюда вытекает 
следующая теорема: 

Теорема. При сложении двух вращательных движений около 

непараллельных и непересекающихся осей получается винтовое 
движение. Мгновенная ось вращенця-скольжения этого винтовога 
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движения направлена параллельно диагонали параллелограмма, 
построенного на слагаемых вращениях; ось эта проходит через 
такую точку, которая делит кратчайшее расстояние между 
осями вращения на части, прямо пропорциональные тангенсам 
‘углов, образуемых слагаемими вращениями со сложным (винто- 
вым) движением. 

$ 8. Сложение двух винтовых движений. Рассмотрим случай 
сложения двух винтовых движений. Заметим предварительно, что 
винтовое движение характеризуется двумя элементами: угловой ско- 
ростью ® (фиг. 95) и поступательной и, 
направленными по оси вращения. Отноше- 


и 
ние ъ называется параметром винтового 
движения и обозначается буквой р, так что 


=. 


Аналогично угловым скоростям условились 
параметры откладывать по оси вращения- 
скольжения. 

Разберем простейший случай сложения 
винтовых движений, а именно, когда оси 
их пересекаются под прямым углом. Пусть 
оси двух Таких движений суть в то же 
время оси Ох и Оу прямоугольной системы 
координат (фиг. 96). Параметр первого 


Фиг. 95. 


Ч 
винта пусть будет р==-,»› второго — 
т 
р’=. Сложим сначала вращательные движения ® и в”; получим 


вращение около оси ОС, образующей с осью Ох угол а. Угловая 
скорость этого движения получится, если спроектируем ломаную ОАО 
на ОР: 


@ — и соза-|- ®’зша. (81) 


Разложим теперь скорость поступательных движений п и и’ чо двум 
направлениям: по направлению полученной оси вращения ОС и по 
направлению, перпендикулярному к этой оси (в плоскости Оху). 
Составная скорость по ОС выразится так: 


О = исоза-Е и’ зто; (82) 
скорость по направлению перпендикулярному: 
3 == и’ соза — изша, (83) 


Вращательное движение @ около оси ОС, слагаясь с поступа- 
тельным движением ®, перпендикулярным к оси вращения, дает 
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вращательное движение около мгновенной оси МЛ, параллельной оси ОС 
и пересекающей ось О2, с той же угловой скоростью 98. Сложив 
это вращательное движение с поступательным 9, направленным по 
оси вращения, получим в результате винтовое движение с осью 
вращения-скольжения МАМ. Итак, от сложения двух винтовых дви- 
жений с перпендикулярными осями вращения-скольжения получается 
одно винтовое движение. 

Предположим теперь, что параметры винтовых движений р и р” 
остаются постоянными, угловые же скорости ® и ®’, а следовательно, 


Фиг. 96. 


и поступательные ии и’, меняются. Посмотрим, каково будет гео- 
метрическое место мгновенных осей вращения-скольжения. 

Положение точки М (фиг. 96) определится следующим образом. 
При сложении вращательного движения © около оси ОС с посту- 
пательным ® мы перенесли ось вращения в положение МА на осно- 
вании условия 


1 =. ОМ, 


откуда ОМ, или просто координата 2, равна 


# 


| 
| е 


Подставив вместо фи @ их значения из формул (81) и (83), 
получим: 
__ #7 с08 < — изта 


7 — сова ры’ ва а’ 
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Подставим в эту формулу вместо и и и’ их выражения через пара- 
метр: и=ер, и’ = в’р’; тогда 


Ф/р’ с05 а — ор За 
—` юс05а-- о’ та 


Разделим числитель и знаменатель этого выражения на 5’ и под- 


& 
ставим вместо отношения ; его значение из треугольника ОАО, т. с, 


ч` 
== со &, 
тогда: 
р’ сов — раша ; 
©’ __Р’ с03а — равазта __ 


2 — с с08 а | та 


х ; 
37 605 а -|- Мпа 


р’ созазта — р созазта 


‚ : 
с052 а -- за — (р’— р) Чпасоза, 


или окончательно: 


25 (р’—р) я 29. 


Если будем менять ® и ©’, то будет меняться и угол а. Но вместе 
с углом а меняются: 1) направление ОС, а следовательно, и напра- 
вление ИМ, и 2) значение 2, так как с изменением ® и ®’ меняется 
и величина @, а от последней зависит значение 2. В результате 
получится некоторая линейчатая поверхность, уравнение когорой есть 


2 = 7’ —Р) зп а, 


Воспользовавшись формулами преобразования декартовых координат 
в полярные, получим: 


2 (3 -|- У) == (р’— р) ху. 


Эта поверхность впервые была указана Боллом, почему и называется 
цилиндроидом Болла. Все образующие цилиндроида параллельны 
плоскости Оху и проходят через ось Ог. Построение этой ловерх- 
ности производится следующим образом. 

Имеем некоторый цилиндр радиуса, равного единице, пересеченный 
плоскостью координат так, чтобы ось О совпала с осью цилиндра 
(фиг. 97). Построим для каждого значения х соответственную высоту, 
воспользовавшись для этого уравнением 


2=- (р’—р) т 2%, 


*2| 
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Это уравнение на плоскости представляет синусоиду (фиг. 98). Вы- 
чертим эту кривую на отрезке АВ = т, т.е. для всех значений а 
от 0 до 2*. 


Для а=0 ша = ш 0-=0, 


к 512%4-=—1 к==0, 


1 
2 

» ак зт 2а = п 2 = 0, 
т $ За = п Зп==0, 


х = п За == 1 4п ==0. 


Это значиг, что в пределах изменения а 

до 2п получим на отрезке АВ две 

волны синусоиды. Навернем получен- 

ФИГ. 97, ную синусоиду на цилиндр. Если те- 

перь будем опускать из каждой точки 

этой кривой, навернутой на цилиндр, 

перпендикуляры на ось Ог, то эти перпендикуляры и дадут нам 
линейчатую поверхность — цилиндроид Болла. 


Фиг. 98. 


$ 9. Сложение нескольких поступательных и вращательных 
движений. Если мы имеем несколько поступательных и вращательных 
движений, которые требуется сложить, то сначала переносим все оси 
вращения 


“1, Фо, 63, ... 


так (фиг. 99), чтобы они проходили через одну точку, прибавив при 
этом соответственные поступательные движения 


и, Ио, Из... 


Слагаем все вращательные движения по правилу многоугольника 
в одно вращательное движение 9. Точно так же складываем все 
поступательные движения, как данные 9., 9., 9;, ..., так и полу- 
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ченные и:, и, и, ... Получаем одно поступательшое движение (У, 
когорое с вращательным @ и дает одно вообще винтовое движение. 

Итак, от сложения нескольких поступательных и вращательных 
движений получаем во вся- 
кий бесконечно малый про- 
межуток времени одно вин- 
товое движение. 

Пример. Известно, что 
Луна, делая полный оборот 
вокруг Земли, сама повора- 
чивается вокруг своей оси 
один раз. Принимая орбиту 
Луны за круг и допуская, 
что ось вращения ее перпен- 
дикулярна к плоскости ор- 
биты, определим для всяко- 
го момента времени мгновен- 
ную ось вращения Луны. 

Пусть угловая скорость 
вращения Луны вокруг Земли 
есть ® (фиг. 100); тогда 
и угловая скорость враще- Фиг. 99. 
ния Луны вокруг своей оси 
также равна ®, потому что в обоих случаях в одно и то же время 
совершается один полный оборот. 


Фиг. 100. 


Рассмотрим скорость точки Л, центра Луны. Абсолютная скорость 
этой точки есть и==о/. Движение Луны слагается из поступатель- 
ного движения с этой скоростью и из вращательного движения 
вокруг центра Р с угловой скоростью ®. Чтобы пайти мгновенную 
ось вращения, поищем неподвижную точку. Пусть эта точка есть С, 
тогда имеем; 


126 ГЛ. ТУ. СЛОЖЕНИЕ ДВИЖЕНИЙ СИСТЕМЫ [ч.1 


т. е. точка С находится в неигре Земли, и потому мгиовенная ось 
вращения есть один из диаметров Земли. 

$ 10. Разложение движений. Разложить какое-нибудь движение 
можно различными способами; вопрос 0б разложении движения, 
вообще говоря, неопределенный, становится определенным лишь при 
наличии некоторых дополнительных ограничивающих условий, 

Положим, что нам требуется определить относительное движение 
твердого тела по его абсолютному движению и движению перенос- 
ному. Эту задачу можно решить на основании нижеследующих сооб- 
ражений. Мы знаем, что если нам дано абсолютное движение тела и 
движение осей координат, относительно которых тело движется, то 
какое бы движение мы ни сообщили телу и осям вместе, движение 
тела относительно осей не изменится. Тогда движение тела будет 
слагаться из его абсолютного движения и движения, сообщенного 
всей системе. Следовательно, если мы сообщим всей системе движе- 
ние, равнопротивоположное переносному движению (движению одних 
только осей), то сложное движение 
тела и будет искомое относительное. 

Итак, для определения относитель- 
ного движения тела стоит только к его 
абсолютному движению прибавить дви- 
жение переносное, направленное в пря- 
мо противоположную сторону. 

Пример. Положим, нам даны два 
зубчатых колеса (фиг. 101). Рассмо- 
трим движение колеса О относительно 
колеса О’. Пусть угловая скорость ко- 
леса О будет ®, а угловая скорость 
колеса О” будег ву. 

Требуется определить движение ко- 
леса О относительно колеса О’. Для 
решения этой задачи сообщим всей 
системе колес вращение со скоростью ®’ 
около центра О’ направленное в 
противоположную сторону прежнему 
вращению колеса О’ по направлению 
стрелки а. От этого колесо О” пере- 
станет вращаться, а вращение колеса О будет слагаться из двух вра- 
щений ® и ®’, направленных в одну сторону (по часовой стрелке), 
и потому скорость сложного движения ® будет равняться сумме ® | ®' 
и направлена в ту же сторону. Наблюдатель, помещенный на колесе О”, 
будет видеть, что колесо О катится по колесу О’ со скоростью 


Я = в/о. 


Мгновенная ось вращения будег проходить через точку соприко- 
сновения колес. В самом деле, из статьи о сложении параллельных 
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вращательных движений мы знаем, что в этом случае мгновенная ось 
делит расстояние ОО” на части, обратю пропорциональные скоро- 
стям, т, е. 


О’С: ОС=о:о,. 


Но, как доказывается в теории механизмов, угловые скорости зубча- 
тых колес обратно пропорциональны радиусам, так что 


0 = А’: Ю, 


где Аи А’ суть радиусы колес О и 0’. Сравнивая полученные про- 
порции, имеем: 


О’С:ОС= В’: В. 


Отсюда видно, что мгновенная ось вращения действительно проходит 
через точку соприкосновения полоид зубчатых колес. 


ГЛАВА У. 


АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЙ 
НЕИЗМЕНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ. 


$ 1. Формулы Эйлера. Мы рассматривали движение с геометри- 
ческой точки зрения. Перейдем теперь к аналитическому исследова- 
нию вопроса о движении неизменяемой системы. 

Рассмотрим сначала тот случай, когда неизменяемая система имеет 
одну неподвижную точку. Примем эту точку за начало неподвижных 
прямоугольных осей координат Охуг (фиг. 102). 

Вообразим другую систему прямоугольных осей, начало которой 
также помещается в неподвижной точке О и которая неизменно со- 
единена с телом. Положение подвижных осей координат О по 
отношению к неподвижным Охуг определяется девятью косинусами 
углов, которые представим в такой таблице: 


Е | 
х ав | с 
ож ь [а 
ыы | 


Таким образом 


а = с0$ (#) а; = 0$ (5), аа = с0$ (2.5 
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и т, д. Выражая координаты х, у, 2 через & ч, $ при номощи 
косинусов углов между осями, получим групиу равенств: 


х=ж-- м с, 
а 6-6, (1 
= а -- бощ-|- СС. 

Выразив обратно Ё, 1, $ через х, у, 2, имеем: 
== ах Ра, у аг, 
== 6х Но, у-[ 6+2, (п) 
б=ех-Р ел у-Е саг. 


Возьмем в теле какую-нибудь точку М, координаты которой 
относительно неподвижной системы осей пусть будут х, у, 2, а отно- 
сительно подвижной & 1, 6. 
2 Определим проекции скорости 

6 этой точки на оси Охух. 


Проекцию их скорости на 


ось Ох найдем, дифференци- 
руя по времени первое уравне- 
ние группы |, причем следует 
заметить, что Ё, \, © будут по- 
стоянными величинами, потому 
что тело неизменно соедикено 
х с подвижными осями ОЗ, 
а переменными будут косину- 
сы углов. Дифференцируем: 


ах аа а Че 
аа Ра Саг. 


Выразим вторую часть этого 
равенства через х, у, г. Для 
этого подставим вместо Ё 9, © их величины, данные уравнениями 
группы Ш; тогда 


а а [#1 
— — т (ах-- а.у-Е аг) = й (6х + у 6,г) 


ЧС 
+ сх ау си). 
Отбирая коэффициенты при х, у, 2, имеем: 
аа а [Е 
пех) + 
аь ав 


[1 4 а а 
(а ты аа) и Рыш +9). 


Фиг. 102. 
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Эта формула может быть упрощена, когда примем во внимание из- 
вестное соотношение между девятью косинусами углов двух систем 
прямоугольных осей координат, имеющих общее начало; именно: 


ры + 53 - = 1, 
а-я =1, (а) 
ааа -Г 916 -Г 6165 == 0, | 
аа = 2.6 -Н сс =— 0, (8) 
аа, - 68, Нее, =0; 
дифференцируем по времени группы уравнений (а) и (В): 


аа 4% ас 
‘п 2 Нез; == 


а -Е р а -с сет = (а) 
ИИ 
оч = нь а р, ) 
Е И а С с а) =4, (8’) 
о ее (а ни Раф) 
Обращаясь к выражению для их ‚ замечаем, что по подстановке 


вместо коэффициентов при х, у, 2 найденных для них выражений, 
коэффициент при х будет нуль, при у будет —г, а при г будет 4. 
Проекции скорости точки М на оси Оу и Ог напишем по аналогии, 
Таким образом имеем: 


Ч — гу, 
49 их ра, \ (84) 
а рух. | 


Эти формулы называются формулами Эйлера. 

$ 2. Теорема Даламбера. Всякое движение твердого тела, 
имеющего неподвижную точку, в бесконечно малый промежуток 
времени приводится к вращению вокруг мгновенной оси, проходя- 
щей через неподвижную точку. 


© Зам. 4084. Н. Б. Жуковский, 
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Если существует мгновенная ось вращения, то все точки, лежа- 
щие на этой оси, в данный бесконечно малый промежуток времени 
не имеют скорости. Итак, для всех точек мгновенной оси справедливо 


равенство 
4х3 ду\2 422 
э°-У (+) +) =. 
Это же равенство возможно только при условии 


ах 


а а. 
Е == 0, С 0, С 0, 


4 #1 
или на основании уравнений (84) 
де—гу=0, гх—рг==0, ру—дх==0. 
Последние уравнения могут быть написаны В следующей симметрич- 


ной форме: 


2 
9 и 


Р 
Эти два уравнения суть уравнения прямой ОЁ (фиг. 103), проходя- 


Фиг. 103. 


щей через начало координат и образующей с осями углы а, В, т, 
косинусы которых суть: 


р 4 г 
080 = Собр = ——, 205 == 5 .(85 
С УНР °°°8 = уртраря °°"— УтирА О 


Итак, ОЁ есть мгновенная ось вращения в данный бесконечно малый 
промежуток времени. 

Разъясним теперь механические значения факторов р, 4, г, при 
помощи которых мы выразили проекции скоростей. Определим для 
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этого мгновенную угловую скорость, рассматривая скорость точки 4, 
лежащей на оси Ох и отстояшей от мгновенной оси вращения на 
расстоянии 4, а от начала О — на расстоянии, равном единице, 
Скорость этой точки выражается произведением расстояния ее от 
мгновенной оси вращения на угловую скорость системы, т. е. о == ва, 


откуда ® == -7 . Подставив в формулу 


ах ау 42 их выражения из уравнений (84) и заметив, 


42’ а? а 
что для точки, лежащей на оси Ох, у==2==0, найдем: 

= У, 
так как для точки А, рассматриваемой нами, х ==1. Кроме того, из 
ДОАВ имеем: 
4== ОА. чпа ==1 . зпа == У 1 — со3За, 


вместо 


Но из уравнений (85) имеем: 
А 
Уре 
аа = ИЕР. 
ен > уреиты 
Подставив найденные выражения для © и @ в уравнение «==, 
о Ура”. 


Отложив от О на ОЁ вектор ОМ№==®, проектируем его на оси 
координат: 


С0$5 9 = 


поэтому 


находим; 


к 


пр» ОМ = ® с03& = ® — = р, 


Е 


ь> 


пруОМ == вс0$8 ==®-. ==, 


| 


2] в 


пр,ОМ = ®с0$1 = г. 


Итак, р, 9, г суть проекции мгновенной угловой скорости вращения 
на неподвижные оси координат. С другой стороны, векторы р, 4, г 
кыражают угловые скорости трех вращений вокруг осей координат, 
воторые, слагаясь, дают вращение вокруг оси ОХ. 


9" 
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При том виде формул Эйлера, который мы дали, вектор ® откла- 
дывается по мгновенной оси ОЁ так, что для наблюдателя, смотря- 
щего с Ё на О, вращение совершается по стрелке часов. 

Положим, что « паправлена по оси 
Ог (фиг. 104), тогда 


Это значит, что вращение происходит 
в плоскости Оху в сторону, указанную 
стрелкой, т. е. по стрелке часов. 
$ 3. Движение свободной неизме- 
няемой системы. Совершенно анало- 
гичный анализ, как и в предыдущем 
случае, может быть применен и к слу- 
чаю движения свободного твердого тела. 
Вообразим неподвижные оси прямо- 
угольных координат Охуг (фиг. 105) 
Фиг. 104. и другие подвижные оси ОЁ, соеди- 
ненные с телом. Пусть координаты 
подвижного начала О’ относительно неподвижных осей будут а, В, 1. 
Тогда между подвижными и неподвижными координатами существуют 
следующие соотношения: 


ха с, 
у=В-- а + т- с, (Г) 
2 = -[ а - 69-Е 25, 
Е =(х— да--(у—Ва,- (2—1 а, 
== (6-9 (2—1, 1 
(фе о—Ва--е—ы 


При этом табличка $ 1 выражает попрежнему косинусы углов по- 
движных осей с неподвижными. 

Возьмем какую-нибудь точку М, координаты которой относи- 
тельно неподвижных осей суть х, у, 2, а относительно подвижных 
‚5 и найдем проекцию скорости на ось Ох. Для этого диффе- 
ренцируем по времени первое уравнение группы [, причем заметим, 
что переменными будут я, а, 8, с, потому что при движении меняются 
углы подвижных осей с неподвижными и координаты подвижного 
начала, а т, С не меняются, так как тело неизменно соединено 
с подвижными осями. Итак, 


4 4 а а ас 
ата На Ка Ри. 
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Подставив в это уравнение вместо $, \, © их вначения через х, у, = 
из группы П, имеем: 


наи Ц; да (у—Ва,--@— да 
ео -+её-оы-+ 
+ 9 е-Ео—Ва--@—ы. 
Отбираем коэффициенты при (х— а), (у— В), (2—1): 
ео )+ 
о (даа) -е—9(щдья +49). 


Для упрощения этого уравнения воспользуемся соотношениями между 
косинусами углов и их производными [$ 1, уравнения (°”) и (8’)]. 


2 54 


Коэффициент при х—@ равен нулю, при у—В равен—, при 


| цу _ а2 
2—1 равен 9. Итак, составляя аналогичные формулы и для > и = 


получаем: 
Я а 
ТЕ Не ——го— В) 


п (ив) ре), 


м р —9(=— 4). 


134 ГЛ. У. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЙ СИСТЕМЫ [ч. т 


Так как неподвижные оси взяты произвольно, то мы всегда можем 
их выбрать так, чтобы для момента времени # начала О и О’ сли- 
лись, — тогда а=В=Ч==0; из равенства нулю а, 8, 1 не следует, 
а 48 @ 
я: аЕз ар Равны нулю. 
При этом предположении формулы, полученные нами, примут 
такой вид: 


однако, что 


4х _ 4а ау _@3 42 _ @1 
=) Р92— "у, = -Н’Х—Р2, це щ-ЕРУ— 9х 


Вторые части этих уравнений могут быть представлены, как суммы 
двух членов: пусть 


Ча 

ет. = пр. \, 42 — гу == прьи, 
ав —_ 

== Пруш,  гх — рг == пруи, 
ат 


Е При, ру — 9х == прьи. 


Из того, что проекции скорости слагаются из проекций двух векто- 


ров, необходимо следует, что о-=-Р и, причем вектор & оди- 
наков для всех точек М тела и представляет скорость точки О”, 


подвижного начала, а и есгь ско- 
рость, определяемая формулами 
Эйлера. Отсюда вытекает теорема: 
Теорема. Всякое движение 
твердого тела в бесконечно ма- 
лый промежуток времени может 
быть разложено на: 1) посту- 
пательное движение со ско- 
ростью некоторой точки тела в 
2) вращательное движение во- 
круг мгновенной оси, проходя- 
щей через эту точку. 
Уясним сказанное на примере. 
Фиг. 106. Некоторая прямая линия АВ 
(фиг. 106) вращается в плоскости 
чертежа вокруг точки, лежащей на середине этой прямой, с не- 
которой постоянной скоростью ®. Требуется разложить это движе- 
ние на поступательное с тою скоростью, которую имеет точка А, 
и на соответствующее вращательное. 
Если АВ вращается вокруг точки О, лежащей в ее середине, 


то точка А опишет круг из О радиусом а=- АВ. Если угловая 
скорость вращения есть ®, то скоросгь очки А есть о= ша. 
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Через промежуток времени 2 точка А перейдет в А”, и прямая АВ 
приняла бы положение А’В’, если бы двигали АВ поступательно 
со скоростью ва. Путь, пройденный точкой А во время *, есть 
АА’ — вах. Чтобы получить действительное положение 4’В8", надо 
А’В’ повернуть вокруг точки А на угол 


ДВ’А’О — Д АО” == АА, АА, 


где а— радиус круга. Подставив вместо дуги АД’ ее величину, 
имеем; 


Д.В’А’О = 4 т, 


Итак, одно вращательное движение с постоянной скоростью ® мы 
разложили для промежутка времени ”* на поступательное со скоростью 
«а точки А и на вращательное вокруг оси, проходящей через 4, 
с угловой скоростью &, 

$ 4. Ускорения точек неизменяемой системы, имеющей непо- 
движную точку. Положим, что неизменяемая система, имеющая 
неподвижную точку, движется 
в пространстве. Вообразим в не- 
подвижной точке начало пря- 
моугольных осей координат 
(фиг. 107). Пусть в данный 
момент времени ОХ есть мгно- 
венная ось вращения. Напишем 
формулы Эйлера, которые дают 
проекции скорости точки М 
(для нашего случая) на оси 
координат в данный момент 
времени: 


К 
ах а 
щ-=42—7у, ‘црегх-— ра, 
г 
РУ 9%. 
Мы знаем, что ускорение точки Фиг. 107. 


выражается первой производной 

от скорости по времени; поэтому, чтобы найти проекции полного уско 
ах 4у 
АЕ’ ‘а’ 


42 
я;’ причем надо заметить, что кроме переменных х, у, 2 со вре- 


рения на оси координат, составим первые производные от 


менем будут изменяться и факторы р, “ г: 


ах а /ах 44, го. 
ПР» =в-я(а)-=4: Ут 
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а 42 
Подставив в это равенство вместо г и у их выражения из фор- 


мул Эйлера, находим: 
а аг 
пра = У-Е 9 (фу— 4х) —г(гх—р2). 
Чтобы представить это выражение в более симметричной форме, 


прибавим ко второй части --р®х и —р?х и напишем его в сле- 
дующем виде: 


пр = Че рр ау га) — (0? а") х. 


Но рз- 9*-- г? = о?; поэтому, по аналогии написав выражения 
и для других двух проекций, имеем; 


‚ _@ а 
пра == р 2 — У-- р(рх-- Чу гг) — вх, 
4 4 
при = я — а а(рх-Нау- гг) —ч? , 


4 а 
пр. = ру — их г(рх-Е Чу -- гг) — вг. 


Эти формулы и дают величины проекций ускорений. 
Разобьем вторую часть каждого уравнения на две части и назо- 
вем одну оке вектора 1 а другую — проекцией вектора Я: 


Г. а а 
пры/ — 49 бе, при =; х— И, при = у— 97 “Тх; (86) 
прьй == р(рх--ау-Ё гг) — вх, 
Руй = 4 (рх-Е ау-[р гг) — ®?у, (87) 


прьй = ^ (рх-- чу - гг) — 2. 


Если существуют такие равенства, то, конечно, / =7--й, т. е. пол- 
ное ускорение есть геометрическая сумма векторов [и Й. 

Рассмотрим теперь, какой механический смысл имеют векторы 
и Я. Из группы П имеем: 


ва == (рой) (пруй)? - (прьй)* == 

= р (рх ЧУ "2-Е 9 (рх- чу ге (рх-4у- "2-Е 

-- ох? -|- вуз -- в422 — 

— 297 [рх(рх-Е 4у- г2) + чу (рх-- Чу г2)-| гг (рх-р Чу - г2)] == 

= (р 9? 7) (рх-- ду гг вр) — 

— 20° (ря чу -[ гг). 
Так как рз-|- 98-7? = в?, то 
23 — в (м? уф 22) — а? (рх -- ау-|- 2)". 
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Преобразуем это выражение, взяв за скобки ®“*АЮ?, где 


К ха у 27, 


и А есть расстояние точки М от начала координат. Имеем: 
1 
аа 1 — эва(рх-+ чу- 12| = 
= 4 |1 (РУ Г 2 
«К Ё (еж НЕ |. 


р 


В полученном равенстве факторы +, суть косинусы углов 


‚ 


2 

‚ р косинусы углов 
прямой ОМ с теми же осями, поэтому если угол между ОБи ОМ 
обозначим через 0, то 


[1 г 
% [6 
ху 
мгновенной оси ОЁ © осями координат, а ЗА: 


Пользуясь этим, имеем для А? следующее выражение: 
#2 — 01? (1 — с0$8 6) = в? $126. 


Опустив перпендикуляр из М на ОЁ, видим, что ММ==р==АЮ 10, 
откуда ЮЗ зи 0 =р? и, следовательно, #2 == а4р?, или 


Итак, вектор р представляет по величине центростремительное уско- 
рение точки М, если ось ОЁ и ® не меняются. Докажем, что В 
направлено по р. Чтобы обнаружить это, убедимся, что вектор й 


— 
перпендикулярен к оси ОД. Если это так, то соз(й, Ё) должен быть 
—^ 
равен нулю. Поэтому покажем, что со$ (#, Ё)=0. Имеем: 


пр..й п пр. г 
с0$ (й, рт Ри ри ы —. 


Подставив во второй части выражения для пр»й, пр,й, пр,й и взяв 


1 
за скобки 2в? Получим: 


соз(й, 1) = т [* (рх-Е чу-Е гг) — рха*- 94° (рх-- чу гг) — 
— ду г? (рх Н ау- 2) — гео] = 
= Р-Р (хдд фа ряду гг = 


= о (ра фу) — в (ряду те =. 0—0. 


138 ГЛ. У. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЙ СИСТЕМЫ [Ч 1 


Таким образом мы доказали, что вектор # направлен перпенди- 
кулярно к ОЁ, но это еще не доказывает, что он направлен по р, 
потому что # может занимать разные положения в плоскости, про- 
веденной через М перпендикулярно к ОГ. Чтобы вектор В был на- 
правлен по р, нужно еще обнаружить, что он лежит в плоскости 
ОММ, а тогда он должен быть перпендикулярен к скорости © точ- 


—^м 
ки М, т, е. соз(й, 9) должен быть равен нулю. Докажем, что 


© прой 1 ах при 14  прй 142 
Со (И, 9 Рио ош 


Возьмем во второй части за скобки — и подставим вместо 
пр»й, пруй, прьй, 
4х 4 4 
? а 1 


известные нам выражения. Тогда 


сз (й, в) == Е (р (рх-Е чу-Е г2) — хо (4г— гу) 
+ 9 (ря 4у-[ гг) — ув? (гх — рг)-+ 
Е и (рх-Е чу гг) — 20 (ру— ах)} = 
= я [(рх -- Чу-{ г2) (раг—ргу-{ 9гх—ар2-Е- гру—гах) — 
— ®* (42х -- гху- руг — 4х —гху — ру?)]. 
По сокращении имеем; 


м 1 
оз (й, 9) = 2..0 ==0. 


Итак, доказано, что вектор й лежит в плоскости ОММ и перпен- 
дикулярен к ОЁ; поэтому он направлен по р и представляет центро- 
стремительное ускорение. : 

Рассмотрим теперь вектор Г, Проекции этого вектора на оси 
координат имеют такие же выражения, как и в формулах Эйлера. 
Отсюда можно заключить, Что вектор { выражает линейную ско- 
рость точки М, если мы станем вращать тело вокруг некоторой 


оси с угловой скоростью ©’; это движение характеризуется тем, 
что 


4 а’ 
про =. пруо’ = = ‚ пр’ =- 


Ё? 
,__ ар} 44} РТА 
® — (=) +(2) + (4%). 


откуда 
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Полученные из сделанного анализа результаты можно резюмировать 
следующей теоремой Ривальса. 

Теорема Ривальса. /7олное ускорение точек неизменяемой 
системы, имеющей неподвижную точку, слагается геометрически 
из двух векторов: 1) вектора, представляющего центростреми- 
тельное ускорение, которое имела бы точка, если бы направление 
мгновенной оси и угловая скорость вращения не изменялись, и 
2) из вектора, представляющего линейную скорость, которую 
получила бы точка при вращательном движении с угловой ско- 


‚ар 94 а 
ростью, слагающие которой суть: Е где р, 9, г суть 


проекции на оси координат действительной угловой скорости. 

$ 5. Ускорения точек свободной системы. Вообразим две си- 
стемы прямоугольных осей координат, как это мы делали при иссле- 
довании скоростей точек свободной неизменяемой системы, из кото- 
рых первая система Охуг неподвижна, а вторая О’, неизменно 
соединенная с телом, подвижна. Если обозначим через я, В, { коор- 
динаты подвижного начала по отношению к неподвижным осям, то 
проекции скорости точки /М(ж, у, =) тела на неподвижные оси 
выразятся формулами: 


(уф, | 
О В р(2-—9), (88) 
а (2 


Е ру 9—9 (8—9). 


Чтобы найти проекции ускорений на оси координат, составим вто- 
рые . производные от (х— а), (у— В), (2—1), или, что одно и то 
же, возьмем производные от наших формул, выражающих проекции 
скоростей. Имеем: 


|: — а (у— 
еб ОВ. 


Последние два члена второй части полученного выражения пре- 
образуем, пользуясь формулами (88): 


@ (х —а а а 
ие 


На [р (у — В) —49 (х— а) — г [г (х— а) —р(2— 1). 


Прибавив во второй части -|- р*(х—а) и —р*(х —@а), предста- 
вим это равенство так: 


42 (х — Г. а 
Че -—то—+ 


-ЕР[р (х— 9 (уф (2— 1) -— (Пи —®. 
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Но 
2 (х—а) _ @х а. 
ав а а 


42а о 2 
перенеся во вторую часть = и заметив, что р?-- 92 -- г? ==”, най- 


дем окончательно: 


я е—9 Е 
рев -Ечы—В--ге——и— 99. 


Аналогично с этим выравятся и проекции полного ускорения на оси 
Оу и О-г. 

Чтобы удобнее рассматривать геометрическое значение этих формул, 
допустим, Что в рассматриваемый момент времени начало подвижных 
осей координат совпадает с началом неподвижных, т. е. а == В === 0. 
Тогда проекции ускорения на оси выразятся следующими формулами: 


хе а. 

па г У-р(рх-- 4-72) — айх, 
Е а 

Чи == а ионы, 
422 


р 4 
ПЕ г (ру — ой. 


Эти формулы дают теорему: 

Теорема. /7олное ускорение точки свободного твердого тела 
слагается геометрически из двух. векторов, из которых один пред- 
ставляет полное ускорение какой-либо точки тела, принятой за 
начало координат, а второй представляет полное ускорение рас- 
сматриваемой точки, определяемое по теореме Ривальса, в том 
предположении, что начало подвижных осей координат неподвижно. 
Это очевидно из сличения полученных формул с формулами 6 4. 

$ 6. Аналитический вывод параллелограмма скоростей. Пусть 
материальная точка М движется по своей траектории АВ (фиг. 108) 
относительно осей О’, которые движутся как-нибудь в пространстве 
относительно неподвижных осей Охуг. Напишем формулы перехода 
от осей Охуг к осям О’, заметив, что косинусы девяти углов 
выражаются таблицей 5 1: 


хеа- Ра <. (89) 


Чтобы определить проекцию на ось Ох скорости абсолютного 
движения, возьмем производную от формулы (89), причем заметим, 
что все факторы во второй части будут переменными. Действительно, 
$, 1, © меняются, так как точка М движется по траектории АВ отно- 
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сительно осей О’; а, а, 6, с меняются потому, что система О’, 
сама движется относительно осей Охуг: 


_ ах _ 4 | аа а 4 [3 аз % 
пра == ее Ре ара Нас 


Составим проекцию на ось Ох относительной скорости, которую 
получим, предположив, что оси О’ остановлены, а точка М дви- 
жется по своей траектории АВ относительно осей О’. Для этого 


Фиг. 108. 


берем производную от выражения (89), причем о, а, д, с не меняются, 
так как оси остановлены, а меняются только & т, С: 


__ _ @ Чл |1 
пПрой = а; еж е;. 


Подобным образом найдем проекцию на ось Ох скорости в дви- 
жении переносном, для чего допустим, что точка М на своей траек- 
тории АВ неподвижна, т. е. $ \, © не меняются, а оси О’, дви- 
жутся относительно Оху2, т. е. меняются а, а, 6, с: 


йа аа 46 @с 
прое = иаеРа" Рае 


Сравнивая три полученные уравнения, заметим, что первые четыре 
члена уравнения первого составляют вторую часть уравнения третьего 
и потому равны пр, а последние три члена уравнения первого 
составляют вторую часть уравнения второго и потому равны прод. 
Пользуясь этим соображением, уравнение первое можно написать так: 


прао == прьй -- прим. 
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То же самое получим и для проекций на двух других осях координаг, 
откуда очевидно, что 
о=и-- 


или скорость абсолютного движения слагается геометрически, т. е. 
по правилу параллелограмма, из скорости относительного движения 
и из скорости переносного движения. Это и есть теорема параллело- 
грамма скоростей, разобранная уже нами выше. 

$ 7. Центр ускорения, Как известно, центром ускорения назы- 
вается точка, не имеющая в данный момент ускорения. 

Возьмем формулы Эйлера, выражающие проекции скорости © на 
оси координат: 


пр.о =92 —ту, пруо=тгх—рг, про =ру —— 9х. 
Пусть мы имеем частный случай — движение параллельно пло- 
скости Оху; тогда пр;о ==0, а следовательно, р==4 ==0, и из вы-` 


ражения 
& = У 2 иг 


получаем «==. Кроме того, если тело движется параллельно Оху, 
то всякая точка тела находится на постоянном расстоянии от пло- 


2 
скости Оху, а потому 1 == 0. Заметив, что координата 2 =/ начала 


42 
подвижных осей не меняется, можем сказать, что — ЧЕ 


напишем проекции полного ускорения на оси координат 


4? @2 а а 
аа 2 — чу НР (рх-- ау 22) — ах, 
4? 9? а 

“яз = На" —еа--а(рх-Е ау + г) — а? , 


т = 0. Если теперь 


р ар. 
Яй= и Е? Я х--(рх-| ЧУ-- гг) — в? 


и сделаем подстановки согласно только что сказанному, то получим: 


2х __ 42а йо р ) 

аа — ат шт 

Фу _ 48 | 4 

тих 9, (90) 
422 

м“ - 0. 


@х _ Фу 
Так как для центра ускорения 5 == ав — =0, то, приравняв вторые 


части формул (90) нулю, определим хи у— координаты центра 


ускорения: Фа, 8 4 48 9 фа о 
Я 9 ай 4 о 
— Я5\2 ? > @ч\а ° 
“+ (а) “+ (а) 
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Перенесем начало координат в центр ускорения, пользуясь формулами 
перехода: 


Яя, уу, 


где Хх, у суть координаты нового начала (центра ускорения) по старой 
системе. Получим формулы (99) в таком виде: 


Но х и У обращают в нуль суммы первых трех членов этих формул, 
и потому 

ах 4® , а. р 
зи = ШУ —0х, пех" ву (92) 


Так выражаются проекции полного ускорения на оси координат, если 
начало координат помещается в центре ускорения и если движение 
совершается параллельно плоскости Оху. 


[2] 
Пусть угловая скорость постоянна, т. е. Е, тогда проекции 
полного ускорения примут вид: 
42х 4?у 
3х7 — 2 
ав Хх, = ®У, 


отсюда 


У” у". 


Обозначив расстояние от начала координат (центра вращения) до 


точки, ускорение которой рассматриваем, через р (радиус вращения), 
имеем: 


]== р, где р= Их” у”. 


Мы видим, что полное ускорение есть центростремительное, напра- 
влениое к центру ускорения. 

$ 8. Аналитическое доказательство теоремы Кориолиса. Мате- 
риальная точка движется по траектории, отнесенной к осям О’, 
которые в свою очередь движугся относительно осей Охуг. Составим 
проекцию на ось Ох полного ускорения в абсолютном движении. Для 
этого берем формулу, выражающую координату х через & 1, : 


ха жом (89) 


и дифференцируем ее два раза, в предположении, что а, а, 6, с, & 
*› © суть функции времени, т, 6. что точка движется по некоторой 
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траектории относительно подвижных осей, а эти последние вместе 
с траекторией относительно неподвижных осей: 


4х а ‚ Фа 436 42 
про/ = пай Гаага Рав 
4% И 4% аа & , 46 1, 4% 
На-На ст + (щатча+ ия). 99 
Определим теперь проекцию на ось Ох полного ускорения в отно- 
сительном движении, Это ускорение мы можем получить, остановив 
оси О’ и двигая точку по ее траектории так, как она должна 
двигаться. Поэтому мы возьмем вторую производную от формулы (89), 
считая я, а, 6, с ва постоянные, &, т, Г—за переменные. Назовем 
полное ускорение в относительном движении через 2, тогда 


а, 4% 
пров == ая а-я (94) 


Составим, наконец, проекцию полного ускорения на ось Ох в дви- 
жении переносном. Это ускорение мы можем получить, если соединим 
неизменно рассматриваемую точку с осями О’, а последние будем 
двигать так, как они двигались. В таком случае со временем «, а, 
6, с будут изменяться, а &, 1, © остаются постоянными. Берем поэтому 
вторую производную от формулы (89), считая за переменные а, а, 
5, с. Называя ускорение в движении переносном через {[, имеем: 


о ‚ Фа 4 4 
пр = ааа К авя-Ная с. , (95) 


Сравнивая найденные уравнения (93), (94), (95), замечаем, что первые 
четыре члена уравнения (93) составляют вторую часть уравнения (95), 
а потому равны пр»/, а следующие три члена уравнения (93) — вторую 
часть уравнения (94) и равны пр„е. Переписываем уравнение (93), 
составляя аналогичные выражения для пр,/ и пр, /: 


да & 4 ат 4 % 
пр) = пр прыв 2 (“рае Нара), 


__ Ча, @& а @1 41 
пр == при прув -- 2 (ана, 


ао а а 4 4. %& 
пр,/ == при + пр, 2 (ана. 


Разъясним геометрическое значение членов, заключенных в скобки, 
Докажем, что эти члены представляют проекции на оси координат 
так называемого поворотного ускорения. Напишем обратные формулы 
для перехода от осей О’ к осям Охуг: 


=а(х—“)-- а, (у—В а. (2—7, 
миф и о—Э- (2—7, 
Не-а о -+ы@-—9. 
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Допустим сначала, что оси О’, неподвижны, а точка сохраняет свое 
|” 
движение по траектории. Тогда д, =, г будут представлять проек- 


ции скорости и на оси координат О’. Дифференцируем по времени 
написанные нами уравнения, допустив, что оси О’ЁЛЕ неподвижны, 


т. е. я, а, 0, с — постоянные величины; за переменные будем считать х, 
х @у 42 
У, 2, причем т, пр и -; заменим соответственно через прьй, пруи, 


при. Имеем: 
& 
я =4 при -- а * пруй -- а + прьи, 
—0. пр»й -- 6, * при -- в * прьи, 


4 
в с. пра -- с, * пруй - с * прьй. 


Подставив эти величины в выражения членов, содержащих проивве- 
ения производных, отобрав коэффициенты при пр»и, пруи, пр.и, 
получаем: 


да 4 445 _ 
(пая я ати) ты НЯ Но) 
+2 тру (1 ча На ыы (нь нь г 


Пользуясь соотношениями между девятью косинусами и их производ- 
ными, которые были получены нами при выводе формул Эйлера, 
видим, что во второй части найденного уравнения первая скобка есть 
нуль, вторая есть —г и третья есть 4. 
Обозначая первую часть через пр„Ё, имеем: 
пр. = (9 * пр,в —г, при), 
аналогично: (96) 
при =2(г * прьй — р * прьй), 
пр, = 2 (р. пруй — 4 * прьй). 
Таким образом: 
пр»/ == пр»/-- пре -- прок, 
при/ == при! -- прий -Е пру^, 
пр. / == пр»/ - прье -[- пр,^. 
Отсода следует: 
1 = Е *. 
Остается показать, что Ё есть поворотное ускорение. Для этого 


воспользуемся формулами (96) и предположим, что начало неподвиж- 
ных осей координат взято в рассматриваемой точке и ось Ог напра- 


10 Зак. 2984. Н. Е. Жуковский: 
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влена по мгновенной оси вращения (фиг. 109), а и лежит в плоскости Огх. 
В этом случае в формулах (96) нужно положить 


р==4==0, Г— о, 
ибо р, 4, г суть проекции мгновенной угловой скорости ® на оси 


2 координат, Так как ий ле- 
жит в плоскости Огх, то 


прий == ит 6, 
пруй == 0, 
пр.й == исо$0, 
где 9 есть угол между и 


и г. Вставим эти резуль- 
таты в формулы (96), 


тогда 

прай == 0, 

при = 2аи эп 6, 

пр. == 0. 

Из этого видно, что 
фиг. 109. вектор № направлен по у 


и равен 2оизш6. Этот 
вектор получим, проектируя и на плоскость Оху, потом умно- 
жив на 2® и повернув на прямой угол вокруг мгновенной оси О2 
в сторону вращения, а это и есть поворотное ускорение. Итак, мы 
аналитически доказали теорему Кориолиса, 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ СТАТИКА, 


ГЛАВА 1. 
ОБЩЕЕ ВВЕДЕНИЕ В СТАТИКУ И ДИНАМИКУ. 


$ 1. Определения. В статике рассматривается частный случай 
динамики — равновесие, когда несколько сил, ив которых каждая 
в отдельности могла бы произвести движенне, взаимно уничтожаются 
и тело остается в покое. В ней излагается также учение об изы- 
скании сил, производящих одинаковое действие с данными, или 
учение о так называемых эквивалентных силах. 

‚Силами называются причины, приводящие фивические тела 
в движение или изменяющие уже имеющееся движение их!). Силы 
могут быть весьма различны по своей природе: тяжесть, мускульная 
сила, животная, сила ветра, упругая сила пара, электричество и 
магнетизм. Но в механике ме занимаются исследованием различной 
природы сил и считают тождественными все те силы, которые сооб- 
щают одному и тому же физическому телу одно и то же движение. 
Наблюдение показывает, что источник всякой силы заключается 
в другом теле, которое оказывает влияние на двигаемое тело или 
непосредственно касаясь его (действие ветра на крылья мельницы, 
пара — на поршень паровой машины и т. д.), или действуя при по- 
средстве материальных связей (тяга лошади, запряженной в экипаж), 
или без посредства видимых связей — действие на расстояние (все- 
мирное тяготение, магнетизм). Таким образом, под словом «сила» 
надо разуметь действие одного тела на другое. 

Между силами, действующими на тело, те, которые производят дви- 
жение, называются движущими силами, или двигателями, в отличие от 
сопротивлений, т. е. сил, препятствующих движению. Если, например, 
мы поднимаем гирю, то сила мускулов руки, производящая движение, 
будет двигателем, а вес гири, направленный вниз, — сопротивлением. 


1) В настоящее время такое определение силы не принято, так как оно 
может давать повод к неправильному представлевию о силе как о некоторой 
субстанции, существующей наряду с материей и являющейся причиной дви- 
жения материи. На этой же странице, весколько ниже, Н. Е. Жуковский 
правильно отмечает, что под словом сила надо понимать действие одного 
тела на другое. (Прим. ред.) ^ 

10* 


148 Гл. 1. ОБЩЕЕ ВВЕДЕНИЕ В СТАТИКУ И ДИНАМИКУ Ч. и 


Будем сначала рассматривать твердые тела и посмотрим. каким 
образом мы можем приводить их в движение. Чтобы сделать это 
вполне определенным способом, мы привязываем к некоторому месту 
в теле нить и натягиваем ее в какую-нибудь сторону с известным 
усилием. Место прикрепления нити может быть уменьшено, и мы 
можем мысленно представить себе одну материальную точку, на 
которую непосредственно действует весьма тонкая нигь. Такая точка 
называется точкою праложения силы. Хотя сила действует непо- 
средственно только на одну точку, но приводит в движение все тело, 
убо каждая точка твердого тела неизменно соединена с остальными 
так, что ни одна частица его не может двигаться отдельно от других. 

Если тело не стеснено никакими условиями и может одинаково 
удобно перемещаться во все стороны, то оно называется свободным. 
Несвободное Тело подчинено 
каким-либо условиям, и для 
него не все перемещения воз- 
можны. 

Направленье того движения, 
которое сила сообщила бы сво- 
бодному Телу, рассматривае- 
мому как материальная точка, 
дейсгвуя на него одна, назы - 
вается направлением силы. Так, 
вертикальное направление есть 
направление силы тяжести, ибо 
по этому направлению падают 
тела, подверженные исключи- 
тельно действию своего веса, 

Точное определение вели- 
чины силы получим, устано- 

Фиг, 110. вив понятие о равных и крат- 

ных силах. Равными мы назы- 

ваем такие две силы, которые, действуя на одну и ту же точку при- 

ложения в одном и том же направлении, сообщают телу одинаковое 

движение, или (как иначе говорят) одинаковые ускорения. Другими 

словами, равными силами называются такие, которые, будучи прило- 

жены к одной точке и направлены в прямо противоположные стороны, 

уравновешиваются; п-кратною силою навываем мы одновременное 

действие на одну и ту же точку приложения в одном и том же на“ 
правлении # равных сил. 

Если сила не изменяет с течением времени ни своей величины, 
ни своего направления, то она называется постоянной силой; в про- 
тивном случае — переменной силой. 

Величина силы определяется из сравнения данной силы с силой, 
принятой за единиду. Принимая за елгницу силы такую силу, с кото- 
рой Земля притягивает один килограмм, мы скажем, что сила тяжести, 
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действующая на 1 кг, выразится числом и. Всякая другая сила, сооб- 
щающая твердому телу такое ускорение, какое оно получило бы от 
силы в ке, выразится числом 2. 

Для практического определения величины силы употребляются 
приборы, называемые динамометрами. На фигуре 110 представлен 
динамометр Понселе. Он состоит из пружины АВС, к которой при- 
креплены две дуги аб и с4. Первая дуга соединена неподвижно 
в точке а и проходит сквозь другой конец в точке е; вторая же дуга не- 
подвижно укреплена в точке с и проходит через другой конец пружины 
в точке Х. В точке @ прикреплено кольцо, а в точке № — крючок. 

Так как измерение какой-либо силы производится обыкновенно 
посредством сравнения ее с весом и за единицу силы принимают 
единицу веса, то, закрепив кольцо дина- 
мометра и привешивая на крючок грузы 
в 1, 2, 3, 4,... килограммов, мы будем 
наносить против точки } на дуге с4 де- 
ления, отмечая их соответственными циф- 
рами 1, @, 3, 4,... 

Когда же нам нужно определить неиз- 
вестную силу, то мы, укрепив кольцо ди- 
намометра, тянем неизвестной силой ва 
крючок; тогда деления / укажут нам ве- 
личину силы в килограммах. В этом дина- 
мометре мы пользуемся тем началом, что 
две уравновешивающиеся силы равны 
между собой. Сначала некоторый опреде- 
ленный Груз, стягивающий до некоторой 
степени пружину АВС, уравновешивается 
ее упругостью, потом пружина, стягиваю- 
щаяся до той же степени, что и под дей- 
ствием груза, уравногешивает собой не- 
известную силу; следовательно, величина 
неизвестной силы равна величине груза. 

Для измерения больших сил употре- 
бляется обыкновенно динамометр Реньо Фиг. 11. 

(фиг. 111). Он имеет в своей конструк- 

ции ту же основную мысль, что и динамометр Понселе; только в нем 
пружина имеет иную форму, и деления указываюгся стрелкой, соеди- 
ненной с пружиной посредством особой системы рычагов, которыми 
стрелка, передвигающаяся по циферблату с легким трением, толкает 
вперед, но не идет назад, когда сила перестает действовать. 

В механике обыкновенно представляют силу графически отрезком 
прямой линии, проведенной из точки приложения силы О (фиг. 112, а} 
в сторону ее направления ОА. Длина же отрезка пропорциоиальна 
величине силы. Если, например, условимся выражать силу 1 кг отрезком 
1 ми, то силы Т, ©, В (фиг. 112, 6) в 10, 15 и 30 же, приложенные 
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к точкам А, В, С, могут быть предсгавлены прямыми линиями 
длиной 1, 11/., 8 см, ..., проведенными через эти точки в напра- 
влении действия сил. 
Отрезок прямой, данный по величине и направлению, называется 
в геометрии вектором. Так как сила выражается подобным отрезком 
ОА, то можно сказать, Что с геометрической точки зрения сила есть 
вектор. 
Если на тело действует одновременно несколько сил, то такое 
собрание сил называется системой сил. Одна сила, сообщающая твер- 
дому телу то же движение, какое 
й д сообщает ему данная сисгема сил, 
называется  равнодействующей 
этой системы сил. Две системы 
а сил, сообщающие одному и тому 
же телу одно и то же движение, 
7 называются эквивалентнымц. 
Если подобные две сисгемы при- 
ложены одновременно к одному 
—=— А и тому же телу в противополож- 
ные стороны, то они уравновеши- 
8 ваются. 
. $2. Основные законы меха- 
р 0 ники. 1. Закон инерции. Ма- 
Фиг. 119. териальная точка сама по себе не 
может изменить свою скорость. 
Отсюда следует, что покоящаяся точка, т. е. точка, которая вовсе 
не имеет скорости, будет пребывать в покое, пока на нее не подей- 
ствует внешняя сила. Если она движется, то без действия внешней 
силы будет продолжать двигаться прямолинейно и равномерно. Если 
она описывает некоторую криволинейную траекторию под действием 
внешней силы, то по прекращении действия этой силы будет дви- 
гаться по касательной к траектории со скоростью, которую имела 
в момент прекращения действия силы. 
Н. Закон независимости действия сил (закон совмест- 
ного действия сил)!). 
Если сила действует на точку, движущуюся по инерции или 
от действия других сил, то точка получает движение, которое 
слагается кинвматически из прежнего движения и того движения, 


1) Здесь Н. Е. Жуковский отступает от классического изложения меха- 
ники: за второй основной закон мехаиики он прииимает закон независимости 
действия сил, а не второй закон Ньютона, согласно которому изменение ко- 
личества движения пропорционально приложенной силе и происходит по на- 
правлению действия силы. Ниже, в $ 3 (стр. 152—158), Н.Е. Жуковский из- 
дагает существовавшие в его время попытки вывести закон Ньютона из за- 
кона независимости действия сил, Однако такой вывод в действительности 
невозможен. (Прим. ред.) 
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которое бы одна эта сила сообщила точке, не имеющей начальной 
скороспиг. При этом траекторию первого движения нужно двигать 
поступательно со скоростью 

второго движения. 7.) 0) 

Если, например, материаль- 
ная точка от действия некото- 
рых сил и вследствие началь- 
ной скорости описывает траек- 
торию АВ (фиг. 113) так, что 
во время Ё проходит путь 45$, 
то при прибавлении новой силы, 
которая бы заставила нашу точ- д $ 
ку без начальной скорости опи- 
сывать траекторию АС так, что Фиг. 113, 
во время # она прошла бы путь 
А$\, точка получит сложное движение по траектории АЁ. При этом 
положение точки во время Ё найдем, проведя кривую $5,2 параллель- 
но АВ, отложив $5,5 =$. 

Если точка М движется р 7 в 
по инерции (фиг. 114) и в мо- 
мент прохождения ее через 4 
на нее начинает действовать 
сила притяжения Земли, то, 
подчиняясь обоим движениям, % р 
точка М совершает дальше 5, “= 
сложное движение по пара- 
боле АЕ. 

Эти два первые закона ме- Фиг. 114. 
ханики были открыты Га- 
лилеем при наблюдении движения тел, брошенных под углом к го- 
ризонту. 

Ш. Закон действия, равного противодействию. 
Две материальные точки действуют друг на друга по прямой, 
их соединяющей, с силами, рав- 
ными и направленными в проти- 8. 
воположные стороны. 

Если материальная точка А .-- 2: 

(фиг. 115) действует на материаль- Г. 5” 
ную точку В с силой Р, напра- 4-7 
вленной по АВ, то магериальная -^ 
точка В будет, в свою очередь, Фиг. 115. 
действовать на материальную 

точку АД с силой Р”, которая равна Ри направлена в прямо противо- 
положную сторону. Эгот замечательный закон был открыт Ньютоном. 

Если материальная точка стеснена некоторыми геометрическими 
условиями, например, должна находиться на определенном расстоянии 
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от некоторой прямой или точки, или не может сойти с некоторой 
поверхности, то такие условия называются геометрическими связями. 
Связи могут быть освобождающие и неосвобождающие. Если, иа- 
пример, точка стеснена условием, состоящим в том, что она должна 
находиться на поверхности сферы, то это будет связь неосвобождаю- 
щая, а если точка, не имея возможности сойти с поверхности наружу, 
тем не менее может сойти внутрь (если, например, она привязана 
к неподвижной точке на гибкой нити), то эта связь будет освобо- 
ждающая, 

Эффект связи может быть заменен силой, которая будет нормальна 
ко всем возможным перемещениям, не освобождающим точки от 
сЕязей; так, если точка должна все время находиться на некоторой 
линии, то эта связь может быть заменена силой, перпендикулярной 
к линии. Закон этот относится только к связям без трения. 

Если много материальных точек связано между собой, то мы 
имеем Механическую систему. Эффект связей системы может быть 
заменен силами, Кроме того, если мы имеем связи без трения, то 

1) ко всякой системе можно прибавлять и отбрасывать уравно- 
вешенные силы, не нарушая действия других сил; 

2) если система в равновесии, то к ней можно прибавлять вся- 
кие связи, не нарушая равновесия; эти два предложения ясны сами 
собой; у 

3) если система движется, то к ней могут быть прибавлены 
геометрические связи, не препятствующие движению. Так, если точка 
движется по линии, то мы можем прибавить условие, чтобы точка 
не могла сойти с поверхности, на которой лежит эта линия. Ясно, 
что от этого движение не изменится. 

Следствие, Из третьего основного закона механики следует: 
если мы имеем две материальные точки Ви В’ (фиг. 116), не- 
изменно соединенные, то они будут находиться в равновесци 
под действием сил Ри Р’, равных между собой и направленных 
8 противоположные стороны. 


Фиг. 116. 


Связи мы можем заменить силами, предположив, что точки не свя- 
заны, но действуют друг на друга с силами @ и ©’, которые по 
третьему закону должны быть равны: © == (.. 

Положим, что РО, тогда Р’ 0’; в этом случае точки рас- 
ходились бы. Если предположим, что Р <, что обусловливает 
другое неравенство Р’< О”, то в этом случае А и В сходились бы. 
Но так как расстояние между точками согласно условию не может 
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меняться, то необходимо, чтобы было Р=0О и Р’==0”, вследствие 
чего силы, действующие на ту и другую точку, уравновешиваются, 
и система будет находиться в равновесии. 

$ 3. Действие силы на материалбную точку. Теорема!). Сила, 
постоянная по величине и направлению, сообщает точке, не имею- 
щей скорости или обладающей ею по направлению силы, прямо- 
линейное и равномерно переменное движение. 

Что движение будет прямолинейное вытекает из понятия о посто- 
янстве направления силы. Докажем, что это движение будет равно- 
мерно переменное. 

Пусть сила и материальная точка таковы, что в бесконечно малый 
промежуток времени < сила может сообщить материальной точке ско- 
рость Ао. Так как сила постоянна, то Ах может зависеть только от ^, 
но не от & и, следовательно, предел отношения 


будет величиной постоянной, не зависящей ни от Ь ни от т. Для 
бесконечно малого промежутка времени ‹ имеем: 


4 а», или Аон=т(е- а) == дт-- ет, 


Где ‹ обращается в нуль вместе с ‹. Следовательно, по сказанному 
выше, скорость движения точки в момент {--т выразится так: 


оо. 


Эта же скорость может быть представлена в виде /” (Е-- <), поэтому 
получаем соотношение: 


ила 
Разлагая первую часть в ряд по строке Тейлора, имеем: 
РОО" 0+... ЛО 
Сокрашая на [ (1 и деля на <, получим: 
РОУ... = 
Предполагая, что т стремится к нулю, имеем е==0; следовательно’ 
Го=Е. 


Интегрируя это выражение, получаем: 


= -НС, 


1) По поводу этого параграфа см. сноску на стр. 150, (Прим. ред.) 
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где С есть некоторая постоянная величина. Если =0, то скорость 
®==9,, так что С==%% и, следовательно, 


ах 
® = ==. 


Для определения пройденного пространства имеем дифференциальное 
уравнение: 

4х = 9 4#-- ав 
интегрируя, получим: 


хо йе С, 


Если при #==0 величина х==х., то С; ==х,. Таким образом, полу- 
чаем окончательное выражение для скорости и пространства при 
движении под действием постоянной силы: 


9 = 9, - 8% хех 


Эти уравнения показывают, что искомое движение равномерно пере- 
менное; оно будет ускоренное или замедленное, смотря по знаку в. 

Теорема. Две постоянные силы сообщают одной и той же 
материальной точке равномерно ускоренные движения, ускорения 
которых пропорциональны величинам сил. 

Пусть на некоторую материальную точку действуют порознь 
силы Ри Р’, и положим, что первая сообщает точке ускорение в, 
а вторая ускорение 5’. Пусть силы соизмеримы и общая мера их р, 
так что Р==пр, Р’==ип’р. Если силы несоизмеримы, то всегда можно 
выбрать р настолько малым, чтобы, положив 


Р—пр=0 и Р’—ир=ь 


величину & сделать менее всякой данной величины. Пусть на точку 
действует сила р и сообщает ей равномерно ускоренное движение 
с ускорением №. Тогда путь, пройденный точкой от действия силы р 
ва время 2, выразится так: 
Я 

$1 = 
Если бы действовали две силы р, то по второму закону пройденный 
путь был равен 


«=? 
и т. д. Следовательно, от действия сил Р и Р’ пройденный путь 


будет: 


ЕР ‚ РВ 
$ —й И $’ == В =. 


Сравнивая эти формулы с обычной формулой равномерно ускоренного 
движения 


1 
$ = 86, 
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видим, что в ==иА и в’ ==н’В. Прежде мы имели 


Ро Ир п 
Р’Т пр п’° 
| пПЁ п 
= — ЕЕ, следовательно* 
Р |: Р р’ 
-рт == 7 ИЛИ д = = = с019. 


Теперь получаем, что 


Итак, для одной и той же точки отношение ускорения к силе есть 
величина постоянная. Эта величина присуща самому телу, характери- 
зуя его; она, как увидим далее, может быть принята за массу тела. 

Теорема. Если две различные силы сообщают двум различ- 
ным точкам одинаковые ускорения, то массы точек будут отно- 
сшаься, как силы. 

Массой тела называется количество материи, в нем заключаю- 
щееся !). Пусть массы точек будут т и п’; общая мера этих масс пусть 
будет 4, так что ш==ид и т’=1’9. Пусть точки под влиянием 
сил Ри Р’ движутся с ускорением 2. Назовем силу, сообщающую 
массе 4 ускорение я, через р. Масса т заключает в себе п таких 
масс; поэтому для сообщения ей ускорения 2 надо к каждой точке 
ее приложить силу р; и всего таких сил будет п, что по определению 
составляет силу Ре=ир. Точно так же для того, чтобы сообщить 
точке Ир =зи1’4 ускорение ©, нужно силу Р’==п’р. Так как 


— == — —— =—— 
РР трой т т п’ ' 
то 
Р т 


что и требовалось доказать. 

На основании предыдуших теорем можно вывести, как выражается 
сила через ускорение и массу. Пусть опять нам даны две точки т 
и’, и на каждую из них действуют две силы, а именно: на точку т 
сила Р с ускорением © и сила с ускорением #; на точку же т’ — 
сила © с ускорением 5 и сила <” с ускорением Ё. Для сил © и С’, 
действующих на одну точку, имесм соотношение: 


@=+. (а) 


1) Такое определение массы, принадлежащее Ньютону, с современной 
точки зрения ограниченно, так как Оно предполагает, что вся материя со^ 
стоит в конечном счете из однородных частиц, Современная наука определяет 
массу как характеристику инертности тела, а также как величину, опреде- 
ляющую силу тяготения. Кроме того, масса тела не является неизменной, как 
полагал Ньютон, а зависит от состояиия движения тела. Однако последнее 
обстоятельство играет роль только при скоростях, сравнимых со скоростью 
света, и учитывается в теории относительности. (Прим. ред,) 
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Далее силы Ри @, как сообщающие двум различным массам одно 
и то же ускорение, относятся как массы, т. е, 


Р т 
= - Ъ 
=. ©) 
Равделив числитель и знаменатель первой дроби на 2, получим: 
т РЕ. 
т’ О’ 
9 — ©’ 
Но из условия (а) мы имеем =-ь. Подставив это сюда, получим: 
т Ру 
т? ОЕ’ 
или, помножив обе дроби на =, 
те Р 


т > ОГ 
Пусть сила ©’, равная единице, действует на точку массы т’ =1Т и 
сообщает ей ускорение Ё, также равное единице. Тогда мы имеем: 


Р= тв. (1) 

Это и есть искомое определение силы. Сила равна произведению 
массы на сообщаемое ею этой массе ускорение. 

Отсюда же получаем определение массы: если сила Р=Ё и 

ускорение “==1, то и масса т ==1, т. е. единица массы есть такая 


масса, которой сила, равная единице, сообщает единицу ускорения. 
Из формулы (1) имеем: 


В 
Отсюда вытекает размер массы: 
разм. [т] == [Р1, 871, &|, 


Из сказанного следует, что для определения массы стоит только 
подействовать на тело какой-нибудь силой и определить ускорение, 
которое при этом получает тело. Отношение силы к ускорению и 
будет выражать массу. Надо заметить, что силы измеряются килограм- 
мами, а ускорения в единицах метр/сек?. 

Рассмотрим величину, которую обыкновенно принимают в меха- 
нике за единицу массы. Нетрудно показать определение массы по 
весу тела. Известно, что все тяжелые тела падают в пустоте от при- 
тяжеиия Земли с ускорением, равным 9,8 м/сек. Вообравим себе 
какое-нибудь тело весом в @ кг, падающее под действием своего веса; 
тогда, чтобы узнать, сколько в нем единиц массы, надо вес его раз- 
делить на 9,8, и мы получим: 

—._@ 
т == 98" {3) 
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Таким образом, для определения массы по весу надо вес тела в кило- 
граммах разделить на 9,8. 

Положим теперь, что на материальную точку действует сила Р, 
переменная по величине, но постоянная по направлению, Докажем, 
что выведенная формула Р = и справедлива также и в этом общем 
случае. Очевидно, что если наша материальная точка чаходится 
в покое и если на нее действует сила Р, то произойдет движение 
прямолинейное, так как сила сообщает точке скорость по своему 
направлению, направление же силы Р постоянно. Отсюда заключаем, 
что движение нащей материальной точки будет совершаться по закону; 


х=/ 4. 

Будем рассматривать момент времени { и другой, весьма близкий 
к нему, #--*. В момент & сила, действующая на материальную точку, 
есть Р; пусть в момент #--з сила будет уже не Р, а некоторая 
другая, ©; по условию задачи сила переменна по величине. Положим 
ОЪР. Если бы в момент Ё сила перестала действовать, то точка 
стала бы двигаться по инерции с тою скоростью, какую бы она 
имела в момент прекращения действия силы, т. е. со скоростью 


%=# (4. 
Если бы, далее, в промежуток времени < сила не изменилась, то 
ускорение, сообщаемое ею, равнялось бы Е. Умножив > на *, мы 
получили бы приращение скорости за время <; это приращение было 


В 
бы равно т и вся скорость в конце времени +--х равнялась бы: 


го г с, (4) 


Но, написав такой результат, мы сделали бы ошибку, так как в конце 
промежутка времени т сила оказывается равной уже не Р, а О, т. е. 
к концу промежутка времени ° сила возросла на )— Р, так что, 
если бы мы приняли, что в течение промежутка времени ° действо- 
вала вся сила О, то к скорости (4) надо было бы прибавить еще 
член 

9— 


т а <. (5) 


Для получения истинной скорости мы прибавим не все количество (5), 
а лишь часть его: 


9-Р., 

т 
где О«=< 1 ие может быть выбрано, смотря по надобности. Таким 
образом, скорость в конце промежутка времени #-|- т, т. е, Г (#--*), 
выразится так: 


вы 
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Равзлагая /”(#-- <) в ряд по строке Тейлора, получим: 
— 3 
ОИ а 
Сокрантая, получим: 
Р о—Р м! ГА ы . 
И = О". 


лереходя к пределу, т. е. полагая т =0, и замечая, что в пределе О 
обращается в Ри @—Р в нуль, будем иметь возможность написать: 


Р и 


откуда и 
Хх 
Р==ту’ (= тоя тЕ. 


Остается рассмотреть случай криволинейного движения и узнать, ка- 
кова будет при этом связь между силою и полным ускорением. 
Докажем теорему. 

Теорема. Во всяком криволинейном движении движущая 
сила направлена по полному ускорению и равна произведению 
массы на полное ускорение. 

Пусть материальная точка движется по иекоторой траектории АВ 
(фиг. 117). Положим, что в момент времени # точка находится в М. 
Будем рассматривать движение с момента 
времени # в продолжение бесконечно малого 
промежутка времени <. Пусть точка в тече- 
ние этого промежутка проходит путь ММ’. 
Разложим это движение на два: на движение 
по касательной МР с постоянною скоро- 
стью 9, которую имела точка в положении М, 
и на некоторое другое. Двигаясь по касатель- 
ной МР с постоянной скоростью 9, точка в 
промежуток времени т пройдет путь ММ == 45; 
это движение совершается по инерции и по- 
тому не зависит от действующей силы. Другое 
движение будет совершаться по прямой ММ” в 
направлении /МЁ, или МЮ, где МЕН ММ. 
Но М'’М есть девиация, поэтому на основа- 
нии теоремы о девиации найдем, что МЛ, на- 


1, 
правлена по полному ускорению и равна -5. /1°, 


Фиг. 117. 


где /— полное ускорение. Таким образом, 
второе движение есть равномерно ускоренное с ускорением }, совер- 
шающееся по направлению /. Его-то и производит сила Р. Итак, действи- 
тельно, сила Р направлена по ] и по величине равна #/, где т-— масса 
точки, 
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$ 1. Сложение сил, направленных по одной прямой. Сложить 
несколько сил— значит заменить их равнодействующей, т. е. такой 
одной силой, от действия которой материальная точка получает то 
же самое движение, которое сообщают все данные силы, действуя 
одновременно на материальную точку. 

Рассмотрим сначала самый простой слуЧай совместного действия 
нескольких сил, именно, когда все силы направлены по одной прямой 
(фиг. 118). Пусть па матерналь- 
ную тозку действуют силы Р, 9 Т й х 
и Т, направленные по одкой пря- = Я о 
мой, из которых силы Ри @& 
стараются подвинуть материаль- Фиг. 118. 
ную точку вправо, а сила Т— 
влево. Если бы на материальную точку /М действовала одна сила Р, 


то она двигала бы точку по оси Ох и во время { тозка прошла 
Р 
бы равномерно ускоренным движением с ускорением х == — путь 
РР | 


==. 


т 2 


От действия одной силы @ материальная точка в то же время Ё про- 
шла бы равномерно ускоренным движением с ускорением 5, = 8. путь 
ог 


о 


При совместном же действии сил Ри © путь, пройденный во время # 
материальной точкой, на основании второго закона будет: 


при СРВ, ов _РОВ 
Жо Ри Ри и 9. 


Но, кроме сил Ри ©, на материальную точку действует еще сила Т, 

от действия которой материальная точка движется равномерно уско- 
Т 

ренным движением с ускорением п,==—-_ И во время { прохо- 

дит путь 


Поэтому от совместного действия вссх сил материальная точка во 
время { пройдет путь 
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Положим теперь, что существует некоторая сила Ю, которая 
сообщает материальной точке то же самое движение, что и все три 
силы вместе, т. е, заставляет материальную точку пройти во время { 
путь 

12 
Хх = К. =, 
та 
равный пути, пройленному под действием сил Р, О и Т. Из сравне- 
ния этих путей найдем: 


®=Р-+9-—Т, 


т. е. равнодействующая нескольких сил, действующих по одной пря- 
мой, равна алгебраической сумме этих сил. 

$ 2. Теорема параллелограмма сил. Положим, что на матерналь- 
ную точку А (фиг. 119), имеющую некоторую начальную скорость 5, 
действуют две силы Ри @, переменные по величине и направлению. 
Пусть в данный момент времени 
первая сила представляется век- 
тором Р, а вторая ©. 

Если бы, начиная с данного мо- 
мента времени, перестала действо- 
вать одна из сил, например ©, то 
материальная точка под действием 
силы Ри по инерции описала бы 
некоторую траекторию АВ, дви- 
гаясь с ускорением /., которое 
направлено по действующей силе 


и равно =. Сила не будет на- 


Фиг. 119. 


правлена по касательной к траек- 
тории, ибо точка А имеет начальную скорость 9. 

Определим теперь движение, получаемое материальной точкой, 
без начальной скорости под действием силы @. Так как сила @ 
переменна как по величине, так и по направлению, то материальная 
точка под действием этой силы описывает вообще некоторую траек- 


торию АС в движении с ускорением ]., равным 3, когорое напра- 


влено по касательной А@ к траектории, т. е. по силе @, так как 
направление касательной в начале траектории считается направлением 
силы в соответственный момент времени. 

От совместного действия обеих сил материальная точка по вто- 
рому закону получает такое движение, которое слагается кинемати- 
чески из двух движений, т. е. надо материальную точку двигать по 
траекторий так, как она по ней движется, а траекторию двигать по- 
ступательно со скоростью второго движения. 

Так как траектория АВ перемещается поступательно, то по тео- 
реме Кориолиса ускорение сложного движения выразится по величине 
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и направлению вектором р который является геометрической суммой 
векторов у и 1: И 

1 =]. 
Направление ускорения ] характеризустся направлением равнодей- 


ствующей силы. Найдем телерь ее величину. 
Отложим на линии А! вектор 


АЕ == т), = ©. (6) 


Построим на АБ параллелограмм, подобный параллелограмму АЙа, 
для чего через Е проведем ЕР || АЯ до пересечения с продолжением А} 
в Р, а через Р проведем ЕО || АЕ до пересечения с продолжением А4 
в точке О. Мы получили лпараллелограмм АЕРРО с диагональю АЕ 
и подобный параллелограмму АГА. Из подобия этих нараллелограм- 
мов вытекает следующее соотношение между сторонами; 


АБ: 4 =АО:}:; 
но из (6) имеем: 


2 т; 
о? 
поэтому 
4 т 
л 
откуда 
АВ =тл =Р. (7) 
Далее из подобия треугольников АЕР и А имеем: 
АЕ АЕ 
=: =", 
откуда 
АР — т) — Ю. (8) 


Равенства (6) и (7) показывают, что стороны параллелограмма АЕРР 
суть слагаемые силы, а равенство (8) показывает, что диагональ этого 
параллелограмма есть равнодействующая этих сил. Отсюда следует 
теорема параллелограмма сил. 

Теорема. Равнодействующая двух сил выражается по вели- 
чине п направлению диагональю параллелограмма, построенного 
на слагаемых силах. 

Теорема эта доказана для двух сил, но ясно, что мы можем скла- 
дывать сколько угодно сил. Пусть, например, надо найти равнодей- 
ствующую сил Р,, Р., Р;, Р. (фиг. 120), действующих на материаль- 
ную точку М. Складывая ло правилу параллелограмма силы Р, и Р., 
найдем равнодействующую _А”, причем А’==Р;:-- Ри. Складывая, 
далее, В’ирРь, имеем В’-- Р,== В”. Наконец, результат сложения А" 


М за 2994. Н. В. Жуковский, 
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и Р, дает равнодействующую Ю, которая будет равна А” -|- Рё. Сде- 
лав подстановку вместо А” и А’ их выражений, получим: 


А-Р.-- РРР, 


Таким образом, равнодействующая нескольких сил равна геометри- 
ческой сумме этих сил. 

Обращаясь к чертежу, мы замечаем, что равнодействующая не- 
скольких слагаемых сил по величине и направлению выражается 
также замыкающей стороной 
многоугольника, стороны ко- 
торого равны и параллельны 
слагаемым силам; этот мно- 
гоугольник называется сило- 
вым многоугольником. 

Сложить три силы мы 
можем по правилу паралле- 
лепипеда, как мы это сде- 
лали при сложении скоро- 
стей. Предыдущее доказа- 
тельство правила паралле- 
лограмма сил предполагает 
принятие без  доказатель- 
ства второго гакона механи- 
ки, В прошлом столетии со- 

Фиг. 120. вершено было много попы- 

ток вывести это правило, 

осногываясь на одних геометрических аксиомах; но во всех этих 

полытках авторы, сами того не замечая, делали некоторые допущения, 

которые не вытекают из геометрических аксиом, а составляют акси- 

омы механические. Одно из таких доказательств мы приведем сейчас, 
а затем покажем, какие аксиомы лежат в его основе. 

$ 3. Доказательство Лапласа правила параллелограмма сил. 
Докажем сначала положение, что слагаемые силы и их равнодействую- 
щую можно изменять в одном и том же отношении, сохраняя их 
направление. Это следует из такого рассуждения. Пусть р и д (фиг. 121) 
будут слагающие силы, направленные по ОР и ОО, а г— равно- 
действующая, направленная по ОЮ. Приложим к точке О силы рид 
и силу г, направленную в сторону, противоположную ОА. Эти силы 
будут в равновесии. Равновесие не изменится, если прибавим к точке О 
еще три такие же силы р, 4, г. Повторяя эти сложения л раз, получим 
силы лр, пд, направленные по ОР и ОО, и силу иг, направленную 
в сторону, противоположную ОЮ. Эти силы также будут в равно- 
весии, Положим, что 


пр=Р, п9==0, пг=А. 
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Если повторим сложение т раз, то найдем уравновешенные силы 
тР=Р’, тд =’, ты К”. 


Силы Ви К’, взятые в направлении, обратном направлению уравновеши- 
вающих, т. е. в направ- р 

лении ОЮ, будут равно- 

действующие. Между 

найденными двумя 

группами сил будет 

иметь место пропорция: 


р 
р Р 

Р _ © _® < й < 

РР 9 № 7 
Таким образом, вы- > 
ставленное положение `` 
доказано: слагаемые 
силы и их равнодей- Фиг. 121. 
ствующую можно из- 


менять в одном и том же отношении, сохраняя их направление. 
Рассмотрэм две силы, направления которых взаимно перленди- 


кулярны, Ри Ч. Пусть Ю — их равнодействующая. Примем напра- 
вление А за ось абсцисс 


(фиг. 122), а направле- 
нге, к нему перпендику- 
лярное, — га ось ординат. 
Опираясь на только 
что доказанное предло- 
жение, можно определить, 
какие силы нужно напра- 
вить по осям координат 
Ох и Оу(фиг. 122), чтобы 
получить равнодействую- 
щую Р. Обозначим эти 
силы через Р; и Р.. Су- 
лы Р, иР образуют между 
собою тот же угол а, что 
и силы Ри №, асилы Р, РР 
и Р составлтот между 
собою тот же угол В, что Фиг. 122. 
и силы О и Ю, откуда по 
предыдущему следует, что 
для того чтобы силы Р, и Р, могли заменить силу Р, они должны 
удовлетворять соотношениям 


ы 
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Из этих равенств определяем силы Р; и Ра: 
р О.Р 
Р=-р И Ра = В 
Найдем теперь, какие силы нужно направить по осям Ох и Оу, 
чтобы равнодействующая их была @. Обозначим их через ©); и Ч. 
Рассуждением, подобным вышеизложенному, найдем: 


оно. 


Так как ©, направлена вниз, то силы Р. и @, как равные и прямо 
противоположные, взаимно уничтожаются, а следовательно: 
ра 0? 
К=Р-- 9, = 5 Т-, 
откуда 
В — Р-Р (°, 

Таким образом, доказано, что для случая, когда составляющие силы 
взаимно перпендикулярны, равнодействующая выражается по вели- 
чине диагональю прямоугольника, 
построенного на слагающих, 
| Принимаем, что в случае равен- 

|! ства сил равнодействующая делит 

угол между силами пополам, так что 
` |! для квадрата теорема параллело- 
й 
1 
ПО 
; 
: 
} 


„== -------.-----—- 
- `—— - 
= <. 
_ м 


„ 
. 
№ И. 


ИИ Е. 
м | ‚ 


п 
> 


грамма сил является доказанной 
гполне. Для того чтобы доказать, что 
равнодействующая пойдет по диаго- 
“7 --->7й нали и при неравных взаимно пер- 
„“ <. и" пендикулярных силах, будем рассу- 
1... щи” ждать о сложенки трех сил, вза- 
А ий имно перпендикулярных в про- 
Фиг. 123, странстве. 

Пусть даны три равные силы 
Р=@=Р (фиг. 123), пересекаю- 
щиеся под прямыми углами. Складываем сначала © и Р, получим 
равнодействующую А;\, которая пойдет по диагонали квадрата ОРЮ, О, 
так как силы равны. Если теперь сложим К, с Р, то равнодействую- 
щая их будет лежать в плоскости ОЮ, АР, т. е. в диагональной пло- 
скости. С другой стороны, складывая Ри Р, получим Ю.; складывая, 
далее, Аз и @, получим снова равнодействующую трех сил. Она лежит 
теперь в диагональной плоскости ОК.ЮО. Но по предыдущему она 
в то же время лежит в плоскости О^.ЮР; следовательно, она на- 
правлена по линии пересечения этих плоскостей, т. е. по диагонали 
куба, а эта диагональ есть в свою очередь диагональ прямоугольника 
Ю.ОРК, в котором одна сторона есть сила Р, а другая — сила 


в, = ИР -= УЗ Ра. 
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Таким обравом, теорема доказана полностью для прямоугольника, 
стороны которого Ри Р У2. 

Пусть теперь требуется сложить три силы Р, О=Ри Е=РУз 
(фиг. 124). Сложим сначала силы Ри Р. Равнодействующая их, как 
было сейчас покавано, направится по диагонали прямоугольника ОРЮР, 
построенного на этих силах. Сложим, далее, силы О и Ю,, где 


К, = У Р2-- №-=РУЗ. 
Равнодействующая их лежит в диагональной плоскости ОВ, АО. Эту 


же равнодействующую получим, сложив сначала Р с © и ватем их 
равнодействующую К. с Р. 


- р. 

^ ИИ и т р... № 

м „7% д 

| НИИ. 

м ! 7 

| | `, 

ГО \ 

вии -—® 

; 

| 


Фиг. 124. Фиг. 125. 


Теперь равнодействующая А лежит в диагональной плоскости 
ОРККо, следовательно, она идет по линии пересечения диагональных 
плоскостей, т. е. по диагонали прямоугольного параллелепипеда, 
которая совпадает с диагональю параллелограмма ОЮ.А@. Стороны 
этого параллелограмма будут 

О=Ри В, =РУЗ. 
Таким образом, теорема доказана в Целом еще для случая сложения 


сил Ри РУЗ. 
Сложив таким же обравом группы сил 


(Р, Р РУЗ), (Р, Р, РУ4,,..., (Р, В, РУв—Т), 


мы докажем теорему для случая сложения сил Ри РУп. 
Сложим телерь три взаимно перпендикулярные силы 


Р, 9О=РУп—1, Ре=РУупт 
(фиг. 125). Складывая сначала Ри ©, найдем, что равнодействую- 


щая их будет 
К: = 2-9 =РУл. 
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Складывая, далее, силы КЮ и Р, замечаем, что равнодействующая их 


в=ИЮ-+ РУ пре тр — РУпрт 


лежит в плоскости ОАКЕ. Но, складывая сначала силы Ри РЁ, 
а затем их равнодействующую 


Ю. == Р-Р =РУ т-1 


с О, найдем, что та же равнодействующия трех сил, т. е, 


УР Р=РУ ти 


лежит в плоскости ОК.Ю@; следовательно, она направлена по линии 
пересечения диагональных плоскостей, т. е. по диагонали прямоуголь- 
ного параллелепипеда, но эта диа- 


----_ Г ____- 5... 2’  гональ есть в то же время диаго- 
р р „97 наль параллелограмма ОЁРЮКД,, 
1 1 
! И! построенного на силах 
} | ра 1 — 
} . у р „— 
р Р / ] Ю =РУп и Е=РУт. 
р | р / 1 
и“ ‚ / {1 Таким образом, теорема доказана 
„9 Н — 
| и | для случая сложения сил РУп 
1 1 — 
р ‘’й ‚и | и РУм, где пи т— какие-ни- 
б 


| 
в 
5 


будь целые числа. 
Фиг, 155. До сих пор мы складывали 
перпендикулярные силы. Распро- 
страним теперь правило параллелограмма на случай сил, пересекаю- 
щихся под каким-нибудь углом. Пусть нам дано, например, сложить 
силы Р и О, составляющие угол а (фиг. 126). Проведем аб | а4 и раз- 
ложим силу Р по направлениям аё и а@; ее слагающими будут аё и аа', 
которые представляют стороны прямоугольника 405’а’ с диагональю Р. 
Сложим силы аа’ и ай; они дадут нам силу а4’ (причем 44’ == аа’). 
Теперь продолжим линию 26’ до пересечения в точке с” с линией с’4”, 
перпендикулярной к а4’. Тогда получится прамоугольник афс’а’, 
диагональ @с’ которого представит собою равнодействующую аф и а@’ 
или рагнодействующую аб’ и а4. Нетрудно видеть теперь, что четырех- 
угольник а6’с’4 ссть параллелограмм, так как 


аа’ == 44’ ==05', Ве’ а4’, 


следовательно, 2’с’==а4; но 6’с’]а4. Итак, действительно, четырех- 
угольник а6’с’@ есть параллелограмм. Таким образом, правило парал- 
лелограмма доказано для всяких двух сил. 

Нетрудно заметить, какие положения приняты Лапласом бездокава- 
тельно, как аксиомы механич^ские, не вытека‘ощие из аксиом геометрии, 
Это: 1) две силы вообще имеют равнодействующую, 2) равнодей- 
ствующая лежит в плоскости слагаемых сил внутри угла между 
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силами, 3) Равнодействующая двух равных сил делит угол между 
ними пополам и 4) от прибавления к уравновешенным силам других 
уравновешенных сил равновесие не нарушается. 

Хотя это доказательство Лапласа не вполне основано на геометрии, 
но оно все-таки, надо заметить, требует допущения очевидности 
второго закона далеко не во всей его общности. 

$ 4. Статика материальной точки. Пусть на материальную 
точку М (фиг. 127) действует несколько, сил 


Р, Р;, ВР», Ру... 


отнесенных к некоторым осям координат Охуг. Назовем углы, обра- 
зуемые силами с осями координат, соответственно через; 


а, В, т; 
а, В» 1 
в, Ва 1 


Пусть равнодействующая всех сил будет Ю, и пусть она обравует 
с осями координат углы А, в, у. Построим силовой многоугольник 


7-4 


Фиг. 127. 


и, Заметив, что равнодействующая А есть замыкающая сторона ломаной 
линии, проектируем этот многоугольник на оси координат. Тогда, 
основании того, что проекция ломаной равна проекции замыкаюш 
прямой, можем написать: 

Ксоз^= УРсоза, Юсозв== ЖРсо$В, Юсозу== 26051. 
Возвышая эти равенства в квадрат и замечая, что 


с051 А -|- с05 р -- с053 у = 1, 
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получим: __ 
Ю = У [> Рсоз а)? -- (>, Рсоз8В)? -|- (> Рсоз т). 


Для того чтобы материальная точка, находящаяся под действием 
нескольких сил, была в равновесии, необходимо, чтобы равнодей- 
ствующая всех этих сил была равна нулю. Применяя это соображение 
к канному случаю, имеем условие: 


(ХР соза)* -- (ХР соз В)" (№ Рсоз1)1 == 0. 


Но это равенство возможно только тогда, когда 
У Рсоза=0, УРсозВ=0, УРсозт=0. (9) 


Эти три равенства представляют необходимые и достаточные условия 
для равновесия материальной точки. 
Указав на основные условия для равновесия свободной материаль- 
ной точки, приведем несколько примеров. 
Пример 1. Три центра А, В, С (фиг. 128) с массами т, т/, ть 
притягивают материальную точку с массой, равной единице, централь- 
ными прямо лропорциональ- 
р ными расстоянию силами, 
Определить положение точ- 
ки Я при равновесии. Коор- 
динаты точки Р` суть (&, 1, ©), 
точек А, В, С соответствен- 
но (х, У, 2), (хь У, 2), 
(хо, Уз, 10). Расстояния же 
притягиваемой точки от цен- 
тров притяжения г, г, Га. 
Пусть вакон действия сил Р, 
Р., Ру на точку Р таков, 
что 


Р==Етг, Р; = АТГ, 


Рь == Атагаь 


Фиг. 128, . где Е — некоторый фактор 
пропорциональности. Тогда 
проекции сил притяжения точки Р точками А, В, С на ось выразятся 
гак: 
——щ— —щЩ „^щЩ 
тгсоз(Р, х), Епиг, сз (Р;, Хх), Втаго со$ (Рь, Х). 
Но 


——`щЩ — ^^ -— Е “^^ = 
с03 (Р, х) == ^- Е, соз (Ру, 2) == 12 5, со$(Р,, э==- $. 
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Поэтому проекции сил примут вид: 


тг" — —=т (х—®), 
х—& 
ет Г я = Ат, (х, —®), 
втьг. = — = вто (4 — В. 


Г. 


Рассуждая таким образом, получим аналогичные формулы для проекций 
сил Р, Р,, Рь на оси Оу и Ог. 
Для равновесия необходимо, чтобы 
У Рсоза=0, У№2Рс0з8=0, УРсоз1=0. 


Эти условия приводят нас к трем уравнениям, из которых и опре- 
делим координаты Ё \, 6, т. е. положение притягиваемой точки. 


Именно 
тх тих, - тожа == (т-- т т), 
ту + ту: тау, =щ(т-- т т.), 
те | тг, тог, = (т-- т, -- то). 


В учении о центре тяжести мы увидим, что величины & %\, С опре- 
деляют центр тяжести трех масс т, т, то. 

Пример 2. Материальная точка А (фиг. 129) находится под 
действием притяжения двух 


центров О и О’, причем эти 7) 7. 0’ 
центры притягивают точку А тожа пионы 
силами, обратно пропорцио- 

нальными квадрату расстоячия Фиг. 129. 


точки А от них. Определить 
положение равновесия точки А, если массы А, Ои О’ соответственко 
равны 1, 2, №”. 

Силы, действующие на точку А, будут: 


Назовем расстояние ОО” через 4, а расстояние ОА через х; тогда 
Г=ёх, Г’ =4—х, откуда 


Ет Ет’ 
РР 
Для равновесия необходимо: 
#т т’ 


ИЛИ 
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откуда _ 
х=_ ЧУ (пут 
Ут- Ут’ Ут-- Ут 

Если мы хотим узнать положение точки, находящейся в равно- 
весии на линии соединения Земли и Луны, то, положив 1 вместо т’, 
81 вместо т, так как масса Земли в 81 раз больше массы Луны, 
получим: 

х= 0,94, а—х-==0,14. 


В этом примере мы брали материальную точку А на линии ОО’, 
ибо равновесие, как это легко видегь, возможно только в этом 
случае. 

$ Б. Статика твердого тела. Твердым телом называется неизме- 
няемая система, т. е. такая, расстояния между точками которой не 
изменяются. Это определение твердого тела геометрическое; но можно 

ту же идею твердого тела ха- 
р — рактеризовать динамически сле- 
дующим образом. 

Если к двум точкам твердо- 
го тела приложим равные и про- 
тивоположные силы пс прямой, 
их соединяющей, то они уни- 
чтожатся. Это условие и прини- 
мается в статике за определение 

Фиг. 130. твердого тела. Нетрудно видеть, 

что оно опирается в сущности 

на идею неизменяемости, которая высказывается в геометрическом 
определении. 

Пусть на тело действуют равные и противоположные силы РирР” 
{фиг. 130), приложенные к точкам А и В по прямой АВ. Точки А 
и В неизменно связаны с твердым телом, и эффект связи может 
быть заменен действием равпых сил Ри РГ’, которые, как мы уже 
доказали, должны быть равны Р 
и Р’; и таким образом данные 
силы уравновесятся. 

$ 6. Силы равные, равио- 
действующне, уравновешиваю- 
щие и эквивалентные. Теоре- 

Фиг. 131. ма. Точка приложения силы 

8 твердом теле без изменения 

действия силы может быть перенесена в другую точку по на- 
правлению силы. 

Пусть на точку А (фиг. 131) некоторого тела действует сила Р. 
Приложим к точке В, лежащей по направлению силы Р, две силы 
Р; иР., равные Р и противоположные между собой. Так как рас- 
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стояние между Аи В неизменно, то Ри Р, уравновесятся и их 
можно отбросить. Остается сила Р., равная Р и приложенная в точке В. 
Таким образом, положение наше доказано. 

Обратимся к рассмотрению системы сил и к замене одной системы 
другой. Силы, действия которых тождественны, называются эквива- 
лентными; силы, вполне парализующие действие других сил, назы- 
ваются уравновешивающими. Если данная система сил эквивалентна 
одной силе, то последняя называется равнодействующей данной 
системы; точно так же, если какая-либо сила уничтожает действие 
системы сил, то она называется уравновешивающей. Силы, уравнове- 
шивающие друг друга, называюгся уравновещенными. 

Докажем две теоремы, которые ближе определят нам понятие 
о силах уравновешивающих, равнодействующих и эквивалентных; эти 
теоремы дадут нам также связь 
между этими тремя родами сил. 

Теорема. Уравновешиваю- 
щая сила, взятая в обратном 
направлении, есть  равнодей- 
ствующая. 

В самом деле, пусть на тело 
действуют силы Р, Р., Рь (фиг. 
132); прибавим еще две силы Ю 
и А’, равные и прямо противо- 
положные, приложенные к точке С. 
Пусть сила А есть уравновеши- Фиг. 132. 
вающая сил Р, Р., Ро. Тогда че- 
тыре силы А, Р, Р., Рь являются уравновешенными, и их можно 
отбросить. Остается одна сила Ю’, которая таким образом предста- 
вляет равнодействующую сил Р, Р:, Ре. 

Теорема. Если систему сил, уравновешивающую данную 
систему, возьмем в обратном направлении, то она обратится 
в эквивалентную данной системе сил. 

В самом деле, если данная система сил есть (Р, Р., Рь, ...), 
ее уравновешивающая (А, А;, К» ...), а обратная последней — 
(9, Ч, @», -..), то система (Ю, В;, К» ...) парализует действие 
как системы (Р, Р,, Рь ...), так и системы (©, Ч, Ч» ...), сле- 
довательно, действия последних тождественны, откуда заключаем, 
что системы (Р, Р, Рь, ...) и (0, Ч, 9, -.-.) эквивалентны 

Теоремы, обратные только что доказанным, очевидно справедливы 
вполне. 

$ 7. Сложение сил, пересекающихся в одной точке. Легко 
убедиться, что не всякую систему сил можно сложить и заменить 
одной равнодействующей. Возьмем для примера непараллельные 
и непересекающиеся силы Р и ©, приложенные в точках А и В 
(фиг. 133) тела. Предположим, чго они имеют равнодейстьующую К, 
приложенную в точке С; сила Л, равная и противоположная сиде К, 
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будет уравновешивающей, и три силы Р, ©, Ю, будут в равнове- 
сии. Проведем через точку А линию АМ, пересекающую направле- 
ние силы А, в точке О; эта линия, вообще говоря, не пересечет 
направления силы Ч. Так как равновесие тела не нарушается от 
прибавления новых связей, то мы можем положить, что линия АМ 
остается в теле неподвижной. Если перенесем точку приложения 
силы А в точку О, то обе силы Ри будут приложены к нело- 
движной оси и будут уравновеши- 
ваться. Следовательно, мы приходим 
к заключению, что тело, имеющее 
неподвижную ось АМ, должно на- 
ходиться в равновесии под действием 
силы @, направление которой не про- 
ходит через линию АМ. Такое за- 
ключение, очевидно, невозможно, что 
и указывает на то, что наши две 
силы сложить нельзя. 
Фиг. 133. Нетрудно видеть, что мы всегда 
можем складывать силы,  пересе- 
кающиеся в одной точке, ибо, перенеся их точки приложения в эту 
точку пересечения, мы будем иметь случай действия нескольких сил 
на одну точку; эти силы мы умеем складывать по правилу сило- 
вого многоугольника. В этом случае мы пользуемся правилом 
параллелограмма для двух сил, действующих на одну материаль- 
ную точку. 

8 8. Разложение силы на несколько пересекающихся сил. 
Вопрос о разложении одной силы на несколько сил, пересекающихся 
в одной точке, есть вопрос неопределен- 
ный, так как существует бесчисленное 
множество разомкнутых многоугольников, 


т которые имеют одну и ту же замыкающую 
и. М сторону. Этот вопрос становится опре- 
„27“ мч деленным лишь тогда, когда имеется до- 
р статочно данных, ограничивающих число 
5 „и способов разложения. В случае равложе- 
м „= ния одной силы на две мы обыкновенно 
рр эх имеем дело с одной из следующих четы- 
рех задач. 

Фиг. 134. 1) Разложить данную силу А на две сла- 
гаемые, имеющие данные величины Ри 

О (фиг. 134). 


Из концов силы А проводим дуги радиусами Ри @ и соединяем 
точки их пересечения с концами силы А. Хотя в этом случае полу- 
чаются две точки пересечения дуг, а следовательно, повидимому, и 
два решения, ‘но в сущности решение будет одно. Разница будет 
зишь 8 том, что в одиом случае сила Р получается наверху и © 
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внизу, а в другом — наоборот. Решение возможно, если 


Р-9> К. 


2) Разложить данную силу А на две силы, направления которых 
хх’ и уу’ даны (фиг. 135). Проводим из концов силы А линии 


АО|ВС]уу, АВПОС| хх’. 


Получим параллелограмм ОАВС, в котором ОА =Р и ОС==9 суть 
искомые силы. 


Фиг. 135. Фиг. 136. 


3) Разложить данную силу Ю на две силы, из которых одна 
имсет данную величину Р и данное направление (фиг. 136). 

Чтобы решить эту задачу, нужно 
по стороне ОА =Ри диагонали Ю найти 
другую сторону параллелограмма. Для 
этого точку А соединяем с точкой В 
и проводим 


ВСПАО и ОСПАВ. 


Сторона ОС и будет равна искомой 
силе ©. 

4) Разложить данную силу на две 
силы, из которых одна дана по вели- 
чине, а другая по направлению. 

Из точки В (фиг. 137) в конце силы Ю проводим радиусом, 
равным силе Р, дугу СС’ и определяем точки ее пересечения С и С" 
с данным направлением другой силы. Потом строим параллелограммы 
ОАВС и ОА’ВС’. Находим два решения: 

1) Сила Р направлена по ОА и 9 =0С. 2) Сила Р направлена 
по ОА’ и О=0С". 

$ 9. Сложение параллельных сил. Из того допущения, что 
пересекающиеся силы имеют равнодействующую, следует, что и парал- 
лельиые силы имеют ее, так как они представляют частный случай 
пересекающихся сил, именно тот, когда точка их пересечения уда- 
лена в бесконечность. 
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Рассмотрим сначала сложение двух параллельных сил, направлен- 
ных в одну сторону. Пусть даны две параллельные силы Ри @ 
(фиг. 138). Соединив точки их приложения прямой, прилагаем к точ- 
кам Аи В равные силы Ти Т”, направленные в противоположные 
стороны по линии АВ; на такое прибавление мы имеем право по 
вышеизложенным началам 1) и 3). Слагаем силы Р и Т по правилу 
параллелограмма и получаем равнодействующую АД. Так же посту- 
паем с силами © и 7’, от сложения которых получаем равнодей- 
ствующую ВЕ. Продолжаем полученные векторы АРБ и ВЕ до пере- 
сечения их между собой в точке О и переносим в эту точку точки при- 
ложения равнодействую- 
щих. Затем проводим ли- 
нии 


РО|АВ и ОКПАРВО 


и по направлениям назван- 
ных линий разлагаем пере- 
несенные силы ОМ == АР 
и ОГ -= ВЕ. Тогда 


А МОР= А ТАБ 
и 
А 706 = А ЕВТ". 
Отсаюда следует, что 
ОР-—Т=Т’=00, 
МЕ = ОК =Р, 
Га = ОН =%. 


Фиг. 138, 


Отбросив равные силы ОР и ОС, получим силы Ри @, направлен- 
ные по линии ОС; слагаясь, эти силы дадут искомую равнодействую- 
щую А, равную Р--О. Точка приложения силы А может быть 
перенесена из точки О в точку С. Определим теперь место точки С 
на прямой АВ. Мы имеем: 


АмМоК‹» АА0С и АНОЕ‹> А С0В, 
откуда следует, что 
ОС: АС=ОК:КМ ==Р:Т, 
ОС:СВ= ОН: НЁ=@:Т. 
Следовательно: 
Р.АС=Т.0С, 9-СВ==Т- ОС. 
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Вторые части равенств равны, следовательно, равны и первые, т. е. 


Р.АС=0. ВС, 
или, что все равно: 
В = ©, 
СВ АС” 
Но ввиду того, что сумма предыдущих так относится к сумме по- 
следующих, как один из предыдущих 
к своему последующему, имеем: 


Принимая во внимание, что 
Р-{О=А и СВ-- АС == АВ, 
найдем окончательно; 


Таким образом, мы получили следую- 
щее правило сложения двух параллель- 
ных сил, направленных в одну сторону: 

Равнодействующая двух парал- 
лельных сил, направленных в одну сто- 
рону, равна их сумме и направлена 
в ту же сторону; точка ее прило- 
жения делит расстояние между точ- 
ками приложения слагаемых сил 
внутренним образом в отношении, 
обратно пропорциональном их вели- 
чинам. 

Дадим еще другое доказательство 
правила сложения параллельных сил, 
направленных в одн) сторону, рассма- 
тривая эти силы, как предельный случай сил пересекающихся. Это 
доказательство было предложено Вариньоном. 

Пусть Ри © (Фиг. 139) будут две силы, приложенные к точ- 
кам Аи Ви пересекающиеся между собой в точке О. Гереносим 
точки приложения этих сил из Аи ВвО и складываем их по пра- 
вилу параллелограмма. Мы найдем равнодействующую А, которая 
определится, как сторона треугольника, по формуле: 


В =} "Р-- 91--2РО созт, 


где есть угол между направлениями данных сил. Точку прило- 
жения найденной равнодействующей переносим из Ов точку С на 


Фиг. 139. 
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прямой АВ. Далее из /\ ОМР найдем пропорцию 
Р __ зша 


9 — зв" 
Помножив оба члена второй части на ОС, получим: 
Р _ ОСзта 
9 ОСзшв* 


Опустив из точки С перпендикуляры СР и СЕ на направления сил 
Р и 0, обозначив их через р и 4, из прямоугольных Л ОС и 
А ОСЕ получим: 
ОСзта=4, ОСзтВ==р, 

так что 

Р. —. 4 

О Р° 

Предположим, что точка пересечения О удаляется на бесконечно 
болышое расстояние от точки С. Вследствие этого силы Ри © ста- 
нут в пределе параллельными, угол { обратится в нуль, и мы полу- 
чим: 
с0$1 = 60$0==1, 

и в таком случае: 


к =УР-- 9-Е 2РО-=Р- 9. 


Кроме того, в пределе прямые СР и СЕ составят одну прямую, 
а Л АСР и АСВЕ (фиг. 140) сделаются 
подобными; из подобия их найдем; 


4 —.СВ 
р ` АС’ 

но выше мы имеем, что 
Р _4 
Ор’ 

а потому 
Р „СВ 
9 АС 

Фит. 140, т. е. пришли к тому же результату, что 


и в предыдущем доказательстве. 

Обратимся теперь к сложению параллельных сил, направленных 
в разные стороны. 

Пусть имеем силы Ри @ (фиг. 141), ваправленные в разные сто- 
роны. Разлагаем бблыную силу Р на две параллельные силы, напра- 
вленные в ту же сторону, что и Р. Одну из этих сил, (У, берем так, 
чтобы она проходила через точку В и равнялась силе (), тогда другая 
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сила К==Р— © пройдет через точку С, положение которой опре- 
делится из пропорции: 
о АС 
2—0” АВ* 


Но силы © и (” уничтожатся, как равные и противоположные, и 
у нас останется только сила А, которая и представит собой равно- 
действующую сил Р и ©. На 
основании предыдущего имеем: 


Мы получили таким образом сле- 
дующее правило: 

Равнодействующая двух па- 
раллельных сил, направленных 
в разные стороны, равна их раз- Фиг. 141 
ности и направлена в сторону бы 
большей силы; точка ее прило- 
жения лежит за большей силой и делит расстояние между точ- 
ками приложения слагаемых сил внешним образом на части, обратно 
пропорциональные слагаемым силам. 

8 10. Разложение силы на две параллельные. Вопрос о разло- 
жении данкой силы Ю на две параллельные силы Р и 9 есть вопрос 
неопределенный. Он становится определенным тогда, когда дается 
одно из расстояний АС, ВС или АВ (фиг. 142) и одна ив слагаемых 
сил, Р или @, или же когда даны 
два расстояния, например, АВ и 
ВС. Вопрос этот решается по- 
мощью уравнений 


р. 9. 

СВ АС АВ 
и 

К=Р- О. 


Укажем весьма простое гео- 
метрическое решение вопроса 
в предположении, что даны рас- - 
стояния АСи ВС. Пусть требуется 
разложить силу Ю, приложенную 
в точке С (фиг. 142), на две 
параллельные силы, направленные в одну сторону и проходящие 
через точки А и В. Строим параллелограмм АВНО, в котором 
сторопа АС параллельна и равна силе Ю. Провзедем диагональ этого 


Фиг. 142. 


12 Зак. 2984. Н. Е. Жуковекый, 
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параллелограмма. Она рассечет силу Ю = СЕ на части РС и РЁ, из 
которых РС представляет одну из искомых сил, Р, а другая часть 
ЕЕ — силу ©, так как РС, РЕ и АС из подобия треугольников РВС, 
РОЕ и ДАВ удовлетворяют пропорции: 


ЕС: ВС = РЕ:АС== Аб: АВ, 


а это и есть та самая пропорция, которая показывает, что решение 
сделано верно. 

Теперь пусть будет дана сила А (фиг. 143), которую надо разло- 
жить на две параллельные силы, действующие в различные стороны. 
Пусть силу Ю, действующую на 
точку А, желательно разложить 
на две силы Ри О так, чтобы 
сила Р действовала на точку С 
и была бы направлена в ту же 
сторону, что и сила Ю, а сила 9 
действовала на точку В и была бы 
направлена в сторону, противо- 
положную Ри А. 

Строим параллелограмм СВНО, 
в котором сторона СО равна и 
параллельна силе А. Проводим 
диагональ параллелограмма ВС и 
продолжаем до пересечения с на- 
правлением силы Ю в точке Е; 
тогда получим АР =Ри ЕЕ-= 0. 
Доказательством служит то, что 
как АБ, так и РЁ из подобия треугольников ССВ, ЕВРО и БАВ удо- 
влетворяют пропорции: 


Фиг. 143. 


06 _ ЕР _ АВ 

СВ СА АВ’ 
т. е, той самой пропорции, которой должны удовлетворять искомые 
силы. 

$ 11. Сложение многих параллельных сил. Понятие о центре 

параллельных сил. Положим, что отыскивается равнодействующая 
пяти параллельных сил: Р’, Р", Р”, РМ, РУ (фиг. 144), из которых 
четыре первые направлены в одну сторону, а пятая —в прямо про- 
тивоположную. Слагаем сначала Р’и Р”; равнодействующая их будет 
(Р’-|- Р”) и пройдет через точку Р, удовлетворяющую известной про- 
порции: 

р’: ВВ =рР”: АР. 


Потом, соединив точки Ри С прямой РС, слагаем силы (Р’-|- 2”) 
и Р”", отчего получится равнодействующая (Р”-|- Р”--Р”), имеющая 
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точку приложения в Ц, которая удовлетворяет известной пропорции 


р-р рт 
ас `` Ра’ 


Наконец, соединив точку @ с Р прямой СО, слагаем силу Р! с силой 
(Р’{-Р"-НР”); получим равнодействующую (Р’--Р“-- Р”-|- РМ), 
проходящую через точку Я, удовлетворяющую пропорции; 


р'-- р" +2” _р№ 
Но о’ 


Сложив эту равнодействующую с силой РУ, получим общую для всех 
равнодействующую: 


Юр’ р-р” РМ — РУ. 


Эта равнодействующая пройдет через точку О, которая будет уду- 
влетворять следующей пропор- 
ции; 

р’ + р” + р" ++ р ру 
о 
Конечно, равнодействующая АЮ 
может быть приложена не только 
к точке О, но и ко всякой дру- | Ест 
гой точке, лежащей на направле- 
нии силы Ю. Но точка приложе- 
ния О обладает особым свойством, 
которое состоит в следующем: 
если мы ивменим направление всех 
данных параллельных сил, не ив- 
меняя параллельности их между 
собой, величины и точек прило- 
жения, то получим новую равно- 
действующую, равную по величине 
прежней, но при этом эта новая 
равнодействующая пройдет непре-. р*+р" 

менно через ту же точку О, через Фиг. 144. 
которую проходила и прежняя, 
Таким образом, точка О может быть принята за точку приложения 
равнодействующей параллельных сил Р’, Р”, Р", Р\, РУ, каково бы 
ни было их направление. Такую точку называют дентром параллель- 
ных сил. Из сказанного следует, что место центра параллельных 
сил зависит только от величины слагаемых сил и от точек их при- 
ложения, 

Итак, центр параллельных сил есть точка приложения равнодей- 
ствующей этих сил, обладающая тем свойством, что она остается точкой 


2 


ри, 
рер“р"+ р 
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приложения, как бы ни были направлены слагаемые силы, раз их 
величина, параллельность и точки приложения не изменяются, 

$ 12. Условия равновесия твердого тела под действием сил, 
пересекающихся в одной точке. Если на тело действуют силы, 
пересекающиеся в одной точке, то для равновесия необходимо и доста- 
точно, чтобы равнодействующая всех сил была равна нулю. С гео- 
метрической стороны это приводит к тому, чтобы силовой много- 
угольник был замкнутый, потому что только тогда вамыкающая сторона 
будет равна нулю. Выражая же условие Ю -=0 аналитически, найдем, 


[У Рсоза[*-- [У Рсоз8]*-|- [УХ Роз ==0. 


Но сумма квадратов трех действительных количеств может быть лишь 
тогда равна нулю, когда каждое из этих количеств равно нулю. 
Поэтому наше равенство распадается на три: 


У рРсоза=0, УЖРсоз3=0, УРсоз1-==0. (10) 


Эти формулы представляют нам условия равновесия твердого тела под 
действием сил, пересекающихся в одной точке, Их можно выразить 
так: для равновесия необходимо и достаточно, чтобы сумма проек- 
ций всех сил на каждую ось координат была равна нулю. 

В частном случае, когда все силы лежат в одной плоскости, 
например в плоскости Оху, имеем 1==4’ ==1’==...==90° и, следо- 
вательно, с0${==с0$1’ =с051” =... ==0. Последнее из уравне- 
ний (10) будет существовать в этом случае само собою, а для равно- 
весия силы должны удовлетворять уравнениям: 


УРсоза=0, УРсозВ 0, 


Аналогичные формулы найдем и для тех случаев, когда силы лежат 
в плоскостях Оуг и Озх. 


ГЛАВА 11. 
МОМЕНТ СИЛЫ. 


$ 1. Определение. Существует «момент относительно точки» 
для сил, расположеньых в одвой плоскости, и «момент относи- 
тельно оси» для сил, расположенных как угодно в пространстве, 

Моментом относительно точки называется произведение силы 
на перпендикуляр, опущенный из данной точки на направление данной 
силы. Так. например, моментом силы Р (фиг. 145) относительно 
точки О будет произведение силы Р на перпендикуляр р, опущенный 
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из О на направление силы Р. Момент силы Р обозначается симво- 
лом т(Р), а потому мы можем написать равенство: 
т(Р) =Р.-р. {11) 
Соединяя начало и конец силы Р—точки А и В—с точкой О, 
получим треугольник АОВ, двойная площадь которого равна Р-р, 
т. е. моменту силы Р. Точка О, относительно которой берется момент 
силы, называется центром момента. 
Произведениям, выражающим собой моменты сил, приписываются 
знаки: иногда они берутся со знаком (-|-), а иногда со знаком (—). 
Для определения знака воображают, что плоскость чертежа укреплена 


в центре момента, и смотрят, в какую сторону данная сила будет 
вращать эту плоскость около цен- 


тра момента. Если данная сила 6 __.4 г 
будет вращать плоскость чертежа ТТ / 
по направлению движения часовой | ; „ 
стрелки (или по солнцу), то мо- ТОО и \ 
менту приписывают знак (--)) | |’ ”\ 
если же она будет вращать ее про- | [иг „7 \9 
тив движения часовой стрелки (или } / ря 
против солнца), —то знак (—). а 
В нашем случае (фиг. 145) р ИИ 
т(Р) =- Р-р, 
т (©) = —о0. 4. Фиг. 145, 


Знак момента можно определить еще таким образом: воображают 
наблюдателя стоящим в центре момента и смотрящим на силу; если 
она идет вправо от него, то момент ее положителен, а если влево, — 
то отрицателен. 

Итак, моменты сил имеют и величину и знак. Если сила берется 
в килограммах, а перпендикуляр, опущенный из центра на направле- 
ние ее, в метрах, то момент выражается в килограммометрах. Так как 
величина момента зависит только от Р ир, то момент силы не изме“ 
нится от перенесения точки приложения силы по ее направлению. 

Рассмотрим, в каком случае момент силы равен нулю. Положим, 
что т (Р)=0. Это значит, что произведение Р.р==0; но это может 
быть только тогда, когда или Р==0, или р=0. Для разъяснения 
последнего вообразим, что направление силы постепенно приближается 
к центру моментов; тогда р будет все уменьшаться, и, когда напра- 
вление силы пройдет через центр момента, р обратится в нуль. 

Итак, момент силы относительно некоторого центра равен нулю, 
если сила равна нулю или если направление силы проходит через 
центр момента. 

8 2. Теорема Вариньона. Момент равнодействующей силы отно- 
сительно точки равен алгебраической сумме моментов слагаемых 
сил относительно той же точки, 
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Докажем эту теорему сначала для того случая, когда нам даны 
две слагаемые силы, действующие под углом на одну и ту же точку 
тела. Предположим, что имеем две такие силы Ри © (фиг. 146); 
слагая их, получим равнодействующую; пусть она будет К. 

Центром моментов пусть 
будет какая-нибудь точка О. 
Соединив точку О с вершинами 
параллелограмма, построенного 
на данных силах Ри ©, мы по- 
лучим: 

т (Р) =2 площ. А ОАВ, 

т (9) =2 площ. Л ОАБ, 

т(В) ==2 площ. Л ОАС. 
Проведем линию хх’ перпен- 
дикулярно к АО и спроекти- 
руем на нее точки В, О, С, 
обозначая эти проекции соот- 
ветствующими малыми буква“ 
ми. Принимаем линию АО за 
основание треугольников ОАВ, 


ОАР и ОАС; тогда высоты этих треугольников будут: аб, аа, ас. 
Вследствие этого предыдущие равенства примут такой вид: 


т(Р) =? площ. А) ОАВ = ОА - аб, 
т (9) =2 площ, Л ОАВ = ОА + аа, 
т (КЮ) =2 площ. Л ОАС == ОА + ас. 


Складывая два первых равенства, получим: 


т(В)-- т (9) =ОА (а6 р аа). 


Заметим, что а@ есть проекция АД на прямую хх’. Но линия АД, 
по свойству параллелограмма, равна и параллельна ВС; следовательно, 
и проекции линий АР и ВС равны, т. е. а4 = 6с. Мы можем поэтому 
в нашей сумме а@ заменить через 06; тогда получим; 


т(Р-- т (9) = ОА(аб- 55). 


Из чертежа видно, что ар -|- дс == ас. Подставив в предыдущее равен- 
ство ас вместо аб -|- де, получим, что 


т(Р) т (9) = ОА + ав ==т(К). 


Следовательно, теорема доказана, 
Мы доказали теорему для случая моментов с одинаковыми зна- 
ками, но она имеет место и в том случае, когда моменты сил имеют 


Фиг. 146. 
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разные знаки. Докажем это. Положим, что момент силы Р положи- 
телен, а момент силы © отрицателен (фиг. 147). Слагаем силы Ри 
@ по правилу параллелограмма; получим равнодействующую А. Со- 
единим вершины параллелограм- 
ма А, В, Сир с точкой О, 
которую мы принимаем за пентр 
моментов. Проводим линию хх”, 
перпендикулярную к линии ОА, 
и на нее проектируем стороны 
параллелограмма. Основываясь 
на предыдущем, можем напи- 
сать, что 


т (Р) = АО -а6, 
т (0) =— АО аа; 


Фиг. 147. 


знак (—) потому, что 1 (©) отрицателен. Взяв алгебраическую сумму 
этих равенств, получим: 


т (Р)-- т (9) = АО (а — аа). 


Заметим, что АД равна и параллельна ВС; следовательно, проекция 
ВС будет равна проекции АД, в 

и мы можем заменить @4 че- 
рез фе. Получим: 

т(Р)-- т (9) = 40 (42—45. 


Но ар — с ==ас; подставляя 
это значение в предыдущее ра- 
венство, получим: 
т (Р)-- т (9) = да 
= АО ас ==т (КЮ). 
Таким образом, теорема Ва- 
риньона справедлива и в рассмотренном случае. 

Если силы параллельны, то сумма моментов сил относительно 
точки и в этом случае равняется моменту разнодействующей, 

Пусть имеем силы Ри О (фиг. 148), параллельные и направлен- 
ные в одну сторону, приложенные к точке С, и центр моментов О. 
Из точки О проводим прямую Ох так, чтобы она была перпендику- 
лярна к направлению данных сил Ри ©. Тогда будем иметь, что 


т (Р) —рР. Оа, 
т (©) = [@] ы ов. 
Складывая эти два равенства, получим: 


т(Р)-- т (9) =Р.Оа--о. 06. 


| 


Фиг. 148. 
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Из чертежа видно, что 
Оа = Ос— а, — Об Ос бе. 


Подставляя в найденное уравнение вместо Од и Оф найденные вели- 
чины, получим: 


т(Ру-- т (©) = Р(0—а6)-|- 9 (0-е) = 
== бе (Р-- 9) —Р-ае-| 9.5. 


Но из пропорции, выведенной нами при сложении параллельных сил, 
имеем: 


Р _ ВС _ШЕ. 

9 > Аба, 
следовательно: 

Р+.ае=@О-6е, 
а потому: 


т (Р)-Нт (9) = Ос(Р-+- О) = Ос. К=т (К). 


Докажем ту же теорему для того случая, когда направления 
параллельных сил прямо 
противоположны. Пусть 
имеем две силы, Ри О 
(фиг. 149), параллельные 
и направленные в разные 
стороны, приложенные к 
точкам Ди В, их равно- 
действующую. приложен- 
ную к точке С, и центр 
моментов О. Проведем ив 
центра моментов прямую 
Ох, перпендикулярную 
к направлению данных 
Фиг. 149. сил, назвав точки пе- 
ресечения этой прямой 

с направлением данных сил через а, 6, с; тогда получим: 


т(Р) =—Р.Оа; 
т (9) =@. 05; 
т (К)=р— К. 06. 
От сложения первых двух равенств получим: 
т (Р)-- т (9) = 9.06 —Р.Оа. 


Но 
Ор = Ос-{ вв, Оа = Ое- ас. 


Подставляя эти величины в уравнение, получим: 


т (Рут (9) =9- Ос —Р.С +9: 2—Р. ас. 
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Но из пропорции 


Р ВС в 
имеем, что 

Р. ас =0.6с. 
Следовательно: 


т (Р)-- т (©) = @— В). = —(Р — 9 0—0. В-=т(®), 
что и требовалось доказать. 


Далее положим, что имеем несколько сил р’, Р", р", р (фиг. 150), 
лежащих на одной плоскости. Вообще говоря, данные силы могут 
быть заменены одной равнодействующей; в частном же случае сложе- 
ние их может повести к получению двух равных и параллельных сил, 
направленных в разные стороны, иначе говоря, к так называемой 
паре сил, о которой мы скажем впоследствии. Пусть А будет равно- 
действующая всех данных сил. Докажем, что и в этом случае теорема 
Вариньона справедлива, т. е, что 


т (В) =т(Р')-- т(Р")-{- т(Р")-Нт(РМ. 
Заметим, что для доказательства нет надобности, чтобы силы Р”, 
р", Р",... пересекались в одной точке. Продолжая направление 
сил Р’ и Р” до пересечения в точке А, переносим в нее эти силы 
и складываем их По правилу параллелограмма; получаем равнодей- 
ствующую А’ (если направле- 
ния сил Р’и Р” не пересе- 
каются, то складываем эти силы 
по правилу, выведенному для 
сил параллельных). Далее, если 
сила К” будет равнодействую- 
щей сил Ю’иР”, а Ю—сил 
К" и Р\ (она же будет равно- 
действующей всех данных сил), 
то, ло доказанному, справед- 
ливы равенства: 


т (®’) = т(Р')--т(Р”), 
т (В") == т(В')-- т(Р”), 
т (В) =т (К) -- т(Р). Фиг. 150. 


Сложив полученные равенства и сделав приведение подобных членов, 


получим: 
и #1. 
т(В=т(Р')-- т(Р”)- тр") +-т(Р\). 
Требуемое доказано. Так как момент силы равен нулю, когда центр 


моментов лежит на направлении силы, то из доказанной теоремы 
вытекает следующее важное следствие. 
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Если центр моментов лежит на направлении равнодействующей, 
то сумма моментов всех слагаемых сил равна нулю. 

$ 3. О равновесии рычага. Применим теорему Вариньона к равно- 
весию рычага. Условимся называть рычагом тело, вращающееся на 
неподвижной оси под действием сил, действующих в плоскости, пер- 
пендикулярной к этой оси. 

Предположим, что имеем рычаг АВ (фиг. 151) с осью, перпенди- 
кулярной к плоскости чертежа и пересекающейся с нею в точке О. 
Пусть Р, @, $ иТ будут силы, дей- 
ствующие в этой плоскости на рычаг АВ, 
а Ю— их равнодействующая. Чтобы 
рычаг был в равновесии, равнодействую- 
щая А непременно должна пройти че- 
рез точку О. Если же она не пройдет 
через нее, то рычаг в равновесии не 
будет: под действием этой силы он бу- 
дет вращаться в ту или другую сторону 
около точки О. Выразим аналитически, 

Фиг. 151. что сила А проходит через точку О. 

Приняв эту точку за центр моментов, 

заключаем, что в таком случае должно удовлетворяться требование 

т (Ю) =0. Но КЮ есть равнодействующая, и потому, по теореме 

Вариньона, момент силы может быть заменен алгебраической суммой 
моментов слагаемых сил: 


т (В) = т(Р) т (@) т ($) Е т (Т,, 
а в таком случае требование т (Ю) == 0 выразится иначе так: 
т(Р) + т (©) -- т ($) | т(Т) =0, 


т. е. для равновесия рычага необходимо, чтобы алгебраическая 
суима моментов действующих сил равнялась нулю. Таким образом, 
мы получили самую общую формулу, выражающую условия равнове- 
сия рычага. Если бы мы пожелали представить эту формулу со знаками 
моментоз, какие имеют место у нас на чертеже, то, опустив из 
точки О на направления сил Р, О, $ иТ перпендикуляры р, 4, $, & 
получили бы: 


Р.р—9-4—$.5-НТ.#=0, 
или 
Р.Р--Т.:=0.4-$:$; 


отсюда видим, что сумма моментов сил, вращающих рычаг в одну 
сторону, равна [по абсолютной величине] сумме моментов сил, вра- 
щающих рычаг в другую сторону. 

Мы предположили, что силы Р, О, 5$ и Т имеют равнодействую- 
ую А, но может случиться, что сложение их приведет к паре сил 
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(©@’, 9”) (фиг. 152); тогда для доказательства, что условие равновесия 
рычага и для этого случая останется прежнее, добавим какую-нибудь 
силу Р, проходящую через неподвижную ось, отчего действие сил ©” 
и ©" не изменится. Складывая силы Ри ©”, мы получим их равно- 
действующую, которую складываем с силой 
©"; получим тогда силу Ю, которая для 
равновесия необходимо должна пройти через 
точку О. Момент силы А, как проходящей 
через центр моментов, должен быть равен 
нулю. В то же время момент силы К, как 
равнодействующей, должен равняться сумме 
моментов сил слагающих, т. е. 


т (В =ХУт(Р)--т(Е), 


где под У т(Р) подразумевается сумма мо- Фиг. 152. 
ментов всех данных сил. Но т(Р) как мо- 
мент силы, проходящей через центр моментов, равен нулю, а потому 


т (К) = Ут (Р) =0. (12) 


Следовательно, условие равновесия рычага и в этом случае остается 
прежнее, т. е. алгебраическая сумма моментов всех данных сил должна 
равняться нулю. 

$ 4. Аналитическое выражение момента силы относительно 
центра. Нусть в плоскости чертежа дана сила Р (фиг. 163) с точкой 
приложения ДА и центр моментов О. Иримем точку О за начало 
прямоугольных осей  коорди- 
нат Оху и разложим силу Рна две 
силы Хи У, направленкя кото- 
рых параллельны осям коорди- 
нат. По теореме Варивьона имеем: 


т(Р) = т (К) т(У). 


Пусть координагы точки А 
суть хи у; тогда 


Подставляя величину моментов 
сия ХиУв выражение т (2), на- 


ходим: Фиг. 153. 
т (Р) =уХх— му. (13) 


Эта формула представляет аналитическое выражение момента силы 
относительно начала координат, помещенного в центре. 

8 5. Момент силы относительно оси. Как было уже сказано, 
моменты сил берутся не только относительно точки, но и относи- 
тельно прямой, которая в таком случае называется осью моментов. 
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Моментом силы относительно оси называется произведение 
проекции силы (на плоскость, перпендикулярную к оси) на перпен- 
дикуляр, опущенный на эту проекцию из точки пересечения оси 
с плоскостью. 

Так, например, чтобы получить момент силы Р (фиг. 154) отно- 
сительно оси хх’, проводим плоскость М, перпендикулярную к хх’, 
и данную силу Р проектируем на эту плоскость. Пусть эта проекция 
будет а2. Из точки О, в которой ось хх’ пересекает плоскость М, 

опускаем на направле- 
т в ние аб перпендикуляр и 
обозначаем его через р. 
Произведение проекции 
силы Р, т. е. аб, на пер- 
пендикуляр ри даст нам 
момент силы Р относи- 
тельно оси хх’. Усло- 
вимся обозначать его че- 
рез т„(Р); тогда можно 
будет написать: 


т» (Р) == пр (Р) + р. (14) 


Условимся считать поло- 

Фиг. 154. жительным направлением 

оси хх’ ее направление 

от х’кх. Зная это, ие- 

рейдем к определению знака момента, Для определения знака моменга 
существует два способа. 

1) Положим, что глаз наблюдателя помещается на положительной 
стороне оси и наблюдатель смотрит, в какую сторону сила стремится 
вращать тело, имеющее неполвижной осью ось моментов; если он 
увидит, что сила стремится вращать тело по направлению движения 
часовой стрелки, или по солнцу, то моменту силы надо приписать 
внак (-|-), в противном случае— знак (—). На нашем чертеже 
момент силы Р имеет значение положительное, 

7) Пусть наблюдатель, расположенный по оси моментов так, что 
голова его направлена в положительную сторону оси, смотрит на 
силу по направлению перпендикуляра р. Тогда, если сила будет итти 
вправо от наблюдателя, то момент ее положителен, а если влево, 
го отрицателен. 

Заметим, что для наблюдателя, смотрящего на плоскость с поло- 
жительного конца оси, знак момента проекции силы относительно 
центра моментов О будет тот же, что и знак момента силы Р отно- 
сительно оси хх’. Так как с перенесением точки приложения 
силы Р го ее направлению проекция аб и перпендикуляр р не 
изменяются, то и моменты сил также не изменяются при этом 
перенесении. 
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Посмотрим теперь, когда момент силы равен нулю, т. е. когда 
пр(Р) : р==0. Это может быть только в двух случаях: или когда р ==0, 
или когда пр(Р)==0; первое возможно тогда, когда сила Р пере- 
секает ось, ибо только в таком случае проекция ее пройдет через 
точку О; второе же тогда, когда сила или параллельна оси, или 
равна нулю. Вообще мож- 
но сказать, что момент т 
силы относительно оси 
равен нулю, когда сила 
проходит через ось, вклю- 
чая сюда и предельный 
случай прохождения че- 
рез бесконечно удален- 
ную точку оси, т. е, 
когда сила Р параллель- 
на оси хх’. 

Теорема Варинь- 
она. Момент равнодей- 
ствующей силы относи- 
тельно оси равен алеге- 
бранческой сумме момен- 
тов сил слагаемых от- 
носительно той же оси. Фиг. 155. 

Предположим, что дана 

ось моментов хх’ (фиг. 155) и перпендикулярная к ней плоскость М. 
Пусть также даны в пространстве силы Ри О. Складывая их по 
правилу параллелограмма, получим равнодействующую Ю. Докажем, что 


То (®) — Т (Р) -- Ту (®). 


Для этого проектируем параллелограмм АЁЕДОС на плоскость М; 
получаем на ней четырехугольник ае4е, и нетрудно заметить, что он 
представляет собой тоже параллелограмм, а потому если на аси ае 
смотреть как на две силы, лежащие в одной плоскости, то а4 будет 
их равнодействующей. Взяв для этих сил моменты относительно точки О, 


получим: 
т (ас) |- т (ае) = т (ад), 


т (ас) = т„(Р), т(ае) = т» (9), т (аа) = т» (К); 


следовательно: 


но 


т» (К) = т.„(Р) - т, (©). 


Подобное же рассуждение одинаково распространяется и на случай 
двух параллельных сил Р и О (фиг. 156). Пусть равнодействующая 
их будет А. Проектируя Р, Чи Е на плоскость М, получим силы 


пр(Р), пр (@), пр(К), 
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приложенные к точкам а, 6, си между собо’о параллельные. Так 
как Р--О9=Ю, то, помножив 0бе части этого равенства на с05 4, 
где < есть угол, образуемый силами Р, О, В с плоскостью М, 
получим: 

Рсоза-|- Осоза = ЮВ соза, 
но 

Рсоза = пр(Р), Осоза==пр (9), Юсоза==пр(Ю), 
следовательно: 
пр (Р) -Е пр (@) = пр(К). 
Кроме того, имеем: 
Р:9-==СВ: АС. 

Помножив оба члена первого отношения на с0$ а, а второго — на с0$8, 
где В есть угол, который делает прямая АВ с плоскостью М, получим: 


Рсоза : @ соза = СВ со : АСсоз В; 


но 
СВ созВ =с6, АСсозВ==ас, 
следовательно: 
пр(Р) _6е 
пр(9) ас* 


Отсюда видим, что сумма проекций параллельных сил Р и @ равна 
проекции А и что проекции сил обратно пропорциональны плечам 656 


т И 


Фиг. 156. 


и ас. Значит, проекция силы А есть равнодействующая проекций 
сил Ри О. Взяв моменты сил пр(Р), пр(0) и пр(К) относительно 
точки О, можем налисатъ следующее равенство: 


т [пр (Р)] -{- т [пр (9) = т [пр (К) 
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Но 
т [пр (Р)] == То (Р), т пр (@)] = т» (©), т [пр (В = т»(Ю), 


следовательно: 


ть (Р) |- т» (©) = т» (В). 


Таким образом, для сил параллельных теорема Вариньона также 
справедлива. 

Докажем, что она справедлива для скольких угодно и как угодно 
направленных сил. Положим, что даны силы Р, Р’, Р"иР”". Допу- 
скаем, кроме того, что последовательное сложение приводит к одной 
равнодействующей. Пусть К’ будет равнодействующей сил Ри Р’; 
р" — равнодействующей сил Ю’и В”; равнодействующая же сил ВЮ” 
и Р” будет, по предположению, А. По доказанному выше, мы имеем 
право написать следующие равенства: 


Ту (К) — М, (Р) + Та (Р”), 
т» (К") = т, (В)-Нт„(Р”), 
т» (В) == т» (К) т, (Р”); 


сложив их, получим: 
т» (К) = т„(Р)--т„(Р”) -Н т, (Р") + т, (Р”), 


что и требовалось доказать. 

Мы предположили, что силы Р, Р’, Р”, Р” допускают последо- 
вательное сложение. Может, однако, случиться, что данная система 
сил последовательного 
сложенря не допускает. 
Нетрудно доказать, что 
если такая система при- 
водится к равнодей- 
ствующей, то теорема 
Вариньона справедли- 
ва; если же система не 
допускает  существо- 
вания одной равнодей- 
ствующей, а приво- 
дится к двум равно- 
действующим, то тео- 
рема Вариньона изме- 
няется так: сумма моментов слагаемых сил равна сумме моментов 
двух равнодействующих. 

Пусть имеем силы 2’, Р”, Р”,... (фиг. 157); выбираем какую- 
нибудь плоскость так, чтобы направления данных сил пересекались 
с ней. Переносим точку приложения данных сил на плоскость и ка- 
ждую силу разлагаем на две так, чтобы одна из них пошла по плоскости, 


Фиг. 157. 
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а другая по перпендикуляру к плоскости. Тогда получим две груплы 
сил; одна группа будет заключать в себе силы 5’, 5”, $",..., на- 
правленные по плоскости, а другая — силы Т”, Т”, Т”,..., напра- 
вленные перпендикулярно к той же плоскости. Складывая каждую 
группу отдельно по известным нам уже правилам, мы получим две 
равнодействующие Ри ©. Так как Ри О являются каждая равно- 
действующей своей группы слагаемых сил, которые допускают по- 
следовательное сложение, то имеем: 


т„(Р) = ть (5) + ть (5") + ть (5")-... == №т, ($); 
т, ()=т, (Г) т, (Г) + т. (Т")-...= Ут, (Т. 
Сложив эти равенства, получим: 
т„(Р)-- т. (©) = №т, (5) + \т,„(Т). 


Вторая часть полученного равенства представляет сумму моментов 
всех данных сил; обозначив ее через »№ т,(Е), имеем: 


т (Рут. (©) = Жт,(Р). (15) 


Если силы Р и О пересекаются, то они могут, слагаясь в свбю 
очередь, дать общую равнодействующую А. Тогда 


т» (Р) |- ть (9) = т,(Ю); 


следовательно: 
т„ (В) == Ут, (Е). (16) 


$ 6. Условие равновесия твердого тела, имеющего неподвиж- 
ную ось. Пусть на тело М (фиг. 158), могущее вращаться около 
неподвижной оси 22’, действует несколько сил. Допустим сначала, 
что эти силы имеют равнодействующую Ю. Для того чтобы тело М 
оставалось в равновесии, необходимо, чтобы сила А проходила через 
ось 22’ или, рассматривая параллельность как предельный случай 
пересечения, была параллельна оси 22’; в противном случае равно- 
весия не будет. Таким образом, с одной стороны, мы имеем условие 
т, (®) =0, как для силы, проходящей через ось или ей параллель- 
ной, а с другой стороны, тот же самый момент силы АЮ, как равно- 
действующей, равен сумме моментов слагаемых сил; следовательно: 


т, (®) == Ут, (Р) ==0, 


где под », т, (Р) подразумевается сумма моментов всех данных сил 
относительно оси 22’. 

Мы предположили, что данные силы имеют равнодействующую; 
если этого нет, то заметим, что данную систему всегда можно 
заменить двумя силами, из которых одна может проходить через 
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произвольную точку. Пусть эти силы будут $ и Т (фиг. 158). Заставим 
одну из них, например $, проходить через ось 22’, тогда для равно- 
весия другая сила Т или должна тоже проходить через ось, или быть 
ей параллельной, а это значит, что для Р 
равновесия необходимо, чтобы 


т, (5) ==0, т, (Т) ==0. 
Но было показано, что 


У т, (Р) = т, (5) т, (Т), мт 
следовательно; 
Ут, (Р) =0. (17) 


Итак, для равновесия тела, имею- 
щего неподвижную ось, нужно, чтобы 
сумма моментов всех сил относи- 
тельно этой оси была равна нулю. 2. 

$ 7. Аналитическое определение Фиг. 158. 
моментов силы относительно осей 
координат. Положим, что на точку М (фиг. 159), координаты 
которой относительно прямоугольных осей будут х, у. 2, действует 
сила Р. Разложим эту силу по правилу параллелепипеда на три 


м4 


Фиг. 159. 


силы Х, Г, ©, направления которых параллельны осям координат. 
Определим моменты силы Р относительно осей Ох, Оу, Оз. 
По теореме Вариньона имеем: 


т„(Р) = т„(Х) т» (У) -- т, (2). 


13 Зак. 2084. И. В. Жуковский, 
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Так как сила Х параллельна оси Ох, то 
ть (М) == 0, 


момент же У относительно оси Ох выразится так: 
т» (У) = — Те, 


потому что сила У, как параллельная оси Оу, на плоскость Оуз 
проектируется в натуральную величину, и ее проекция отстоит от 
точки О на расстоянии 2; отрицательным же момент будет потому, 
что если смотреть на плоскость Оу2 по направлению хО, то увидим, 
что сила вращает плоскость по направлению, обратпому движению 
часовой стрелки. 

Точно так же найдем, что момент силы С относительно оси Ох 
выразится так: 


ти (72) = 2у. 
Подставляя эти значения в выражение для т„(Р), найдем, что 
т. (Р) =уй — 27. 


Понятно, что таким же точно путем можно найти момент силы Р 
и относительно других осей координат, а именно: 


т, (Р)=уё—2г7, т,(Р)=2Х—хй, т,(Р)==хР — УХ. (18) 


Положим, что дано несколько сил и желают выразить моменты 
равнодействующей силы относительно осей координат. Пусть силы 
будут Р, Р’, Р’,.,., а их равнодействующая Ю. Коорлинаты точек 
приложения сил назовем соответственно через (х, у, 2), (х’, у’, 2’), 
(х’, у’, 2"), ... Разложим каждую из данных сил на три силы, 
параллельные осям координат; пусть эти силы будут (Х, У, 7). 
(Х’, У’, 2), (Х", Г", 7"),... Из предыдущего известно, что момент 
равнодействующей относительно оси равен сумме моментов составляю- 
ших сил относительно той же оси, а потому имеем, что 


т. (К) = Жт,»(Р), т, (®) = Х т,(Р), т, (®) == Хм, (Р), 
но 
т„(Р)==уй—27У, т,(Р)=2Х—х7, т,(Р)==хУ — УХ, 
следовательно; 
т» (®) = У(у7— 2), 
т, (®) = У(ёХ—х2), (19) 
т, (В) = У(хУ — УХ). 


Эти три формулы моментов сил относительно осей координат позволяют 
решить вопрос, проходит ли равнодействующая через оси коорлинат 
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или нет. Если сила проходит через ось Ох или ей параллельна, то 


т»(В)== У(уй—2У)-=0. 


Если бы сила проходила через ось Оу или Ог или была им парал- 
лельна, то мы имели бы равенства: 


в 
ту (В) == Ж(2Х— х2) =0, 
т, (В) = У (ху — ух) ==0. 
Если имеем тело, могущее вращаться около оси О2 под дей- 
ствием ряда сил, то оно будет находиться в равновесии, если равно- 


действующая ‘всех сил проходит через ось О2 или ей параллельна, 
а потому, как условие равновесия, имеем равенство: 


\Х(2— 27) =0. 


Теперь посмотрим, при каких условиях тело. имеющее неподвиж- 
ную точку в начале координат, будет находиться в равновесии. Мы 
знаем, что для такого равновесия необходимо, чтобы равнодействую- 
щая проходила через даниую неподвижную точку. В таком случае 
она пересечет все оси координат, а потому 

т„ (К) ==0. т,(Ю)=0, т, (ВЮ) =0, 
или, что все равно; 


Хор —2У)=0, У(2Х- хп) -=0. У(хУ—уХ)-=0, 


Если же данная система сил не имеет равнодействующей, то мы 
получим две силы 5 и Т, из которых одну, например $, как моту- 
щую иметь произвольное направление, направим через неподвижную 
точку данного тела. Тогда для равновесия иеобходимо, чтобы и 
сила Т проходила через эту точку, а это значит, что для равно- 
весия должны соблюдаться следующие условия: 
т», (5) ==0, т„(ТГ)=0, 
ту (5) =0, т, (ТГ) ==0, 
т, (5$) ==0, т (Т)==9. 
Но мы видели, что 
и ^ 
т. (5) +т„(Ту= Хт,(Р), 
ро % 
т, (5) Ня, (Г) = У т, (Р), 
> ы л 
т, (зам, (Г) — У т, (ВР), 
23* 


196 гл. Ш. МОМЕНТ СИЛЫ 1ч. п 


где Упт(Р) обозначает сумму моментов данных сил относительно 
какой-либо оси, Условия равновесия принимают вид: 


Хт,(Р)=0, Ут,(Р)=0, Ут, (Р)==0, 


а это все равно, что 
3% (2 — гу) =0, У(2Х-—х7)-=0. УаУ—уХ=0. (20) 


8 8. Аналитическое определение координат центра параллель- 
ных сил. Теория моментов позволяет определить координаты центра 
параллельных сил. Мы видели, что центр параллельных сил есть 
точка приложения равнодействующей, остающаяся точкой приложе- 
ния при всяком направлении параллельных сил, если только при 


ы 


Фиг. 160. 


этом не изменяются ни величины их, ни точки приложения. Чтобы 
отыскать эту точку, отнесем данное тело к прямоугольным осям 
координат Охуг (фиг. 160). Положим, что на данное тело действуют 
параллельные силы Р, 2’, Р”, Р”,... Назовем координаты точек 
приложения каждой силы через (х, у, 2), (х, У, 7’),..., а коор- 
динаты центра параллельных сил через х, у, 2. Равнодействующая 
параллельных сил будет, положим, Ю. Так как координаты центра 
параллельных сил не ивменяются от перемены направления сил, то 
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предположим, что все силы Р, Р’, Р", Р”,... параллельны оси Ог. 
На основании теоремы Вариньона о моментах относительно оси мы 
можем написать: 


т.(Ю)==т,(Р)ет,(РУ-Ь. .., (21) 
т,(В) = т,(Р)--т,(Р)--..., (22) 
т,(К) = т,(Р)--т,(Р’)-.... (23) 


Последнее уравнение обращаезся в данном случае в тождество, 
потому что моменты всех сил относительно этой оси при взятом 
направленки сил равны нулю. Теперь определим моменты сил Р, 
Р’, Р”,... относительно осей Ох и Оу. 

Чтобы определить моменты этих сил относительно оси Ох, проек- 
тируем на плоскость Оуг силы Р, Р’, Р",.., и силу Ю. Пусть рас- 
стояния этих проекций от точки О будут у, у’, у",... иу. Для полу- 
чения выражения моментов нужно проекцию каждой силы помножить 
на соответствующий перпендикуляр; что касается знака, то получае- 
мым произведениям в данном случае нужно приписать знак (—), так 
как, смотря по направлению хО, увидим, что силы стремятся вра- 


щать тело около Ох против часовой стрелки. “Таким образом, 
найдем: 


т„(Р)==— Ру, т,(Р’) == —Р’У,..., т„(Ю)==-— ВУ, 
что, ввиду уравнения (21), даст: 
— Ку=У(—Ру=- У (Ру), 
или после перемены знаков: 
Ву = У(РУ. (24) 


Обратимся теперь к определению моментов тех же сил относительно 
оси Оу. Для этого находим проекции на плоскость Огх сил Р, 
Р”,..., Ю и опускаем на них перпендикуляры из точки О, — пусть 


они будут: х, Хх’, х’,..., х. Умножая затем эти проекции на пер- 
пендикуляры, получаем искомые моменты со знаками (--), ибо силы 
вращают тело по часовой стрелке 


т,(Р)==Рх, ту(Р’)=Р”х,..., ту(®) == Вх, 


что, ввиду равенства (22), даст: 
Вх == У(Рх). (25) 


Определяя из формул (24) и (25) координаты хи у, находим: 


х=р У(Рх, У=ф У (РУ). 
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Что касастся определения координаты г, то при том направлении 
сил, которое мы взяли, координаты эгой определить нельзя, и. чтобы 
определить ее, надо предположить, что все силы А, Р, Р,, Р",... 
стали параллельны какой-нибудь другой оси, например, оси Ох, и 
приложить теорему Вариньона к оси Оу; тогда получим; 


Вг = У (Р2), 


- м 
2=- УР. 
Заметив, что Ю—= УР, замещаем в выведенных формулах А равной 


ей величиной УР и получаем следующие три формулы коор- 
динат центра параллельных сил: 
` 
>22 у УР ; У(Ра 
—_, =—- . — . 
УР УР УР 
Эти формулы выражают расстояние центра параллельных сил от 
соответственных плоскостей координат. Мы видим, что для нахожде- 
ния нужно каждую силу умножить на расстояние точки приложения 
ее от соответственной плоскости координат, сложить все эти произ- 


ведения и разделить на сумму всех сил. Так, например, расстояние 
точки приложения силы АЮ от плоскости Оуг будет: 


откуда 


Хх = 


РР’ Р-Р" "+... У (Ра) 
Хх = = ——Ж— >, 
РРР Р" Ч... >? 
ГЛАВА 1. 


ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ. 


$ 1. Координаты центра тяжести. Займемся теперь вопросом 
о притяжении твердого тела Землею. Опыт показывает, что напра- 
вление силы притяжения Земли бывает всегда перпендикулярно к по- 
верхности Земли, за которую принимают свободную поверхность воды 
в ее бассейнах: морях, озерах и т. п. Так как эта последняя поверхность 
на протяжении малых своих участков очень близко подходит к пло- 
скости, то с очень малой степенью погрешности можно сказать, что 
силы притяжения Земли на различные части тела не очень больших 
размеров все будут параллельны между собой. Это же самое можно 
выразить еще так: Земля притягивает частицы тела силами, которые 
направлены приблизительно к центру ее. Что действительно эти силы 
не проходят через земной центр, можно видеть из того обстоятель- 
ства, что нормали к поверхности Земли не пересекаются в центре, 
ибо Земля не есть в строгом смысле шар, а эллипсоид вращения. 
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Так как силы притяжения сходятся в точке, отстоящей от земной 
поверхности на огромном расстоянии (около 6000 км), то можем 
считать их параллельными, если само тело невелико. 

Равнодействующая всех сил притяжения Земли на различные части 
тела называется весом тела. Центр этих параллельных сил притяже- 
ния называется центром тяжести. Силы тяжести, действующие на 
частицы тела, пропорциональны массам этих частиц; следовательно, 
центр тяжести тела есть центр параллельных сил, пропорциональных 
массам материальных точек, составляющих тело. В этом смысле 
вместо термина «центр тяжести» вводят для той же точки еще дру- 
гой термин: «центр инерции». 

Положим, что тело представляет систему конечного числа мате- 
риальных точек, веса которых обозначим через р, р’, р”, р”,... 
а координаты через (х, у, 2), (х’. у’, г’),... Зная, что центр тяжести 
системы материальных точек будет центром параллельных сил р, р’, 
р", р”,..., заключаем, что координаты центра этих параллельных 
сил будут не что иное, как координаты центра тяжесги. _ 


Если назовем координаты центра тяжести через х, у, 2, то най- 
дем, что: 


_ вх рик" ри их"... У (рх \ 
р И... У’ 
РР Е рту. —_ Хе. в 
рр" р" +... У» | 
Гора и рить. _ У) 
р-р" Нр”-... Ур у 


Если тело представляег непрерывное соединение материальных 
точек, т, е. сплошную массу, то для определения веса этого тела 
его нужно разбить на весьма малые объемы и определить вес ка- 
ждого из этих объемов, рассматривая каждый из них отдельно, как 
материальную точку. Если тело для всех равных объемов имеет рав- 
ные веса, то говорят, что тело однородно. Глотностью такого тела, 
или массой единицы объема называется отношение всей массы к соот- 
ветствующему объему. Если тело однородно и объем его будет У, 
я масса М, то плотность этого тела выразится так: 


_ М 

т. 
Если же тело пеоднородно, то значиг, чго при равных объемах ча- 
стей тела веса этих частей получаются неравные, и, следовательно, 
в различных своих точках тело будет обладать различной плот- 


ностью. Чтобы найти плотность неоднородного тела в данной точке С, 
поступаюг так; внутри тела выделяют ограниченный какой-нибудь 
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замкнутой поверхностью объем, внутри которого лежала бы точка С. 
Назовем этот объем через ДУ, а через АМ назовем массу материи, 


д АМ 
заключающейся во взятом объеме, тогда отношение ду и принимается 


за среднюю плотность для рассматриваемого объема АУ. Переходя 
к пределу, т. е. полагая, что объем АУ приближается к нулю, 
а точка С постоянно остается внутри ограничивающей его поверх- 
ности, получим некоторую определенную величину 


‚ АМ _ ам 
1 —. = 
т зу ду, 
которую мы и называем плотностью 1, тела в данной точке С. От- 
сюда следует, что масса малой части тела у точки С’ есть 
т = АМ —=чо4\. 
Перейдем теперь к вопросу об определении координат центра 
тяжести сплошного тела. Для этого разбиваем тело на весьма малые 
элементы в виде весьма неболыних прямоугольных параллелепипедов 


со сторонами, параллельными плоскостям координат. Назовем объем 
элемента через ДИ; тогда масса элемента объема выразится так: 


т== ау, 


где {—-плотность тела в ТОЙ точке, где находится элемент. Вес 
элемента выразится через 


== т = 2 4У. {= {5 ах ау а, 


где 4х, @у, 42— ребра элемента. Подставив это выражение р в фор- 
мулы (26) и заменив знак суммы знаком тройного интеграла, распро- 
страненного на все тело, по сокращении на постоянную величину 2 
получим: 


= / Га даа = [тах ду аа 5 Гая у а 
{[Гтахауа * 7 (([лахауав * Гоа ауа ^ 


Если тело однородно, то для всех бесконечно малых элементов @И 
плотность 4 будет одинакова; в таком случае 4 можно вынести за 
знак интеграла как в числителе, так и в знаменателе и сократить; 


тогда, заметив, что 
Г] Таха у, 


$ [Г [хаха 


Га, (27) 


я= [||| [ гахдуа. 


получим 


ый 
| 


<! 
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Центр тяжести такого однородного тела называется центром тяжести 
объема. 


Кроме центра тяжести объема рассматривают еще центр тяжести 
поверхности и линии. При этом принимают, что эти поверхности и 
линии непрерывно и равномерно покрыты материальными точками. 


Положим, что мы определяем центр тяжести поверхности. Разде- 
лим ее на бесконечно малые элементы площади 45. Пусть отноше- 
ние массы 4М такого элемента к самому элементу площади 45 будет 


=, отсюда; 
АМ =145$, р=аМ.#=1е45. 
Тогда координаты центра тяжести поверхности выразятся так: 
— (жа  -  ([утаз [24$ 


———- ее, а 

Глаз” 77 лая" * та" 

где х, у, г представляют координаты элементов площадей 45. 
Пусть 1 для всех элементов одинаково, а [ [4$ — площадь всей 


поверхности — пусть равняется 5; тогда: 


= [| [45 у [| [545, + [| [145. (28) 


Совершенно так же определяется и центр тяжести линии, Положим, 
что отношение массы бесконечно малого элемента линии &/М к длине 
этого элемента 4Г. есть 1; тогда масса и вес элемента будут 


т==АМ ==14Ё, р==тё == 81 4Ё. 


Координаты центра тяжести линии выразятся так: 


Гута ;— [214 
[42° ПЕ’ т Гар ` 


В этих формулах 1 сократится, если материальная линия однородна; 
что же касается |4, то это есть длина всей линии, которую мы 


обозначим через С. Вследствие этого вышенаписанные формулы 
примут вид: 


= _1 -_1 -_1 
5-1 [х4ь, ут [4 в [241 (29) 


В дальнейшем мы будем главным образом определять центры 
тяжести тел, имеющих постоянную плотность, т. е. тед однородных. 


Для определения центра тяжести служат следующие вспомогатель- 
ные теоремы: 
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1.. Если тело имеет плоскость симметрии, то центр тяжести 
лежит на этой плоскости. 

Когда говорится, что тело имеет нлоскость симметрии, то под 
этим подразумевают, что оно расположено относительно этой рло- 
скости таким образом, что каждой материальной точке по одну 
сторону плоскости симметрии соответствует равная ей по весу точка, 
помещенная по другую сторону и притом так, что линия, соеди- 
няющая эти две точки, перпендикулярна к плоскости симметрии и 
делится ею пополам. 

Возьмем точку. М (фиг. 161) и найдем соответствующую ей 
симметричную точку ЛМ. Если сложить их равные веса, то равно- 
действующая окажется приложенной к середине линии ММ”, т. е. 
точка приложения равнодействующей будет лишь в плоскости 


\ 


эм ----- 


` 


фиг. 161. Фиг. 162. 


симметрии. То же самое получим и для всех остальных точек такого 
симметричного тела. 

Отыскивая теперь центр всех параллельных сил, видим, что он 
также будет лежать опять в плоскости симметрии, — в какой-нибудь 
точке ее С; следовательно, это и будет центр тяжести, который, 
таким образом, и лежит в плоскости симметрии. 

П. Вели тело симметрично относительно оси, то центр 
тяжести лежит на этой оси. 

Осью симметрии называется прямая линия, обладающая тем 
свойством, что каждой точке тела по одну сторону ее соответствует 
другая, равная ей по весу, расположенная по другую сторону так, 
что линия, соединяющая эти точки, проходит через ось, перненди- 
кулярна к ней и делится ею пополам. 

Возьмем две такие симметричные точки (фиг. 162); складывая 
силы тяжести, действующие на них, заменяем их одной, равной их 
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сумме; сила эта будет приложена к середине линии, соединяющей 
две данные точки, а Следовательно, пройдет через ось симметрии. 
Понятно, что, заменяя силы, действующие на каждые две симметрич- 
ные точки, мы получим ряд равнодействующих, которые окажутся 
приложенными в точках, расположенных по оси симметрии. Скла- 
дывая эти силы, мы получим общую равнодействующую, приложенную 
к какой-нибудь точке С этой же оси. Тогда эта точка С, будучи 
центром параллельных сил, действующих на тело, и будет его 
центром тяжести. 

Ш. Если тело симметрично относительно точки, то центр 
тяжести лежиия в центре симметрии. 

Центр симметрии есть такая точка в теле, что всякой материаль- 
ной точке М (фиг. 163) соответствует лругая точка М’, равная 
ей по весу и расположенная так, 
что линия, соединяющая эти точки, 
делится в центре симметрии по- 
полам. Равнодействующая двух 
сил тяжести этих точек пройдет, 
очевидно, через середину линии, 
соединяющей эти точки, т. е. 
через центр симметрии. Так как 
это рассуждение мы можем при- 
менить к каждой паре точек, 
получая каждый раз равнодей- 
ствующую, проходящую через 
центр симметрии, то равнодей- 
ствующая проходит через центр О, 
а потому центр тяжести лежит 
в центре симметрии О. 

Основываясь на этих трех тео- . 
ремах, можно определить центры Фиг. 163. 
тяжести некоторых тел. 

Центр тяжести материальной прямой лежит в её середине. 

Центр тяжести параллелограмма лежит в точке пересечения его 
диагоналей, которая будет в то же время центром симметрии 
параллелограмма. Последнее следует из того, что в параллелограмме 
каждому элементу площади найдется другой, ему соответствующий 
и равный ему по весу, а линия, соединяющая такие два элемента, 
делится пополам как раз в точке пересечения диагоналей. 

Кольцо, т. е. тело, полученное от вращения фигуры около оси, 
лежащей в плоскости фигуры и ве пересекающей эту последнюю, 
будет иметь центр тяжести на оси кольца. 

В конусе центр тяжести лежит на линии, соединяющей середину 
основания конуса с его вершиной, и т. п. 

ГУ. Если тело состоит из нескольких частей, то центр 
тяжести его может быть определен как центр тяжести 
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нескольких материальных точек, которые мы получаем, сосредо- 
точивая вес каждой отдельной части данного тела в ее центре 
тяжести. 

Для доказательства возьмем тело АВС (фиг. 164), состоящее, 
положим, из шара, цилиндра со сферическими выемками на концах 
иеще другого шара, мень- 
шего, чем первый. Оты- 
щем центр тяжести всей 
этой системы. Притяже- 
ние Земли на первый шар 
сведется к одной силе Р", 
которая действует на 
центр тяжести его А, 
Точно так же все действие 
земного притяжения на 
цилиндр  приведется к 

Фиг. 164. одной силе Р”, действую- 

щей на центр тяжести ци- 

линдра в точке В. Наконец, на меныний шар будет действовать сила Р””, 

приложенная в центре его С. Очевидно, что отыскание центра тя- 

жести этих трех тел сводится к отысканию равнодействующей трех 
сил Р’, Р", Р". 

Пользуясь изложенными четырьмя теоремами, можно отыскивать 
центры тяжести различных тел, 


1. Центр тяжести линий. 


$2. Центр тяжести периметра треугольника. Дан треуголь- 
ник АВС (фиг. 165). Разделим стороны его АВ, ВС и АС пополам. 
Очевидно, что центр тяжести каждой из них лежит на ее середине, 
так это можно принять, что веса сторон треугольника будут при- 
ложены в точках а, 6, с——срединах его сторон. Эти силы Р, Р”, 
Р" будут по величине пропорциональны длинам сторон. Соединим 
точки а, бис между собою и сложим силы РиР”; равнодействую- 
щую их назовем через А’. Она пройдет через точку М. Эта точка 
находится на том месте линии ас, которое удовлетворяет пропорции 


р’: Р==оМ : Мс. 
Из подобия же треугольников АВС и афе имеем; 


АВ:ВС-==а6: 6, 
но 
АВ:ВС=0":Р, 
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следовательно: 


аМ: Ме== аб: фе, 


Последняя пропорция показывает, что если соединим точку М с р, 
то линия М6 разделит угол абс пополам. Действительно, МВ делит 
сторону ас на части, пропорциональные двум другим сторонам, а это 
и есть свойство биссектрисы. Сложив потом силу А’ с Р’, получим 
равнодействующую, точка 
приложения которой бу- 
дет лежать где-нибудь на 2 
линии 2/М. Отсюда заклю- 
чаем, что центр тяжести 
лежит на линии, делящей 
угол при вершине 2 по- 
полам. 

Складывая силы 2” 
и Р”, мы можем приме- 
вить то же самое рас- 
суждение; тогда увидим, 
что центр тяжести лежит 
на линии @а4, деляшей 
угол са пополам. Если 
это так, то центр тяжести 
должен лежать на пересе- 
чении биссектрис М и 
а4 — в точке О. Заметим, 
что точка О есть центр 
круга, вписанного в тре- 
угольник абс. Итак: центр тяжести периметра треугольника лежит 
в центре круга, вписанного в треугольник, вершины которого лежат 
на срединах сторон данного треугольника. 

$ 3. Центр тяжести части периметра правильного много- 
угольника. Возьмем часть периметра АВСОЕ (фиг. 166) правильного 
многоугольника и проведем прямую МС, которая разделила бы эту 
часть периметра на две симметричные части. Пусть М будет центр 
круга, вписанного в многоугольник. Так как МС есть ось симметрии, 
то искомый центр тяжести будет лежать на ней, где-нибудь 
в точке О. Определим расстояние МО — координату центра тяжести. 
Для этого воспользуемся прежде выведенными нами формулами, 
определяющими кобординату центра тяжести; при этом оси координат 
возьмем так, чтобы линия МС была осью х, а ось у была бы к ней 
перпендикулярна; за начало координат примем точку М. Вместо 
каждой линии АВ, ВС, СО и ОЕ возьмем материальные точки, 
равные этим линиям по весу и помещенные в срединах сторон. Такие 
точки будут: а, 6, с, 4. Соединив ас 4 и фсе, найдем, что 
линии 24 и 6с пересекают ось симметрии МС в точках и м. 


Фиг. 165. 
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Теперь определим координату центра тяжести О. Положим, что она 
равняется х; тогда 


Назовем через линейную плотность. т, е. вес, приходящийся на 
р › Пр 
единицу длины. Тогда будем иметь, что 
Р=АВ.1, Р”’-==Ср.т1, 
Р’=ВС`1, Р" —=РЕ.т; 
следовательно: 


УРх АВ. т. Мт -- ВС.т. Мп-- СР... Лт -- БЕ-у. Мп 
УР _ (АВ ВСС ЬЕ).т ) 
сократив на ^, найдем: 

— АВ, Мт -- ВС. Мп-- СО. Мя-- РЕ. Мт 30 

х-= ВЕ ВСЕСО- Е у (30) 
Соединив М саи опустив из В перпендикуляр В0 на АБ, получим 
треугольник 4АВ, подобный треугольнику Мал, так как стороны 
их взаимно перпендикулярны. Из по- 
добия их следует, что 

АВ 

Аа  Мт’ 


, И р где г==/Ма есть радиус вписииюго 
"Та в данный многоугольник круга. Взяв 
произведепие крайних и средних, 

8 имеем: 


у 


7 


5. 


> 
--> 


х 
х 
<> 
` 
с 2“ 
З 
|. 


АВ. Мт-==г.А4. 
77 >—х Так же найлем: 
ВС. Мп-== Мб. ВЕ -=#. др 
С и т. д. Подставляем эти выражения 
р в формулу (30) и находим: 
—-. == 7 (99 Е 4 рз- 58) 
АВЕВСОБ-ОЕ" 


Называя периметр через /, а хорду 
через 4, получим: 


\ 


`\ 


— 4 
Х==-. 1 
Фиг. 166 ГА (31) 


Отсюда следует, что расстояние центра тяжести периметра нра- 
вильного многоугольпика от центра вписаиного круга есть четвертая 
пропорциональная к радиусу эгошо круша, хордё части периметра 
и величине периметра, 
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$ 4. Центр тяжести дуги круга. Возьмем часть круга с центром 
в точке М (фиг. 167) и радиусом МА==г. Назовем угол АМС 
через ©. Дугу круга можно рассматривать как предел части пери- 
метра правильного многоугольника при возрастании числа сторон его 
до бесконечности. Обозначив центр 


тяжести буквою О, можем на р 
вать ЛИ Фор 
написать: р й < т Е Е 
— м 
мо — А == т , м / 
\ 1 / 
р / 
где х есть искомая координата < и 
центра тяжести, 4-—хорда АЕ \; р / 
м | / 
и [— дуга АСЕ. В пределе г не м , 
изменится, @ есть 2Ат, а Ат== м | й 
; | 
==г ша; поэтому хи / 
м ©. 1 и 
== а. УИ 
\\ ; 
Г в пределе обратится в дугу № 
круга, значит м 
Е = 29, Фиг. 107. 


причем а берется не в гралусах, а в радианах. Таким образом, 


в пределе 
Г.2г эта _ „эта 


я — Заг а 


. (32) 
В частном случае, для полуокружности, когда @ == 


. — 2 
эта ==1, тогда х=-, и, приняв т == имеем: 


7» 
х = 


Эта последняя формула дает расстояние центра тяжести полуокруж- 
ности от центра круга. 


П. Центр тяжести площадей. 


$ 5. Центр тяжести площади треугольника. Разобьем плошаль 
данного однородного треугольника АВС (фиг. 168) на бесконечно 
тонкие полоски, параллельные стороне АС. Эти полоски мы можем 
рассматривать, как линии, равномерно покрытые массою; следова- 
тельно, силы тяжести, действующие на каждую такую полоску, 
имеют равнодействующую, проходящую через середину этой полоски, 
почему точка приложения общей равнодействующей должна лежать 
где-нибудь на линии В, проходящей через средины всех полосок, 
т. е. соединяющей вершину В с срединой основания 6. 
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Повторяя то же рассуждение относительно стороны АВ, найдем, 
что центр тяжести находится где-то на линии Сс, соединяющей 
вершину С с срединой основания АВ. Следовательно, центр тяжести 
площади треугольника должен лежать в точке О, на пересечении 
линий Вб и Сс. Определим теперь, где лежит эта точка О. Для 

этого соединяем р с с, тогда 

2 голучим два подобных тре- 

угольника ВОС и 06. Из 
подобия их можно вывести 


пропорцию 
ВО _ ВС 
08° 


Но так как из подобия тре> 
угольников АВСи Асф имеем: 


ВС _ 482 
66 Ав 1 


тои 
во _2 
Фиг. 168. 0 1? 
ИЛИ 
ВО =206. 


Если к обеим частям этого равенства прибавим по О, то получим: 
во--0=20-- 0 = 30, 
откуда: 


1 
ОВ = 5 В6, 


т. е. центр тяжести площади треугольника лежит на одной трети 
от основания линии, соединяющей средину основания с противо- 
лежащей вершиной. 

Если на основание АС опустим перпендикуляры из вершины В 
и из центра тяжести О, называя длины их через Й и #’, то 


=3% (83) 


следовательно, положение центра тяжести мы можем определить 
еще следующим образом: центр тяжести плошади треугольника 
лежит на линии, соединяощей вершину с срединой противоположной 
стороны, на расстоянии одной трети высоты от основания. 

$ 6. Центр тяжести трапеции. Разбивая площадь данной тра- 
пеции СЕРР (фиг. 169) на бесконечно тонкие полоски, параллельные 
стороне СО, мы убеждаемся, что центр тяжести должен лежать на 
линии АВ, соединяющей средины параллельных сторон, ибо центр 
тяжести каждой отдельной полоски лежит на средине ее. Разобьем 
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затем диагональю СР трапецию на два треугольника СЕР и СРО. 
Центр тяжести первого треугольника лежьт в точке О”, а второго 
в точке О’, положения точек О’ и О” определяются теоремой 6 5. 
Значит общий центр тяжести должен 
лежать одновременно на линии АВ 
и на линии ОО’; следовательно, он 
лежит в точке их пересечения О. 
Существует еще другой способ 
нахождения центра тяжести площади 
трапеции. Обозначим нижнее основа- 
ние трапеции (фиг. 170) через а, 
а верхнее через 2. Откладываем по- 
том расстояние а от точки 2 до С, 
так что О == а, и расстояние № от 
точки Е до Н, так что РН==6; со- Фиг. 169. 
единим точки @ и Н линией СН. 
Точно так же соединяем середины оснований -— точки А и В. Пере- 
сечение АВ с ДН и дает точку Об—центр тяжести площади тра- 


пеции, Чтобы доказать это, назовем через у расстояние центра тя- 
жести О от прямой РЕ, а через у’— расстояние центра тяжести О от 


Фиг. 170. 


СР, и назовем высоту трапеции через й. Пусть центры тяжести 
треугольников РОЕ и РСО лежат в О’и О", Определим теперь ко- 


ординаты центра тяжести относительно линий РЕ— (у) и сЬ—() 
по формулам: 


у=%»У. 045), У=5У 0/45), 


причем за ось х примем сначала РЕ, а потом Е’, начало же 
координат отнесем сначала в точку Р, а затем в точку Е”. Тогда 


14 Зак. 2984. Н. Е. Жуковский, 
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получим: 
= __ плош. РРЕ-О’К* -- площ. ЕСО - О’ 
У= площ. РРЕ - плош. РСБ ы 
77 —_ ПЛОЩ. ЕОЕ. О’К - площ, ЕСО + ОЧ 
У площ, РОД - площ. ГСО ° 
Но 


площ. ЕДЕ == 5 ай, площ, РСБ == 5, 
ОКЗ’, — О’Кы т в= 01”, 


Подставляя эти выражения, получим: 


й п й 2 в В в 21 
-_ 2937293 2931403 
о, 


где под & подразумевается площадь всей трапеции РСОЕ. Берем 
ое д? 
отнощение у к у’; сокращая на 5 и на 5, получим: 
‚2. 


_ +6 
ЗН (34) 
У 5 

2-2 


Вот в каком отношении нужно разделить линию АВ, чтобы получить 
место центра тяжести. 

Посмотрим теперь, в каком отношении линия ОН делит АВ. 
Из подобия треугольников АОС и НОВ имеем: 


@ 
ов нв _ 98 
ОА дат, 
21“ 


У — ОВ 
У’ ОА’ 
следовательно. 
@ 
ув? 
У 40 Ва, 
2 


Итак, точка О есть действительно центр тяжести площади трапеции, 
так как она удовлетворяет выведенной формуле (34), 


5 81 ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ КРУГОВОГО СЕКТОРА 211 


$7. Центр тяжести площади произвольного четырехугольника. 
Для определения центра тяжести площади произвольного четырехуголь- 
ника поступают следующим образом. Разбивают данный чегырехуголь- 
ник АВСО (фиг. 171) на два тре- 
угольника АВО и ОВС диаго- 
налью ОВ и отыскивают их цен- 
тры тяжести по известным прави- 
лам. Положим, центр тяжести тре- 
угольника АВР лежит в точке О’, 
а треугольника ОВС —в О”. По- 
том тот же четырехугольник раз- 
биваем на два треугольника диаго- 
налью АС и так же, как и прежде, 
определяем центры тяжести новых 
треугольников, О” и О. Зиа- 
чит, общий центр тяжести должен 
лежать одновременно на лини- 
ях О’О” и О”ОМ; следователь- 
но, он лежит в точке их пересе- 
чения О. 

Если бы был дан какой-нибудь Фиг. 171. 
многоугольник (фиг. 172) и тре- 
бовалось бы определить центр тяжести его площади, то для этого 
его пришлось бы разбить на треугольники, определить центры тя- 
жести каждого из них и сосредоточить в найденных центрах веса, 
которые будут пропорциональны 
площадям треугольников. Получим 
точки О’, О”, О", ОМ ит. д., 
и задача сведется к отысканию 
центра тяжести нескольких мате- 
риальных точек. 

$ 8. Центр тяжести круго- 
вого сектора. Дан сектор АОВ 
(фиг. 178), и требуется опреде- 
лить его центр тяжести. Проводим 
радиус, перпендикулярный к хор- 
де АВ; он будет осью симметрии 
для плошади сектора; следова- 
тельно, искомый центр тяжести 
будет лежать где-нибудь на нем. 
Разбиваем дугу АВ на очень ма- 
лые равные части мир, пр,... Со- Фиг. 172. 
единим все полученные точки деле- 
ния дуги АВ с центром О; тогда наш сектор разобъется на весьма ма- 
лые секторы, которые в пределе при бесконечном возрастании числа 
делений можно рассматривать, как прямолинейные равнобедренные 


44* 
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треугольники. Центры тяжести всех этих треугольников, как легко ви- 
деть, расположены равномерно по дуге круга, описанного из центра О 


радиусом, равным 58; полученная таким образом дуга аб будет 


покрыта равномерно точками, равными по весу, потому что площади 
малых секторов равны, и вопрос теперь сводится к отысканию центра 
тяжести материальной дуги аб. Но расстояние центра тяжести дуги 
от центра круга определяется по 
известной формуле: 


- зша 
Х=г—^, 


где для нашего случая 
2 
г Оа = Е Ю, 


и потому искомый центр тяже- 
сти О’ отстоит от центра круга 
на расстоянии 


2 2 р па 
Фиг. 173. *=3 К д‘ (85) 


т 
Это и есть искомая формула. В частном случае, когда а — т, сектор 


обращается в полукруг, и центр тяжести его определяется по фор- 
муле: 


или, полагая п —=-, получим: 


14 
Значит, центр тяжести полукруга лежит на расстоянии 3аК от центра 


круга. 

а 9. Центр тяжести кругового сегмента. Центр тяжести пло- 
щади кругового сегмента АСВ (фиг. 174) будет лежать на среднем 
радиусе ОС, а именно, где-нибудь на линии ЕС, —в точке С. Назо- 
вем расстояние его от центра круга через х. На основании теоремы [У 
центр тяжести сектора можно определить по центрам тяжести состав- 
ляющих этот сектор треугольника ДАОВ и сегмента АСВ. Для этого 
сосредоточим веса площадей треугольника и сегмента в их центрах 
тяжести Ри @. Пусть центр тяжести сектора будет Г. Обозначим 
площади сегмента через $, сектора через 5” и треугольника через 5”; 
расстояния центров тяжести от точки О пусть будут для площади 
сектора х’, а треугольника х”. Примем линею ОС за ось Ох, а ось Оу 
проведем из точки О лерлендикулярно к ОС, 
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На основании формулы (26), определяющей координаты центра 
параллельных сил, получаем: 


- 1 
Хх = 
5 ( 
посмотрим, чему равняются входящие Сюда величины: 
5’, как площадь кругового сектора, равна выпрямленной дуге, 
умноженной на половину радиуса, т. е. 


= АВ. т, 


5х! — 57); 


— 
но АВ-=20Ю, где а есть угол АОС и выражен в радианах, а 
потому 
[4 


— р. = «7; 


$5", как илощадь треугольника ОАВ, 
выразится так: 
5'=4 АВ-ОВ, м 
но, так как 
АВ=2АЮ та, ОЕ=АЮс0Зо, 


то: 
57 =. 25а ‚ Юсоза == 
— А $114 с0$0; Фиг. 174. 
х’ есть расстояние центра тяжести кругового сектора от центра 


круга, а потому 


‚__ 2 р3зШа, 
х = к а’ 


наконец, х”, как расстояние центра тяжести треугольника от его 


вершины, будет равно: 


х’= 2 ОЕ 2 Юсоза. 


Подставив все найденные величины в выражение Хх, имеем: 


х= (а 72 28. те — Рио сова , 3-Ксова), 
или 
Х == 55 (ЮЗ та — АЗ зна с088 а). 
Заменив 6052 я через 1-— $102, найдем: 
2 


Хх = 


[43 5 а — АЗ&па (1 — $11? а)]. 


< 
© 
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Раскрыв скобки и сделав приведение, получим: 


2 ЮЗзЗа 


3 5 
Но Каша == > АВ, которую обозначим через та; тогда 


79 4 аз 

А = — 

3 85 125 * (86) 
Это и есть искомая формула, определяющая центр тяжести площади 
сегмента, 


Н!. Центр тяжести поверхностей. 


$ 10. Цеитр тяжести боковой поверхности прямой призмы. 
Определим центр тяжести граней данной призмы (фиг, 175). Сосредо- 
точим вес каждой в ее центре тяжести, силы, действующие на эти 
точки, будут пропорциональны площадям 
граней. Назовем эти силы через Р, Р”, 
Р", Р”, ... Они относятся между собою, 
как соответствующие площади граней. Но 
Так как во всех гранях можно за основание 
граней принять боковое ребро, то эти пло- 
щади относятся, как стороны какого-ни- 
будь перпендикулярного сечения, напри- 
мер среднего, ибо именно эти стороны 
и служат высотами граней. Поэтому 


Р:Р’:Р":... =а:6:0:.,., 


где а, 8, с, ... суть стороны перпенди- 
кулярного среднего сечения. Кроме. того, 
точки приложения сил Р, Р’,... лежат 
Фиг. 175. на сторонах этого среднего сечения (так 

как призма прямая); следовательно, назван- 

ные силы можно рассматривать и как веса сторон материального 
многоугольника 49с4... Это показывает, что отыскание центра па- 


Раллельных сил Р, 2’... (1. е. центра тяжести боковой поверх- 
ности прямой призмы) тождественно с нахождением центра тяжести 
периметра многоугольника абс... Отсюда видно, что центр тяжести 


боковой поверхности прямой призмы лежит в центре тяжести пери- 
метра среднего перпендикулярного сечения. 

$ 11. Центр тяжести боковой поверхности пирамиды. Правило, 
которое мы выведем для определения центра тяжести боковой поверх- 
ности пирамиды, приложимо не только к правильной, но и ко всякой 
пирамиде, основание которой есть многоугольник, описанный около 
круга, а высота проходит через центр этого круга. На расстоянии 
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одной трети от основания данной пирамиды (фиг. 176) проведем 
сечение, перпендикулярное к высоте. Положим, сечение это будет 
абсае}. На серединах его сторон будут лежать центры тяжести тре- 


угольников А5$В, В5$С, С$0 ит. д. Так как все треугольники имеют 
одинаковые высоты, то их 


плошади будут относиться, 
как основания АВ, ВС, СВ 
и т. д., или как а6, де, г1 
ит. д. Это показывает, что 
центр тяжести всей боковой 
поверхности пирамиды будет 
лежать в центре тяжести пе- 
риметра сечения, проведен- 
ного перпендикулярно к вы- 
соте на расстоянии одной 
трети высоты от основания, 
$ 12. Центр тяжести 
полной поверхности пира- 
миды. Дана пирамида ВАСО 
(фиг. 177), и требуется опре- 
делить центр тяжести пол- 
ной ее поверхности. Опре- Фиг. 176. 
делим центр тяжести всех ее 
граней. Центр тяжести грани АВО лежит на линии, соединяющей вер- 
шину В с серединой основания АД, на расстоянии одной трети ее от 
основания, —в точке с. Точно так же центр тяжести грани АСР лежит 
в точке 2, РВС —в точке а и АВС —в точке 4. Сосредоточиваем 
в каждом центре веса граней, — они будут пропорциональны площа- 
дям этих граней; именно, в точке с полагаем сосредоточенным вес Р”, 
в точке р— вес Р”, в а— вес Р ив точке 4 —вес Р”; притом 


Р" _ площ. АВБ 
Р” площ. АСБ° 


Соединим теперь точки а, 2, с, @ между собою прямыми; получим 
пирамиду баса, подобную пирамиде ВАС. Чтобы доказать это подо- 
бие, заметим, что ребро ВС параллельно ребру де, АВ —а5, СР — са 
и т. д. Докажем сначала паралдельность ВС и 0с. Мы видим, что 


СЕ: сВ =1:9, 60Е:6С=1:98, 


следовательно: 
сЕ — Е 
св №’ 


Отсюда заключаем, что ВС]. Точно так же обнаружим параллель- 
ность остальных ребер большой и малой пирамид; следовательно, 
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пирамиды составлены из подобных граней. Из подобия следует, что: 


площ. АВО площ. 264 
площ, АС — площ. аса? 
значит: 
Р*" __ площ. оба 
Рй ^ площ. асй 


Складывая силы Р” и Р”, находим равнодействуюшую (Р”--Р”), 
приложенную в некоторой гочке тж. Сложим ее с силами Р’ и Р. 
Равнодействующая всех этих сил А будет действовать на какую-нибудь 
точку плоскости ат. Докажем, что эта плоскость делит двугранный 
угол при ребре а4 поподам. 


Фиг. 177. 


Посмотрим, в каком отношении должны находиться отрезки фт 
и тс. Силы Р” и Р” делят сё на части, обратно пропорциональные 
величинам этих сил, т. е, 


р"; Р" == т: тс, 
Но по условию 


Р":Р”" == площ. АВР: площ. АСР = площ. 424; площ. аса, 


следосательно: 
фт: те == ялощ. аб: площ. @64, 
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Обнаружим теперь, что именно эта пропорциональность имеет 
место тогда, когда двугранный угол при ребре а& разделен пополам. 
Действительно, когда этот двугранный угол разделен пополам, то мы 
получаем две пирамиды: рат и сат@, имеющие общее основание га4. 
Объемы таких пирамид относятся, как высоты, т. е. 


объем пирамиды сат@ _ № тс (87) 
объем пирамиды бат ^^ №’ фт’ 


С другой стороны, эти пирамиды могут быть рассматриваемы, как 
имеющие общую вершину т, но разные основания ас и а54. При 
рассматриваемом — положении 
вершины 1 высоты пирамид бу- 
дут равны, так как угол при 
ребре а4, по допущению, раз- 
делен пополам, 

В самом деле, положим, что 
нам дан двугранный угол, раз- 
деленный плоскостью № попо- 
лам. Возьмем какую-нибудь 
точку М (фиг. 178) на плоско- 
сти № и опустим из нее пер- 
пендикуляры Я и Й’ на стороны 
двугранного угла. Проведя че- 
рез Я и Й’ плоскость, найдем, 
что она будет перпендикулярна 
к а4 и пересечет грань двугран- Фиг. 178. 
ного угла по линиям рК и &К 
и угол гКр будет линейным углом двугранного. Так как двугранный 
угол разделен пополам, то угол @КМ равен углу МКр; поэтому пря- 
моугольные треугольники МЕК и МрК равны, а следовательно, 
М: = Мри #=—!'. Пирамиды сат@ и фат@, как имеющие равные 
высоты, будут относиться, как площади оснований, т. е.; 


объем пирамиды сата площ, с24 


объем пирамиды фат@ площ, @ёа* 
Сравнивая эту пропорцию с пропорцией (37), видим, что 


т __ площ. ава 
те площ, сад“ 


Таким образом мы убеждаемся, что если плоскость тай делит дву- 
гранный угол при ребре а4 пополам, то тф и тс будут относиться, 
как площадь аб к плошади са, что на самом деле мы и имеем, 
Поэтому заключаем, что плоскость ат@ действительно делит этот 
двугранный угол пополам и что на ней в каком-нибудь месте лежит 
точка приложения общей равнодействующей Ю, а следовательно, 
и центр тяжести. Но то же самое можно сказать и относительно 
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плоскостей, делящих пополам другие двугранные углы при ребрах малой 
пирамиды. Так как центр тяжести должен, как мы доказали, нахо- 
диться на каждой из этих шести плоскостей, то эти шесть плоско- 
стей должны в свою очередь пересекаться в одной точке, которая и 
будет центром тяжести, Известно, что центр шара, влисанного в пира- 
миду, лежит в точке пересечения плоскостей, делящих двугранные 
углы при ребрах пирамиды пополам. Отсюда получаем теорему: центр 
тяжести полной поверхности трехгранной пирамиды лежит в центре 
шара, вписанного в малую трехгранную пирамиду, вершины которой 
лежат в центрах тяжести площадей граней данной пирамиды. 

$ 13. Центр тяжести поверхности шарового сегмента. Разде- 
лим стрелку сегмента ВО (фиг. 119), равнузо й, на бесконечно боль- 
шое число равных частей Ай и через точки деления проведем пло- 
скости, параллельные основаниям сегмента. Поверхность сегмента раз- 


ее ое иссле а то т вы ии иов си 


Фиг. 179, 


делится таким образом на бесконечно тонкие пояса, причем поверх- 
ности этих поясов будут равны, потому что поверхность всякого 
такого пояса, например ти, выражается так: 


тп == Я* ААА, 


Но так как Ю есть радиус большого круга, для всех поясов он один 
и тот же, а АР — высоту пояса — мы выбрали равной для всех поя- 
сов (так как стрелку ВО мы разделили на равные части), то поверх- 
ности всех этих элементарных поясов равны. При весьма малом АЙ 
мы можем каждый пояс тн заменить материальной окружностью, 
причем центр тяжести каждой такой окружности будет в ее геоме- 
трическом центре. Поэтому отыскание центра тяжести поверхности 
сегмента приведется к отысканию центра тяжести стрелки ВО, рав- 
номерно покрытой материальными точками. Этот центр тяжести, 
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очевидно, будет лежать на середине стрелки ВО — в точке С. Называя 
расстояние центра тяжести от центра круга через х, имеем: 


х=0в—ва=к—й. (38) 


Этот же вывод справедлив и для поверхности пояса. В частном слу 
чае, когда А == А, имеем: 


— 1 
х==5 К. 


ГУ. Центр тяжести объемов. 


$ 14. Центр тяжести объема призмы. Пусть мы имеем призму 
(фиг. 180). Плоскостями, параллельными основанию, ее можно раз- 
бить на несколько весьма тонких призмочек т, п, р,..., равных 
по высоте. При увеличении числа 
делений до бесконечности центр тя- 
жести каждой такой призмочки можно 
рассматривать, как центр тяжести 
площади многоугольника. Сосредо- 
точим веса всех этих многоугольных 
пластинок в их центрах тяжести, 
а так как центры тяжести верхнего 
инижнего оснований лежат на той же 
прямой, на которой лежат центры 
тяжести всех пластинок, то заклю- 
чаем, что Центр тяжести призмы ле- 
жит на линии, соединяющей центры 
тяжести верхнего и нижнего осно- 
ваний. Эгу прямую можно рассма- 
тривать, как материальную линию, 
равномерно локрытуо материальными Фиг. 190. 
точками, а потому центр тяжести 
объема всякой призмы лежит посредине линии, соединяющей центры 
тяжести площадей верхнего и нижнего оснований. 

Этот вывод справедлив не только для призмы, но и для какого 
угодно цилиндра. 

$ 165. Центр тяжести объема пирамиды. Разделим данную пира“ 
миду (фиг. 181) на бесконечно тонкие слои плоскостями, параллель- 
ными основанию АДС. Каждый слой может быть заменен материальной 
точкой, помешенной в его центре тяжести, так что, как это легко 
сообразить, искомый центр тяжести надо искать на линии, соединяю- 
щей вершину В с центром тяжести площади основания 2. Деля дан- 
ную пирамиду на бесконечно тонкие слои плоскостями, параллельными 
грани АВО, найдем, что центр тяжести должен лежать на линии Сс, 


290 ГЛ. ТУ. ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ [ч. п 


Значит, искомый центр тяжести должен одновременно лежать на 
линиях Вби Сс, т.е. он лежит на их пересечении —в точке (. 
Определим теперь поло- 
жение точки @. Из по- 
добия треугольников @сё 
и ССВ имеем пропорцию: 


вв _ ВС __ ВЕ _ 3 


45 66 СЕ 1’ 


отсюда: 
7:16. 
в ‚ 
ИЛИ 
Ва = 346. 


Прибавляя к обеим ча- 
стям по @2, имеем: 


ва-- 96 = 306 + 6, 


или 
Вё =40, 


следовательно: 


1 
05 =- 86, 


Фиг. 181. т. е. центр тяжести объема 
пирамилы лежит на ли- 
нии, соединяющей центр тяжести площади ее основания с вершиной, 
на одной четверти длины ее, считая от основания. 
Если всю высоту пирамиды назовем через й, а через #’ расстояние 
точки С от основания, то 


‚1 
ий. (89) 


Таким образом определяется центр тяжести объема трехгранной 
пирамиды. 

Если бы была дана многогранная пирамида (фиг. 182), надо было бы 
ее разделить на трехгранные и у каждой из них определить ее центр 
тяжести. Очевидно, что все эти центры будут лежать в одной плоскости, 
проведенной параллельно основанию на одной четверти высоты, считая 
от основания, причем каждый из них совпадает с центром тяжести 
соответствующего треугольника. Так, например, центр тяжести первой 
пирамиды лежит в центре тяжести треугольника аеф, а третьей — 
треугольника 24с. В этих центрах можно считать приложенными веса 
соответствующих пирамид, т. е. силы Р, Р’, РМ ит. д., и центр 
тяжести всей пирамиды найдется, как точка приложения равнодей- 
ствующей всех этих сил Р, 
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Заметим, что силы Р пропорциональны объемам пирамид, а при 
одинаковой высоте этих пирамид — их основаниям, т. е. 
Р:Р’:Р" == фае : реа : фас. 
Решенге госледнего вопроса сводится, таким образом, к опре- 


делению центра тяжести площади многоугольника абс4г. Значит, центр 
тяжести всей пирамиды лежит в центре тяжести площади сечения, 


Фиг. 182. 


проведенного параллельно основанию на расстоянии одной четверти 
высоты, считая от основания. 

Легко видеть, что центр тяжести объема всякого конуса лежит на 
линии, соединяющей центр тяжести площади основания с вершиной, на 
расстоянии одной четверти от основания. 

$ 16. Центр тяжести объема параллельно усеченной пира- 
миды. Положим, что мы имеем трехгранную пирамиду, усеченную 
параллельно основанию (фиг. 183). Назовем нижиее основание пира- 
миды через А, верхнее — через В, а высоту — через #. Плоскостями 
510 и $ МО разбиваем нашу пирамиду на три трехгранные пирамиды 
так, что при одной и той же высоте, равной высоте пирамиды, первая 
имеет своим основанием нижнее основание пирамиды А, другая — 
верхнее — основание В, а третья, как это известно из элементарной 
геометрии, среднее пропорциональное между А и В. 

Посмотрим, где лежат центры тяжести каждой пирамиды. Центр 
тяжести первой пирамиды лежит на одной четверти высоты от основа- 
ния А; центр тяжести второй пирамиды лежит на одной четверти 
высоты от основания В или на трех четвертях высоты от основания А, 
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Докажем, что центр тяжести третьей пирамиды лежит на половине 
высоты усеченной пирамиды. 


Для этого находим центр тяжести пирамиды 5МСО по общим 
правилам, а именно: находим центр тяжести площади треугольника 
ГМО, —он лежит на медиане его ММ в точке К, где 


Км ММ. (40) 
Соединяем эту точку К с вершиной $5; тогда точка @ прямой К$, где 


Кв=-К5, (41) 


и будет, как известно, центром тяжести пирамиды 52/0, 
к ГА 


ог 


р-------------- 


ИИ Дб 
—- 


Фиг. 183. 


Пусть середина линии МА есть точка А, так что 
1 


МВ == ВМ = 5. ММ. (42) 


Тогда 
КЕ = ВМ— МК= $ ММ. (43) 


И теперь, пользуясь формулами (41), (42) и (48), находим: 


КЦ: ($5 -==1:8, КЮ:ЮМ==1:8, 
так что 
КО: 45$ =КЮ: ВМ, 


откуда следует, что линия Ю@ параллельна линии $/М, а следова- 
тельно, И всей плоскости 4, 
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Если теперь из точек М и А опустим перпендикуляры МС и АО 
на плоскость А изаметим, что МС есть высота пирамиды #, а ЮО—иско- 
мое расстояние х центра @ от плоскости А (точки @ и ЕЮ лежат на 
линии СА, параллельной плоскости А), то можем написать: 

Вх = ММ: ЮМ =2:1, 
следовательно: 
=А. 


Таким образом, Центр тяжести третьей пирамиды лежит на 
1 
высоте 5 Йй над основанием А. 


Заметив это, обратимся теперь к определению центра тяжести 
усеченной пирамиды. Назовем через 2 расстояние искомого центра 
тяжести от плоскости А; тогда, на основании предыдущих формул, 
можем написать: 

_ _2еа. 


Ув (Р) ' 


где г есть расстояние каждой весомой частицы от площади А. Раз- 
делим нашу пирамиду попрежнему на три и в их центрах тяжести 
сосредоточим веса соответственных пирамид. Принимая, что веса про- 
порциональны объемам, можем написать: 


2=уУ(А.3 г Пл -- В. “+ ИВ. 3-5), 


где У— объем всей пирамиды. 
Назовем расстояние центра тяжести всей пирамиды от верхнего 
основания через 2”; определить эту величину можно по формуле, нам 


уже известной: 
> №(Р2) 
хр’ 


где через 2’ обозначены расстояния частиц от площади В. После 
соответствующих подстановок найдем: 


— 1 й З1 й Я — я 
7=У(Аз 4-83 чНУАВ. 5.5). 


(Заметим, что величину = можно получить еще из уравнения г — 


ы\ 


1? 
==й— 2.) Взяв отношение 2 к 2’ и сократив на 75» Имеем: 


+ _ А+ 38-2 УВ 
= В--ЗА--2 УАВ` &4) 
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Разбивая пирамиду на слои, параллельные основаниям, убеждаемся, 
что центр ее тяжести лежит на прямой, соединяющей центры тяжести 
площадей верхнего и нижнего оснований; место же его на этой 
прямой определяется из полученного отношения 2 К 2”. 

Для определения центра тяжести многоугольной пирамиды, усечен- 
ной параллельно основанию (фиг. 184), разбиваем ее на треугольные 
усеченные пирамиды. Затем, подобно предыдущему, каждую усечен- 
ную треугольную пирамиду разбиваем на три полные треугольные 
пирамиды. Тогда, называя площади верхних оснований треугольных 
усеченных пирамид через В с соответствующим индексом, а ник- 

них — через а, найдем вообще 


24 а Е ЗВ --2 Уз 

2 . 

5 РЗ --2 Уч; 
Разделим числитель и знаменатель 


второй части равенства (45) на а;; 
получим: 


(45) 


Е ван у Е | (46) 
$ 


ИВ в № а 
ча в о щ ""*°  Н» 
(47) 
Фиг. 184. где й иН суть расстояния сече- 


ний ди В от вершины нашей же, но 
дополненной, пирамиды (т. е, это высоты соответсгвенных полных 
пирамид). 
Из уравиения (47) имеем: 


ы ВН Ва ва--... №... _ В (48) 
чара... +... А’ 
где Ви А суть площади верхнего и нижнего оснований всей усеченной 


пирамиды. Кроме того, мы замечаем, что отношение 2, координат 

& 
центра тяжести для любой пирамиды будет совершенно такое же, 
как и для первой усеченной треугольной пирамиды; это следует из 
уравнений (46) и (47). Это обстоятельство показывает, что центры 
тяжести данных треугольных пирамид лежат в одной и той же пло- 
скости, параллельной основанию многоугольной пирамиды и отстоящей 
от нижнего основания на расстоянии 2. Кроме того, легко видеть, 
что центр тяжести всей многоугольной усеченной пирамиды будет 
лежать также в этой плоскости. 
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в 


Если в формуле (46) заменим отношение _ равным ему, по уравне- 


48 8 : 
нию (48), отношением Я то получим: 


В В 
214322 Я _луавуо УАВ 
> В у? — В+ЗА-2 УАВ” 

д+З+2Их 
А А 
Отсюда видим, что формула, выражающая отношение расстояний 
центра тяжести от верхнего и нижнего освований, для многогранной 
пирамиды такая же, как и для трехгранной пирамиды. Этим обстоя- 
тельством, а также и тем, что центр тяжести, конечно, опять лежит 
на прямой, соединяющей центры тяжести верхнего и нижнего основа- 
ний, место его внутри пирамиды определяется вполне. 

$ 17. Нахождение центра тяжести полной трехгранной пира: 

миды по способу Пуансо. Пусть дана полная трехгранная пирамида 
АВСР (фиг. 185). Найдем ее центр тяжести по способу, предложен- 
ному Пуансо. Поместим в каж- 
дой вершине пирамиды по ша- 


1 
рику, весом каждый в д веса 


всей пирамиды, т. е. в Ч Р, 


где Р есть вес пирамиды, и 
найдем равнодействующую сил 
тяжести этих шариков. 
Находим сначала равнодей- 
ствующую сил, приложенных к 


3 
основанию, — она равна - Б, 


и пусть точка ее приложения 
есть точка а плоскости ВСР — 
центр тяжести треугольника 


ВСР. Складывая силу Е Р, при- 
ложенную к точке А, с полу- 


Фиг. 185. 


ченной равнодействующей 3 Р, 


приложенной к точке а, получим равнодействующую всех сил, при- 
ложенных к вершинам пирамиды, причем точка ее приложения будет 
лежать на прямой Да. 

Если бы мы сложили сначала силы, приложенные к стороне АВР, 
то нашли бы, что та же равнодействующая имеет точку приложения 
на линии Сс, лежащей в той же плоскости АМС, что и Аа. Следова- 
тельно, искомая точка приложения равнодействующей силы лежит 
в пересечении прямых Аа и Се. Точка эта, —на чертеже точка О, — 


15 Зак. 2984. Н. Е. Жуконекий, 
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и будет центром тяжести, Найдем теперь ее место, Из пропорции 


ОЗ р. ра, 
ОА: Оа=Р:-тР=3:1 


имеем: 
ОА == 3О4.' 
Прибавляя к обеим частям этого равенства по Оа, получим: 
Аа =40Оа, 
откуда: 
Оа = т Аа, 


Мы получили, таким образом, результат тот же, что и раньше, когда 
определяли центр тяжести объема трехгранной пирамиды другим 
способом. 
$ 18. Центр тяжести объема шарового сектора. Возьмем шаро- 
вой сектор ОАСВ (фиг. 186). Очевидно, что центр тяжести его будет 
лежать на среднем радиусе ОС, 
С так как этот радиус является 
для сектора осью симметрии, и 
следовательно, остается опре- 
делить только место центра тя- 
жести на этом радиусе. Разо- 
бъем площадь сегмента дан- 
ного сектора на бесконечно 
малые треугольники, равные по 
площадям элементы, которые в 
пределе можно считать пло- 
скими, Тогда вместо поверх- 
ности сегмента получим много- 
0 гранную поверхность с беско- 
Фиг. 186. нечно большим числом граней $. 
Соединив все вершины этой 
многогранной поверхности с центром шара О, получим бесчисленное 
множество пирамид, имеющих равновеликие основания и общую вер- 
шину в центре шара О. Если число этих пирамид будет увеличи- 
ваться до бесконечности, то в пределе объем сектора можно будет 
рассматривать, как сумму объемов всех этих пирамид. Центр тяжести 


каждой пирамиды, как легко видеть, лежит на ^ от общей вер- 
шины, а потому центры тяжести всех пирамид будут расположены 
на поверхности сегмента, радиус которого равен я а вершина 


находится в точке О, и задача нахождения общего центра тяжести 
сводится к определению центра тяжести поверхности сегмента, равно- 
мерно покрытого равными по весу материальными точками. Но поло- 
жение центра тяжести поверхностей сегмента нами уже определено, — 
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он лежит в середине стрелки с4, и если длину стрелки обозначить 

через й, то окажется, что центр тяжести лежит на среднем радиусе 

на расстоянии от центра О, равном 
3 


1 


5. 


Величину Й легко определить по СР =Н, —стоит только обратить 
внимание на подобие треугольников ОДО и Ода. Из подобия их иа- 
ходим, что 

ОА _ 0 _4 _ ОА-ОБ 

ба 04а "3" ба=0а‘ 


Заменяя ОА — ОД через Н и Оа—О4 через #, получим! 


Н:й==4:8, 
откуда: 
у 3 
ВН, 
следовательно‘ 
рн. 3 
= к—8Н=4(в—1). (49) 


Это и есть формула для определения центра тяжести объема шаро- 
вого сектора. 

В частном случае, когда шаровой 
сектор обрашается в полушар, то 
Н=вВи 


2-2 


$ 19. Центр тяжести объема ша- 
рового сегмента. Эта задача решается 
подобно задаче об отысканни центра 
тяжести кругового сегмента, Очевидно, 
центр тяжести шарового сегмента 
(фиг. 187) лежит на стрелке сегмента, 
где-нибудь в точке @. На основании тео- 
ремы ГУ $5 1 центр тяжести шарового 
сектора можно определить по центрам 
тяжести составляющих этот сектор ко- 
нуса ОАВ и шарового сегмента АСВ. 
Для этого сосредоточим веса объемов 
конуса и сегмента в их центрах тяже- Фит, 157. 
сти Ри С. Пусть центр тяжести сек- 
тора будет Р. Ясно, что все эти центры лежат на одной прямой ОС. 
Обозначим объемы сегмента через У, сектора через У” и конува 
через И”; расстояния центров тяжести от точки О пусть будут для 


объема сегмента х, сектора х’, конуса х”, Примем линию ©@ за 
15* 
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ось Ох, а ось Оу проведем перпендикулярно к ней и вертикально. 
На основании формулы (26), дающей координаты центра параллель- 
ных сил, можем написать: 


у 1 Р-Р ИУ «Г 
^=у (Их —\”х ). 
Посмотрим, чему равняются входящие сюда величины: И” как объем 


шарового сектора равен произведению поверхности шарового сегмента 
на треть радиуса. т. е. 


У’=2=ЕН. т В= 2 «ЕН; 
У" как объем конуса выразится так: 


1 
И! . 
И" = - па?Р соз о; 


3 
х’ есть расстояние центра тяжести шарового сектора от центра шара, 
а потому 
3 Н 
и =“ ___ 
т(®—5). 


Наконец, х” как расстояние центра тяжести конуса от его вершины 
будет равно 


3 
х" —=-— Юсоба. 
4 
Подставив все найденные величины в выражение х, имеем: 


х=у| з®АЭН. 3(в—5)— у пай соза . 3 Ю со «|, 


ИЛИ 


Заметим, что 
Н=Ю— Юсоза = (1 —с0$а), 


Н К 
(в—5)=А—5-+ 50052 =5 {1-Е со$з), 


а потому 
РИ 
у 


[3 кр. В (1 —с0$ а) (1 --с0$ а) — та? В с052 “| ‚ 
или 
х == 7 [+ пА* (1 — с082 «) — так со? а | . 


Замемим (1 —с05* я} через $? о: 


(1 ра а — 1 пар? э а) 
х=у(1 яз 511% д пай Е со$? а}, 
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Из чертежа видим, что 

Юзшя = а. 
Сделав лодстановку в уменьщаемое, имеем: 


- 1/1 1 
ху (д "Аба — ука? сова 


—_ 
. 


Вынося за скобки, имеем: 


х = «ай (| — с03? 9), 


1 
чи 
или 
__ 1 22а? ЗИ а 
== “4 И . 


х 


Заменяя К? $1? а через @?, получим окончательно: 
х=— (50) 


Это и есть формула, определяющая центр тяжести объема шарового 
/ 

сегмента. Если в нее вместо @ подставим -_, где { есть длина всей 

хорлы АВ, то получим: 


- (5 у ® 
— : — д 5 И ИО 
х== у =ыу’ (507) > 


„ 


$ 20. Теоремы Гульдена. Гуль- 
ден дал доказательство двух ана- 
логичных между собой теорем, даю- 
щих возможность легко определить г 
поверхность и объем тела, получен- Го 
ного от вращения плоской фигуры 
около оси, лежащей в ее плоскости 
и ее (эту фигуру) не пересекающей. 

[. Теорема. /Л7оверхность, по- 
лученная от вращения плоской ли- 
нии около оси, лежащей в плоско- 
сти линии и не пересекающей ее, рав- 
на длине линци, помноженной на 
длину окружности, которую описы- фиг. 188. 
вает центр тяжести этой линии. 

Положим, что нам дана линия АВ (фиг. 188), вращающаяся около 
оси 22, и требуется определить поверхность, описываемую при вра- 
щении этой линией. Положим, что центр тяжести линии АВ по- 


мещается в точке С и расстояние его от оси 2г есть х. Разбиваем 
линию ДВ, длину которой обозначим через Г, на бесконечно малые 


[2 
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элементы 4; тогда, очевидно, что, во-первых, вся поверхность, 
полученная от вращения линии АВ, равна сумме поверхностей пояс- 
ков, описанных элементами 42, а во-вторых, что поверхность, 
описанная каждым таким элементом 4Ё, может быть рассматриваема 
как поверхность усеченного конуса. Выразится же каждая такая по- 
верхность произведением окружности среднего сечения на длину &2. 
Так что, если радиус среднего сечения обозначим через х, то най- 
дем, что поверхность, описанная таким элементом, равна 2х ал, 
а вся поверхность, описанная линией АВ, равна 


$= | Эх а. 
Вынося т как постоянное из-под знака интеграла, имеем: 
5 = [ харЕ. 


Заметим, что расстояние центра тяжести линии АВ от 22 выражается 
формулой: 


_ хтаЕ . 
пе [я4ь 


где 1—- плотность, х— расстояние центра тяжести каждого элемента 
от оси и С— длина всей линии. 
Из этой формулы находим: 


дж. == [ х4!. 
Подставляя в выражение $ вме- 


сто [ хаГ только что получен- 
ное его значение, имеем: 


$ = 2х, (51) 


что и требовалось доказать. 

П. Теорема. Обзем, полу- 
ценный от вращения плоской 
фигуры около оси, лежащей в 
ее плоскости и не пересекаю- 

Фиг. 189. щей ее, равен длине окружности, 
описанной центром тяжести 
площади фигуры, помноженной на площадь фигуры. 

Положим, что нам дана плоская фигура АВ (фиг. 189) с пло- 
щадью $ и обыю врашения 22’ и требуется определить объем полу- 
ченного тела вращения,— в данном случае кольца. Разбиваем пло- 
щадь фигуры на бесконечное множесгво бесконечно малых прямо- 
угольников тира со сторонами 4х и 42 и площадями 45. По краям 
фигуры образуются при этом незакрытые прямоугольниками бороздки, 
но в пределе при увеличении числа прямоугольников до бесконеч- 
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ности они исчезнут, так что в пределе объем И всего тела выразится, 
как предел суммы объемов, полученных от врашения всех таких 
прямоугольников #пра. Но объем каждого такого отдельного кольца, 
образованного прямоугольником тира, равен разности объемов ци- 
линдров, описанных прямоугольниками 240 и атпб. Назовем рас- 
стояние центра тяжести прямоугольника тира от оси вращения гг’ 
через х, а объем тела, описанного им, через &И, тогда; 


ЧУ ==т. 441. ра —п-ат?. ра; 
но 


ад хх, ат х— 75, 


следовательно, имеем; 
тд \1 тд \2 
ди=*(х- 7) -9—=(*—#) * ра == 


2 
==. р [#-х ‚та +(55 — 2 --хт9 {= ‚ ра + 2х ‚та, 
ИЛИ 
"== 2х дх аг. 


Но 4х42 есть площадь бесконечно малого элемента, которую мы 
обозначили через 45; подставив это обозначение, получим: 


И = 2х 4$. 


Объем же всего тела У выразится формулой: 


у= | [2х 4$ = [| [ х45. 


Определяя центр тяжести фигуры АВ, находим: 


= | [е45, 
Г] хаб = 5, 


И= 21х65. (52) 


Выведем для примера поверхность и объем тора, (Тором назы- 
вается кольцо, происшедшее от вращения круга около оси, лежащей 
в его плоскости и его не пересекающей.) Поверхность тора, по первой 
теореме Гульдена, выразится через 


$ =2*Ю . 9тг = 4к2 Юг, 
где г— радиус круга и Ю-— радиус окружности, описанной центром 


тяжести круга. Объем же тора, по второй теореме Гульдена, выра- 
зится через 


откуда 


а в таком случае: 


У == А. г? == ааа, 
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ГЛАВА У. 
ТЕОРИЯ ПАР. 


$ 1. Равнодействующая и момент пары. Учение о парах сил было 
введено французским ученым Пуансо (1777—1859), издавшим 
в 1803 г. сочинение «Ттгай6 &6тещане 4е $ЗаНаие», в жотором с уди- 
вительной ясностью и изяществом изложена полная теория пар. Эта 
теория дала впоследствии (1884) возможность Пуансо ясно и просто 
решить геометрически вопрос об обстоятельствах вращательного дви- 
жения твердых тел, который аналитически был решен гораздо раньше 
(1765) Эйлером. 

Парой сил называются две равные и параллельные силы, напра- 
вленные в противоположные стороны. Так как за точку приложения 
каждой из сил, составляющих пару, можно 
принять какую угодную точку, лежащую 
на направлении силы, то две точки при- 
ложения А и В (фиг. 190) обыкновенно 
берут так, чтобы соединяющая их прямая 
АВ была перпендикулярна к направлению 
сил. Длину перпендикуляра называют пле- 
чом пары. Плоскость, в которой нахо- 
дится пара, называется плоскостью дей- 
ствия пары. Для краткости пару обык- 
новенно обозначают или символом (Р, Р”, 
или же (Р, —Р), как это делал Пуансо, 

Моментом пары сил называется про- 
изведение какой-либо ив сил, составляю- 

Фиг. 190. щих пару, на плечо пары, так что момент 

пары (Р, Р”) выражается через Р . 4, где 4 

есть плечо пары. Момент пары может быть положителен или отрицателен, 

смотря по тому, в какую сторону пара стремится вращать свое плечо. 

Если она стремится вращать его по направлению движения часовой 

стрелки, то момент положителен, а если в обратном направлении, 
то отрицателен. 

Если мы соединим точку В с Р, то нетрудно видеть, что момент 
пары равен двойной площади треугольника АВР, т. е. треугольника, 
имеющего своей вершиной точку приложения одной силы, а основа- 
нием другую силу. 

Обратимся теперь к геометрическому представлению момента пары. 
Положим, что пара находится где-нибудь в пространстве; для полу- 
чения вектора, изображающего момент пары (Р, Р’”), условимся 
восставлять к плоскости пары перпендикуляр, называемый осью пары, 
и откладывать на нем в каких-нибудь единицах абсолютную величину 
момента /М пары (как известно, М=Р. 4). При этом поступают 
так: берут плоскость пары, проводят ось ее обыкновенно через сере- 
дину плеча и на этой оси откладывают величину момента, но в такую 
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сторону от плоскости, чтобы наблюдатель, смотря с конца векгора 
на основание оси, видел пару вращающейся по направлению види- 
мого движения Солнца. Поэтому на первом чертеже (фиг. 191) момент 
чадо отложить на оси над плоскостью, а иа втором — под плоскостью. 


.2А 


Фиг. 191. 


Итак, за момент пары принимают вектор, представляющий абсолютную 
величину момента пары, т. е. /=Р.@, отложенный на оси пары, 
и притом в известном, для каждого данного случая определенном 
направлении. 

Пара не может быть заменена одной силой. Это свойство пары 
может быть доказано 
вполне строго, и су- 
ществует несколько 
доказательств этого 
предложения, из кото- 
рых мы рассмотрим 
два, ниже приводимых. 
Между прочим, нагляд- 
ным примером того, 
что пара не имеет рав- 
нодействующей, может 
служить следующее на- 
блюдение. Положим, Фиг. 192 
что мы имеем стол А 
(фиг. 192). Приложим в точках С и Д его равные силы /’ и ХУ, на- 
правленные по параллельным ребрам стола ЕС и ВВ, но в проти- 
воположные стороны. Если теперь поставить стол на гладкую поверх- 
ность, то на столе невозможно найти ни одной точки, прилагая 
к которой любую горизонтальную силу Р (например, силу действия 
руки), мы могли бы уравновесить действие двух наших сил Ди]: 
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как бы ни была велика приложенная нами сила Р, стол будет вра- 
щаться под действием сил } и /” попрежнему. 
Теорема, Лара не имеет равнодействующей. 
Доказательство 1. Предположим, что силы Ри Р’ не равны 
между собою, и пусть Р’>Р); тогда, слагая их, получим некоторую 


р 
ИХ ВН 
нь ИРИ тм 
8 
К 
Я” 
Фиг. 1983. 


равнодействующую А, равную Р’—Р 
(фиг. 198), точка приложения которой 
определяется из пропорции: 
Ю:Р-==4:х, 
где х обозначает расстояние ВС точки 
приложения равнодействующей от точки 
приложения силы Р’, Из этой пропорции 
получаем: 
_ Ра _ Ра 
в - Р-Р. 
Положим теперь, что силы Ри Р” стре- 
мятся к равенству; тогда в пределе; 
В ==Р’—Р =0, 
И 


Таким образом, мы видим, что когда силы Ри Р’ образуют пару, то 

точка приложения равнодействующей удаляется в бесконечность, 

а следовательно, пара равнодсйствующей не имеет. 
Доказательство 11. Положим, имеем пару (Р, Р”) (фиг. 194) 


Фиг. 194. 


и допустим, что она имеет 
равнодействующую Ю, ле- 
жащую в плоскости пары, 
Если возьмем эту равно- 
действующую в противо- 
положную сторону, то на 
основании начал статики 
получим уравновешиваю- 
шую К’. Эта сила или бу- 
дет пересекать направле- 
ния сил пары (фиг. 194), 
или будет им параллельна 
(фиг. 195). В том и вдру- 
гом случае силу К’ мо- 
жно сложить с одной из 
сил пары, например, с Р”. 


Получим таким образом силу Р, равнодействующую сил К’и Р”, 
Эта сила Р не будет уничтожать другой силы пары Р, так как 
в случае пересечения сил А’с Р’ сила Р должна также пересечь 
направление силы Р, если же Ю параллельна первой силе лары Р”, 
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то ЁР не равна второй силе пары Р (для уничтожения же силы Р 
сила Р должна быть ей равна и прямо противоположно направлена). 
Далее, слагая Р со второй силой пары, мы получим некоторую 
общую равнодействующую силу Т, действующую на тело и ничем 
не уравновешиваемую, а в 
таком случае существова- 
ние этой равнодействующей 
исключаег возможность су- 
ществования равновесия, сле- 
довательно, пара рРавнодей- 
ствующей не имеет. 

Если теперь допустим, 
что равнодействующая А ле- 
жит не в плоскости пары, 
а где-либо в пространстве 
(фиг. 196), то, сделав две 
точки этой системы (одну, 
С, на уравновешивающей К”, фиг. 195. 
другую, В, на одной из 
сил пары) неподвижными, увидим, что две силы Ю’и Р’, про- 
ходящие через эту неподвижную ось хСВх’, будут уничтожаться, 
а третья сила Р всегда будет вращать это тело около оси хСВх’, 
чего в случае существования 
равнодействующей быть не мо- 
жет. Таким образом, пара не 
имеег уравновешивающей, а 
следовательно, не имеет и рав- 
нодействующей. 

Теорема. Сумма момен- 
тов сил, составляющих пару, 
относительно всякого центра 
моментов равняется моменту 
пары. 

Положим, что имеем пару 
(Р, Р’) (фиг. 197), действую- 
щую на точки А и В, и центр 
моментов О. Если из центра 
моментов О проведем перпенди- 
куляр к направлению сил пары 
{пересечение будет, положим, 
в точках А’и В’) и обозна- 
чим расстояние ОВ’ через 6 
и ОА’ через а, то, взяв моменты сил Ри Р’ относительно ценгра О, 
получим; 


Фиг. 196. 


т(Р)=Р.а, т(Р)=— Р.В, 
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следовательно: 
т(Р)-- т(Р’) =Р.а—Р.5=-—Р(—а)=—Р. 4. 


Знак момента сил получится здесь отрицательный потому, что пара 
(Р, Р’) производит вращение против 

р’ часовой стрелки. 
Теорема. //роекция момента 
7. 4 В пары на какую-либо ось равняется 
алгебраической сумме моментов 
сил, составляющих пару, относи- 


, 
+ 
р ; 
| р тельно той же оси. 
| : Положим, что нам дана располо- 
| | женная как-нибудь в пространстве 
1 1 у 
а | пара сил (Р, Р’) (фиг. 198) и неко- 
э———_ий торая ось моментов Ог. Проведем 
—— какую-нибудь плоскость А, перпен- 
Фиг. 197. дикулярную к этой оси О2. Теперь 


строим момент данной пары, для 

чего определяем двойную площадь треугольника АВС и полученную 
величину в каких-нибудь единицах откладываем на перпендикуляре 
к плоскости пары 

и (Р, Р’), восстановлен- 
ном изсередины С плеча 
АВ. Пусть этот момент 
изобразится вектором 
СГ; назовем его че- 
рез т. Обозначив угол 
вектора (С с осью Оз 
через 4, получим, что 
проекция момента 27 на 
ось О2 выразится че- 
рез #с0$1, и нам нуж- 
но доказать, что эта 
проекция момента 7, 
т. е. т1с051,  рав- 
няется моменту силы Р, 
взятому относительно 
оси Ог2, плюс момент 
силы Р’, взятый отно- 
сительно той же оси. 
Для доказательства 
Фит. 198. найдем моменты сил 

Ри Р’ относительно 

оси Ог. Для этого спроектируем силы Ри Р” на плоскость М и 0бо- 
значим через р проекцию на № силы Р, а через р’— проекцию 


2 
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силы Р’; тогда эти моменты выразятся так: 
| т, (Р)== — р. Ое, 
т, (Р’) == р’. О=р. 0}. 
Складывая эти выражения, получим: 
т, (Р) Е т, (Р') = р(О— Ое) ==р. 2). 


Но р-е} есть двойная площадь треугольника а6с; он, вообще говоря, 
не прямоуголен, таким образом: 


т, (Ру т,(Р” =2 плош. ДА абс. 


Но площадь треугольника абс равняется площади треугольника АВС, 
помноженной на косинус угла между плоскостью пары и плоскостью М, 
а этот угол равен углу между перпендикулярами к этим плоско- 
стям, т. е. нашему углу 1; кроме того, двойная площадь треуголь- 
ника АВС равна т, а потому 


т, (Р)-[- т, (Р') == т оз, 


что и требовалось доказать. 
Если бы ось Оз была перпендикулярна к плоскости пары, то мы 
имели бы с0$1==1, и 


т, (Р)у-Е т, (Р’) = т, 


что дало бы нам вышеуказанную теорему о сумме моментов сил пары 
относительно центра, лежащего в плоскости пары. 

8 2. Эквивалентность пар. Две пары, производящие одинаковое 
действие, называются эквивалентными. 

Теорема 1. Пару сил, не изменяя ее действия на тело, 
можно перемещать параллельно самой себе. 

Для доказательства возьмем прямую А’В” (фиг. 199), равную 
и параллельную плечу АВ данной пары, и приложим в точках 4” 


и В’ ее по две взаимно уравновешенных силы Р” и В”, РМ и РУ, 
которые равны и параллельны силам Ри Р’. Ясно, что от приба- 
вления этих четырех сил в действии данной пары никакого измене- 
ния не произойдет. Построим на плечах АВ и А’В’ параллелограмм 
и проведем диагонали его АВ’ и А’В. Складывая силы Р’и Р”, 
получаем их равнодействующую (Р’--Р””), равную 2Р и приложен- 
ную к точке О пересечения диагоналей 4’В и АВ’. Потом, склады- 
вая силы РиР\, получаем опять равнодействующую, равную 2Р, 
приложенную к той же точке О, но направленную в противополож- 
ную сторону. Таким образом получим две равные силы, действующие 
на одну точку и направленные в противоположные стороны; очевидно, 
что эти силы взаимно уничтожаются, И от всей системы сил остаются 
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две силы Р” и РУ, составляющие пару (Р”, РУ), равную паре (Р, Р’). 
но перенесенную в другое место, параллельно самой себе. 


Фиг. 199. 


Теорема П, Пару сил, не изменяя ее действия, можно повер- 
нуть в ее плоскости около любой точки плоскости, 


Пусть дана пара (Р, Р\) (фиг. 200) с плечом АВ == 4, которую 
желают поместить так, чтобы плечо АВ заняло положение ОС, При- 
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лагаем к точкам Ди С силы Рь, Ру, Р., Р;, равные Р и направлен- 
ные, как указано на чертеже. Так как эти силы попарно взаимно 
уничтожаются, то прибавление их действия пары (Р, Р;) не изме- 
нит. Продолжаем направления сил Р, Р; и Р,, Р, до пересечения их 
между собой. Получим параллелограмм ЕЕРНО, который будет ромбом, 
потому что Л ВЕМ-= Л ЕМСО,— оба имеют равные катеты ЕМ = 
== ЯМ ==4 и равные углы ДЕРМ== ДЕСМ, следовательно: 


ЕД = ВЕР == ЧН -= ЕН, 


и фигура ЕРНС есть ромб. 

Переносим теперь точки приложения сил Р, и Р, в точку Н, 
и точки приложения сил Ри Р, в точку В. Складывая перенесен- 
ные силы, получим равнодействующие А’ и А, которые будут, прежде 
всего, равны и параллельны, ибо получились от сложения равных 
и параллельных сил. Кроме того, как это легко видеть, направления 
сил В и Е’ будут делить углы при вершинах Ё и Н ромба по- 
полам, потому что они получаются от сложения равных сил Р, Ру 
и Р,, Рь а так как диагональ ромба делит углы при его вершинах 
пополам, то силы В и А’, как делящие углы Е и Н пополам, будут 
направлены по диагона- 
ли ЕН и, значит, взаимно ДР 
уничтожаются. У нас 
остались, таким образом, 
силы Р, и Р;, которые 


составляют пару (Рь, Р.), р 

эквивалентную данной 

паре (Р, Р;), что и тре- д И _2 

бовалось доказать. ] 
Теорема Ш. Пару, 

не изменяя ее действия, , И 

можно заменить другой Р-# 


парой с другим плечом 
ци другими силами, но с 
тем же моментом. 
Возьмем пару (Р, Р” Фиг. 201. 

(фиг. 201) и изменим ее 
так, чтобы она состояла из сил @, меньших Р. Разлагаем силу Р” 
на две силы: одну @, а другую (Р’— 9). При этом разложении будет 
иметь место пропорция 

[4] р—0 р’ 

ав Вс “Ас 
Силы Ри (Р’—0), действующие на одну точку А, складываем и 
находим равнодействующую, равную Р —(Р— 0) == О == (’; у нас 
получится сила <’, направленная кверху. Значит, вместо прежней 
пары (Р, Р”) останется теперь новая пара (©, ©”). Если обратимся 


р’ 
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к предыдущей пропорции, то увидим, что 
Р’. АВ=О.АС, 


но Р’. АВ есть момент пары (Р, Р’), а О.АС есть момент па- 
ры (@, (’). Таким образом, мы изменили величину плеча и сил, 
но моменты пар оставили теми же, и действие пары от этого ие 
изменилось. 

Теорема ГУ. Две пары эквивалентны, если моменты их гео- 
метрически равны. 

Так как моменты пар по условию параллельны, то плоскости пар 
также должны быть параллельны. Положим, таким образом, что 
в Параллельных пло- 
скостях М и М (фиг. 
202) находятся две па- 
ры: (Р, Р”) с плечом 
АВ и (0, ©’) с пле- 
чом СД. Так как мо- 
менты этих пар по 
условию равны, то 


Р.АВ=О. Ср, 


Поворачиваем пару 
(©, О’) около точки О, 
лежащей на плече СО, 
так, чтобы С’Д’,—но- 
вое положение плеча 
Ср, — сделалось — па- 
раллельным АВ. По- 
лученную пару (&", ©”) 
изменим так, чтобы плечо новой пары было равно плечу АВ, но моменг 
пары при этом не изменился бы. Сделав это, получим новую пару 
(Р, В”) с плечом ЕР== АВ. Так как моменты пар (А, В”) и ТР, Р”) 
равны, то А.РЁЕ==Р.АВ, откуда Р-==Ю, следовательно, пара 
(Ю, №’) равна и параллельна паре (Р, Р”. На основании первой 
теоремы об эквивалентности пар, пару (А, Ю”) мы можем теперь пе- 
ренести в положение (Р, Р”), в котором эквивалентность пар (Ю, К’) 
и (Р, Р’) очевидна, а следовательно, пары (Р, Р’) и (©, 0” 
также эквивалентны. 

Из изложенных теорем следует, что действие пары вполне харак- 
теризуется ее моментом. 

8 3. Сложение пар. Сложить несколько пар значит заменить их 
одной равнодействующей парой, а разложить пару значит одну пару 
заменить несколькими парами, производящими то же самое действие, 

1) Рассмотрим два случая. Пусть сперва плоскости пар парал- 
лельны. Если плоскости пар параллельны, То все пары можно пере- 
нести в одну плоскость (на основании первой теоремы об эквива- 
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лентности пар). Положим, что плоскость, в которую переносим все 
пары, будет плоскостью чертежа. Далее все пары межно изменить 
так, что они все будут иметь одно плечо. 

Положим, что нам даны три пары (Р, Р”), (9, 9), ($, 5’), имею- 
щие общее плечо АВ (фиг. 203). Сложим силы, действующие на 
точку 2; получаем  равнодействую- 
щую А, равную Р-- 9—5. Складывая 
точно так же силы, действующие на 7 
точку В, получим равнодействующую К’, 
равную Р’-|-©’— 5’. Очевидно, что 
В =К’, и потому мы получаем пару 
(К, К’), которая и будет равнодей- 
ствующей парой. Определим ее момент. 
Он будет равен Ю4, где 4 = АВ есть 
плечо пары. Имеем: 


т(ЕК, К’) = Ка=(Р-+-9—5$) .а4= 
= Ра-- 9а—$а== 
=т(Р, Р)--т (9, 9—1 ($, 5). 


Это показывает, что момент равнодей- 

ствующей пары равняется алгебраиче- Фиг, 203. 
ской сумме моментов слагаемых пар; 

отсюда: 

Теорема. Несколько пар, лежащих на параллельных плоско- 
стях, можно заменить одной парой, момент которой равен алге- 
браической сумме мо- 
ментов этих пар. 
Слова «алгебраической 
сумме» показывают, 
что моменты надо брать 
с соответствующими 
знаками. 

Чтобы представить 
пример на сложение 
пар, когда плоскости 
их параллельны или 
когда пары находятся 
в одной плоскости, ре- 
шим слелующую задачу 
(фиг. 204) Даны пары: 
плечо первой = 2 м, 
а сила ==5 кг; плечо Фиг. 204, 
второй пары ==4 м, 

а сила==2 кг; плечо третьей =3 м, а сила==3 кг; плечо четвер- 
той =6 м, а сила==20 ке; притом первая, вторая и третья пары 


16 Зак. 2984 Н. Р. Жуковский 
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врашают тело по натравлению, обратному часовой стрелке, а четвер- 
тая — по часовой стрелке. Определить равнодействующую пару. 

На основании предыдущей теоремы имеем; момент равнодействую- 
щей пары равен сумме момелтов слагаемых пар, так что, принимая 
во внимание, что моменты первых трех пар отрицательны, можно 
написать: 


т (В) =—(5.2)—(2.4)—(3.3)- (0.5) =--27-| 100 = 73 кем. 


Самую же пару (Ю, А” можно представить себе составленной как 
угодно разнообразно; можно положить плечо равным, например, 
1 м, а силу 73 кг, или так: плечо равным 4 м, а силу равной 
18,25 кг ит. д. 

Итак, момент пары определяется двумя факторами: длиной плеча 
и величиной силы, на этом плече действующей, так что моменты пар 
приходится измерять особымн сложными единицами, составляемыми 
из тех или других единиц длины и веса. Таким образом, если силы 
выражены в кг, а плечи в м, то моменты будут выражены в кги 
(килограммометрах). Подобно этому встречаются пудофуты и др. 
Понятно, что численно один и тот же момент может выразиться раз- 
лично, в зависимости от того, какие единицы длины и веса выбраны 
нами. 

2) Если плоскости пар пересекаются, то для сложения пар их 
изменяют так, чтобы плечи их были равны и совпали бы между собо’о 
на линии пересечения плоскостей. После такого изменения данных 
пар их можно представить, как указано на фигуре 205. Здесь М есть 
плоскость пары (Р, Р”} и М — плоскость пары (©, ©”), а АВ есть 
общее плечо обеих пар. Мы видим, что в точке А действуют силы Р 
и О, ав точке В — силы Р’и О’. Складывая силы Ри О и силы Р’ 
и С’, получим две равнодействующие Ю и А’, которые будут равны, 
параллельны и прямо противоположны, так как произошли от сложе- 
ния равных и прямо противоположных сил. Это показывает, что ре- 
зультатом сложения двух данных пар явилась третья новая пара (А, А’). 

Посмотрим, какая связь существует между моментом этой новой 
равнодействующей пары (Ю А”) и моментами составляющих пар 
(Р, Р’) и (©, 4%’). Построим для этого моменты всех этих пар. Мо- 
мент пары (Р, Р”) получится, когда мы в произвольной точке О 
плеча АВ восставим перпендикуляр к плоскости пары № и отложим 
на нем в некоторых единицах момент пары (Р, Р” т. е. Р. АВ— 
иначе Р.4, где через @ обозначено АВ. Сделав это, получим век- 
тор ОД, равный по величине Р.4. Моменты пар (©, ©”) и (^, 
выразятся векторами, по величине равными 


т (©, 0) = 0ОС=0.АВ=0.а, 
т (К, В’) =ОЕ=В.АВ=Ю.4. 


Соединим точку Ес Сир и докажем, что четырехугольник ОСЕР 
есть параллелограмм. 
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Ирежде всего замечаем, что в треугольниках ЕОД и КАР углы 
ВОР и ЮАР между собою равны как линейные углы одного и того 
же двугранного угла, образованного плоскостью № и плоскостьо пары 
(Ю, №’) (угол ВАР будет линейным погому, что направления сил Ю 


Фиг. 205, 


и Р перпендикулярны к линии пересечения плоскостей АВ). Кроме 
того, имеем соотношения: 


Ор: О0Е=(Р.4:(К.дФ=Р: В = АР: АК. 


Следовательно, треугольники ВОД и КАР, имеющие по равному 
углу, заключенному между пропорциональными сторонами, подобны. 
Совершенно такими же рассуждениями можно установить далее по- 
добие треугольников ВОС и АОЮ. 

Из геометрии известно, что два четырехугольника, составленные 
из подобных треугольников, подобны, и потому четырехугольник ОСЕР 
подобен четырехугольнику АОКР, а так как АФЮР — параллело- 
грамм, то и четырехугольник ОСЕР также параллелограмм, и вектор ОЕ 
будет в нем диагональю. 

Таким образом мы доказали следующую теорему: момент равно- 
действующей пары выражается диагональю параллелограмма, 
построенного на моментах слагаемых пар. В частном случае, когда 
плоскости пар параллельны, диагональ равна сумме или разности 
моментов слагаемых пар. 

Если имеем несколько пар, плоскости которых пересекаются, и 
желаем их сложить, то сначала складываем первые две пары, полу- 


16* 
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ченную равнодействующую пару складываем с третьей парой и т. д. 
и, наконеп, получим общую равнодействующую, момент которой 
будет замыкающей стороной многоугольника, остальные стороны 
которого равны и параллельны моментам слагаемых пар. Если имеем 
три пары, то сложение их 
моментов может произ- 
водиться по правилу па- 
раллелепипеда. 

Все сказанное о раз- 
ложении одной силы на 
ческолько сил относится и 
к разложению одного мо- 
мента пары на несколько. 
Например, имеем пару 
с моментом ОЛ (фиг. 206). 
Построив параллелепипед 
на осях координат, в ко- 
тором отрезок ОЁ был 
бы диагональю, увидим, 
Фиг. 206. что пара, момент которой 

есть ОЁ, разложится на 
три пары с моментами ОЁ», ОГ, ин ОЁ,. Понятно, что пара, момент 
которой есть ОЁ,, лежит в плоскости Оуг; пара, момент кото- 
рой ОЁ,,—в плоскости О2гх и, наконец, пара с моментом ОЁ, — 
в плоскости Оху. 

$ 4. Общие теоремы о сложении сил. Эти теоремы мы изло- 
жим, основываясь на следующей лемме: 

Лемма. Не меняя ничего в отношении данного тела к другим, 
его окружающим, точку приложения силы, действующей на дан- 

р ное тело, можно перенести 

> \7" во всякое другое место те- 

\ ла, прибавляя лишь при 

этом к телу еще некото- 
рую пару. 

Положим, что на тело 
действует сила Р (фиг. 207), 
приложенная к точке А. 
Требуется, не меняя ничего 
в отношении данного тела 

Фиг. 907. к другим, его окружающим, 

перенести эту силу таким 

образом, чтобы точка приложения ее оказалась в В. Прикладываем 

в точке В две силы Р’и Р”, равные и параллельные силе Р и на- 

правленные в прямо противоположные стороны. Тогда увидим, что 

силы Ри Р” составляют пару (Р, Р”) и, кроме того, на тело будет 
действовать еще сила Р’”, равная прежней силе Р. 


$ 4] ОВЩИЕ ТЕОРЕМЫ О СЛОЖЕНИИ СИЛ 245 


Итак, точку приложения силы Р можно перенести в любую дру- 
гую точку В, присоединяя еще пару, момент которой равен двой- 
ной площади треугольника АВР, т. е. треугольника, имеющего вер- 
шину в новой точке приложения силы, а основанием — самую силу Р; 
тело после этого переноса будет вести себя совершенно так же, как 
оно вело себя до Переноса. 

Теорема 1. Всякую систему сил можно заменить одной 
силой, проходящей через данную точку приложения, и одной 
парой. 

Положим, что мы имеем в пространстве несколько сил Р, О, $ 


(фиг. 208), точки приложения которых пусть лежат в А, В, С. Возь- 
мем произвольную точ- 
ку О, перенесем в нее 
все силы (на основании 
предыдущей леммы) и 
сложим все эти силы по 
правилу  многоуголь- 
ника; получим равно- 
действующую А. Но 
при перенесении силы Р 
в точку О мы должны 
прибавить пару (Р, Р”); 
вектор, изображающий 
момент ее 1, по- 
лучим, восставив пер- 
пендикуляр в произ- 
вольной точке плоско- 
сти АОР и отложив на 
нем длину, пропорцио- 
нальную площади треугольника АОР так, чтобы наблюдатель, смотря- 
щий с конца полученного вектора на его основание, видел пару врашщаю- 
щейся по солнцу. Таким же образом получим векторы, изображающие 
моменты & и 4 пар, которые получатся от перенесения сид О и $ 
в точку О. Слагая эти векторы, получим вектор, дающий момент /, 
равнодействующей пары. Проведя плоскость, перпендикулярную к этому 
вектору С, получим возможность построить в этой плоскости самую 
равнодействующую пару. Таким образом теорема доказана. 

Теорема ЦП. Всякую систему сил можно заменить двумя 
силами, из которых одна имеет данную точку приложения п 
данное направление. 

Положим, что нам дана какая-нибудь система сил, которая при- 
водится к равнодействующей А и паре (Р, Р”) (фиг. 209), лежащей 
в плоскости М Положим, что мы желаем заменить данную систему 
двумя силами, из которых одна имеет точку приложения О и напра- 
вление Ох. (На чертеже точка О взята в пересечении А с плоскостью № 
лишь ради простоты чертежа. На деле точка О может занимать любое 


Фиг. 208. 
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другое положение на линии ОЮ.) Проводим через направления Ох 
и Ю плоскость, которая пересечет плоскость А’, положим, по линии Оу. 
Повертывая пару (Р, Р”) в плоскости М№ так, чтобы сила Р приняла 
направление Оу, получим пару (©, @’). Затем, проведя из А линию А$ 
параллельно Оу и, далее, 5” параллельно ОК, получим на Оу 
отрезок ОС”. Наконец, изменяем пару (©, ©’) так, чтобы сила © 
переменилась в (”; тогда получим новую пару (0”, ©”). Теперь 
мы видим, что на точку О действуют силы Ю и О”. Складывая их 


Фиг, 209. 


и помня, что фигура ОВ5О” есть параллелограмм, получим равнодей- 
ствующую $, и, кроме того, у нас остается еще сила ©”. Таким 
образом всю систему сил мы заменили двумя силами, из которых 
одна, 5, имеет данное направление и данную точку приложения. 
Доказанное справедливо для какой угодно системы сил. 

Теорема Ш. Всякую систему сил можно заменить силой и 
парой, момент которой направлен по силе; при этом момент 
пары будет иметь напиеньшую величину. 

Положим, что на основании предыдущих теорем мы привели всю 
данную систему к одной силе АЮ (фиг. 210), проходящей через 
точку А, и к ларе, момент которой изображается вектором Ё = АМ. 
Разлагаем этот вектор на два так, чтобы один из них, АК, был 
направлен по силе Ю, а другой, АМ, — перпеидикулярно к силе А. 
Поворачитаем теперь пару с моментом АМ так, чтобы одна из сил 
этой пары имела направление, прямо противоположное К. Изменив 
затем плечо полученной пары так, чтобы силы, составляющие эту 
пару, были равны Ю, получим новую пару (К’, В”) с плечом АВ. 

Равные силы А и А’, действующие на точку А в прямо проти- 
воположные стороны, уничтожаются, и У нас остается сила Ю”, рав- 
ная А, и пара, момент которой, АК, можно перенести в К”В; точку 
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же приложения силы А” можно переносить в любое место оси г2’,— 
она называется центральною осью данной системы сил. 

Таким образом, 
первая часть теоремы 
о замене системы си- 
лою и парой, момент 
которой направлен ло 
силе, доказана. Теперь 
докажем, что получен- 
ная таким образом па- 
ра будет иметь наи- 
меньший момент. По- 
ложим, что вся си- 
стема сил приведена 
к одной силе А” 
(фиг. 211) и паре, мо- 
мент которой, рав- 
вый К’, направлен по 
этой же силе №”. Пе- 
ренесем точку прило- 
жения силы из В в А, Фиг. 210. 
руководствуясь при 
этом ранее изложенными правилами. Получим тогда силу Ю и пару 
(®', В"), причем все эти силы будут лежать в одной плоскости $5; 


Фиг. 21. 


вектор, изображающий момент пары (А’, А”), пусть будет АМ, причем 
он будет перпендикулярен к плоскости 5. Но кроме этого вектора АМ 
У нас есть еше вектор ВК”, представляющий собою момент 
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ваданной уже нам пары. Так как выбор точки, из которой имеет 
быть восставлен вектор, всецело зависит от нас, то мы и выбираем 
для этого вектора ВК” новое основание — точку А. И тогда в точке А 
окажутся сошедшимися два вектора: Л и К. Складывая их гео- 
метрически по правилу параллелограмма, получим вектор АМ новой, 
равнодействующей пары. Но из треугольника АМК имеем АМ > АК 
(гипотенуза больше катета). Поэтому эта новая равнодействующая 
пара имеет момент болыше первого, и это будет иметь место для 
всякой точки А. 

Итак, пара, момент которой направлен по силе, будет иметь 
наименьший момент. Теорема эта принадлежит французскому уче- 
ному Пуансо. 

Вышеприведенные теоремы дают возможность усгановить признак 
существования равнодействующей силы, заключающийся в следующем. 
Для того чтобы система сил имела равнодействующую, необходимо 
и достаточно, чтобы по приведении всей системы к силе и паре, мы 
получили силу, лежащую в плоскости пары или ей параллельную, — 
иначе, чтобы вектор, изображающий момент пары, и сила были 
взаимно перпендикулярны. 

Обнаружим сначала необходимость этого признака, т. е. что при 
существовании равнодействующей необходимо должен существовать 
и этот признак. Положим, что система сил имеет равнодействую- 
щую А (фиг. 212), проходящую через точку А и лежащую в плоско- 
сти чертежа. Перенесем эту силу в произвольную точку той же пло- 
скости В. Тогда получим силу Ю’, равную и параллельную силе КЮ, и 
пару (Ю, КЮ”), причем вся эта 
система сил лежит в одной и 
той же плоскости. Но пару 
(К, К"), не изменяя ее момента, 
можно заменить любой другой 
парой (©, ©”), плоскость кото- 
рой будет параллельна плоско- 
сти чертежа, что в свою оче- 
редь приводит к заключению, 
что полученная система сил 
удовлетворяет данному при- 
знаку. 

Фиг. 212. Докажем теперь достаточ- 

ность признака, т. е. что при 

существовании его равнодействующая будет существовать всегда. Пусть 
вся система сил привелась к силе А (фиг. 213) и к паре (Р, Р”), пло- 
скость которой М проходит через силу А. (Если бы плоскость пары 
была параллельна силе, то ее можно было бы перенести так, чтобы 
она проходила через силу Ю.) Изменяем плечо пары (Р, Р’) так, 
чтобы силы ее стали равны Ю. Получим, таким образом, пару (Ю’, К”); 
затеи, соответственно ее поворачивая, поместим ее так, чтобы сила А’ 
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прошла через точку А и направилась в сторону, обратную силе К. 
Тогда силы Ю и К’, как равные и взаимно противоположные, уни- 
чтожаются, и у нас остается только одна сила Ю”, равная и парал- 
лельная прежней А, — она и будет равнодействующей силой. Пред- 
ложение доказано. 


Фиг. 213 


Выразим, наконец, в аналитической форме условие существова- 
ния равнодействующей. Известно, что условие это есть перпендику- 
лярность А и КЁ, Т. е. косинус угла между Ю и Ё должен равняться 
нулю (фиг. 214). Выразится это х 
уравнением 


—“`\щ 
соз (№, Ё)==0. 
—^м 
Заменяя с05(Ю, Г) через косинусы 


углов направлений № и [ с осями 
координат, получим: 


РУ 
Фиг. 214, 


Но по свойствам вопроса Ю и Ё конечны, следовательно, условие 
сводится к уравнению 


Вох = Ку, АИ, = 0, 
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или после подстановок: 


Ух. 02—20) Му. Хех— 2) + №2. У (хил) = 0. 


Это уравнение заведомо удовлетворяется, во-первых, при выпол- 
нении условий 


Х02—2У)=0, У@Хр—хА)=0, У(ху ух) ==0, 


т. е. при отсутствии пары, и во-вторых, при удовлетворении усло- 


Вий 
У Х=0, УГ-:0 2-0; 


в этом последнем случае А ==0, и вся система сил заменяется одной 
парой, —это показывает, что система в таком случае равнодей- 
ствующей не имеет, и его можно рассматривать лишь как случай 
предельный, ибо на пару можно смотреть как на силу, бесконечно 
мглую и приложенную бесконечно далеко. 


ГЛАВА \1. 
О РАВНОВЕСИИ. 


$ 1. Условия равновесия свободного тела, когда силы лежат 
в одной плоскости. Примем за плоскость сил плоскость Оху. Поло- 


жим, что даны силы Р, Р,, Р,, ... (фиг. 215) и точки их приложения А, 
у д В, С,... Спрашивается, 
в каком случае свободное 
тело, на которое дей- 
ствуют эти силы, будет 
в равновесии, На осно- 
вании теорем об эквива- 
лентности сил всю систе- 
му заменяем одной силой 
и парой. Перенося для 
этого все силы в точку О 
и прибавляя соответствую- 
щие пары, получим ряд сил 
Р’, Ву, Р», ... и ряд 
пар (Р, Р’), (Р, Ру, 
у 

(Р., 2%), ... 
Складывая все силы по правилу многоугольннка, получим одну 
равнодействующую силу Ю. Сложив затем алгебраически моменгы 


всех данных пар, получим момент М равнодействующей пары. Но 
равнодействующая сил, лежащих в одной плоскости, равна, как 
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известно, корню квадратному из суммы квадратов проекций всех 
сРл на ось Ох плюс сумма квадратов проекций всех сил на ось Оу, 
т, е. 


в=ИбтЕ ЕО. 


Потом, складывая все пары, получим равнодействующую пару, момент 
которой равен М, причем: 


М==т(Р, Р”)-- т(Р, №)--т(Рь Р)-... 


Но момент пары (Р, Р") равен двойной площади треугольника АОР, 
значит он равен моменту силы Р относительно центра моментов О, 
т. е, 

т(Р, Р") = т(Р). 


Так же точно находим, что 
т(Р, Р:) ==т(Р:); т(Рь Рз) ==т(Рз); ... 


следовательно: 
м=т(Р)-- т(Р) + т(Р-...=УХт(р). 


Таким образом, все силы приводятся к одной равнодейсгвующей силе 


в=И (Упр, Р)з-- (Упр, Ру 


и к одной равнодейсгвующей паре, момент которой есть: 


М=Ут(Р). 


Так как сила никогда не может уравновесить пары (ибо в про- 
тивном случае вышло бы, что пара, имея уравновешивающую, имеет 
и равнодействующую, чего быть не можег), то необходимо, чтобы 
при равновесии сила и пара уничтожались отдельно. Что касается 
пары, то она может уничгожаться тогда, когда или плечо ее равно 
нулю, или когда составляющие ее силы равны нулю. Но и в том и 
в другом случае очевидно, что момент пары должен быть равен нулю. 
Таким образом для равновесия необходимо, чтобы были удовлетво- 
рены условия: 


(Хпр» 2) -- пр, Р=0, Ут(Р)==0. 


Но первое условие требует, чтобы сумма квадратов двух действитель- 
ных количеств была равна нулю, а это требование может быть удо- 
влетворено только тогда, когда каждое из количеств, возводимых 
8 квадрат, есть нуль, т е. когда имеем: 


У пра 2 =0, Упр, Р=0. 
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Итак, для равновесия свободного тела, находящегося под дей- 
ствием сил, лежащих в одной плоскости, необходимо: 

1) чтобы сумма проекций сил на ось Ох равнялась нулю, 

2) чтобы сумма проекций сил на ось Оу равнялась нулю и 

3) чтобы алгебраическая сумма моментов всех сил относительно 
начала координат также равнялась нулю. Уравнения равновесия могут 
быть представлены в виде; 


Упр.Р=0, Хпр,Р=0, Ут(Р)==0. (53) 


Замегим, что выведенные уравнения не зависят от положения 
начала координат; для того чтобы тело осталось в равновесии, эти 
уравнения необходимо должны удовлетворяться при как угодно рас- 
положенных прямоугольных осях коордииат. 

Уравнения равновесия можно написать и в аналитической формс, 
введя в них проекции сил и координаты точек приложения этих сил. 
Положим, что на тело действуют силы Р, Р,, Р.,... Обозначим 
проекции этих сил на оси так: проекции на ось Ох через Х, Х,, 
Х»„..., а проекции на ось Оу через У, У, У,, ... Координаты точек 
приложения обозначим соответственно (х, у}, (хм, У,), (х» У), ... 
Тогда, припоминая аналитическое выражение момента силы отно- 
спгельно начала координат 


т (РВ) == УХ— хУ 


и заменяя пр,Р через ЛХ, пр,Р через Г ит. д., представим фор- 
мулы (53) в виде; 


Ух=о, Уут-0 У(УХЬ— У) ==0. (54) 


Заметим, чго в большинстве случаев выгоднее пользоваться уравне- 
ниями (53), определяя все требуемые величины геометрически из 
чертежа. 

$ 2. Равновесие несвободного тела, когда все силы, действую- 
щие на тело, лежат в одной плоскости. Несвободным телом назы- 
вается тело, которое не может двигаться по всем направлениям, как, 
например, тело, имеющее одну неподвижную точку, тело, опирающееся 
на неподвижную поверхность или линию, ит. п. 

На основании начал статики препятствия, стесняющие свободу 
движения, могут быть заменены силами, прибавив которые к заданным 
силам, можем затем рассматривать тело уже как свободное. Если тело 
имеет неподвижную точку, то к силам, на него действующим, надо 
прибавить еще силу, проходящую через эту точку. Если тело опи- 
рается одной точкой на поверхность или линию, То нужно прибавить 
силу сопротивления, перпендикулярную к этой поверхности или линии. 
Если тело своей поверхностью соприкасается с неподвижной точкой 
&ругого тела, то надо прибавить силу, перпендикулярную к поверх- 
ности первого тела. Присоединив такие силы сопротивления, можно 
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рассматривать тело как свободное и написать для него условия 
равновесия, уже как бы для тела свободного. Давления тела на пре- 
пятствия, стесняющие движения, будут прямо противоположны силам 
воздействия этих препятствий на тело, — по закону действия, равного 
противодействию. 

Решим для примера несколько задач. 

Задача [. Дан стержень АО (фиг. 216), опирающийся на цилиндр 
и на плоскость пола. Определить давления в точках О и Ви силу Т, 
удерживающую стержень в равновесии. 


И 7 


Фиг. 216. 


Обозначим силу тяжести стержня через @, силу сопротивления 
пола стержню в точке О через №, а сглу сопрогивления цилиндра 
через №. Длина стержня ОА пусть равна 24; пусть СВ ==г есть 
радиус цилиндра; угол наклонения стержня к полу равен ф, а гори- 
зонтальная сила, удерживающая стержень в равновесии, равна Т. 
Примем точку О за начало координат, а линию СО за ось Ох; за 
ось Оу примем линию, перпендикулярную к ОС в точке О. Составим 
уравнения равновесия сил @, № № и Т. Для этого определяем 
проекции всех сил на оси Ох и Оу и составляем суммы проекций 
сил на эти оси. Берем сумму проекций сил Р на ось Ох, т, е, У пра Р. 
Имеем: 

пр» @ = 0, пр» М = 0, 


пр» Г= —Т, пр’ == М Чаф, 


где пр» М’ получается из Л ВММ№, в котором / ВММ==$. Сумма 
проекций этих сил на ось Ох должна быть равна нулю; следовательно, 
должно существовать соотношение: 


— 1-Е М Япфр==0, (а) 
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Составим сумму проекций всех сил Р на ось Оу, т. е. У пр,Р. 
Имеем: 
пр,б =— 0, пр, = №, 


пруГ==0, пр," == №’ соз. 
Уравнение У, пруР==0 представится в следующем виде: 
—С-ЕМ-М сое ==0. (5) 


Далее, сумма моментов относительно точки О должна быть равна 
нулю, т. е. должно удовлетворяться условие 


Ут (Р) ==0. 
Так как 
т (4) = — басоззх, т(М)=0, 
т(Т) == 0, т (№) = №Мтев о, 
то оно сведется к уравнению 
— Сасозо --- Мгсвф=0. (с) 
Из уравнений (а), (5) и (с) определим №, №’ и Т. Из уравиения (с) 
у имеем: 
4 ‚_ Сас _ ба, 
р В . №’ = те Ф. =— — $1. 


х 
х 


р Подставляя величину №” в урав- 
22 нение (2), найдем выражение 
7. для Т: 

: Са <. 

й р Т=— 98, 


х 


а № найдем из уравнения (5): 


№М== 9— 9% упфсозч. 


И 


х 
7777 р 
РР” Задача П. Пусть дана 
фиг. 217. палочка АВ (фиг. 217), длина 
которой равна 24а; она опи- 
рается одним концом, А, на горизонтальную плоскость, а другим, В, 
на вертикальную стену, причем удерживается в данном положении 
Натяжением нити ОБ. Определить давления в точках А и В и натя- 
жение нити. 
На данную палочку будут действовать: 
1) горизонтальная сила № — сопротивление в точке В; 
Е сила @ — вес палочки, приложенной к средине ее (АБ = ДВ = а); 
3) сила Т патяжения нити, которой палочка АВ прикреплена 
в точке Е к точке О, и 


[ 
кЭ 
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4) № — вертикальная сила реакции в точке А. 

Углы наклонения палочки и нити, фи 0, даны. На основании 
сказанного о несвободном теле, сопротивление № будет перпендику- 
лярно к плоскости пола, точно так же, как сила №’ будет перпенди- 
кулярна к стене. Если к силе С прибавим эти силы, т. е. Ми №, 
и силу натяжения нити Т, то палочку можно будет рассматривать 
как свободное тело и тогда для него можно будет написать уравне- 
ния равновесия: 


Упр, Р=0, Упр, Р==0, Упт(Р)=0. 


Определим сначала, чему равна сумма проекций всех сил на ось Ох. 
Имеем: 


пр» № =0, пр» @ =0, 
пр» Г== — 7Тсо$8, пр,М№ =М№. 
Мы получим таким образом уравнение: 
№ — Тсоз8 = 0. (а) 
Так же найдем, что сумма проекций всех сил на ось Оу будет 
(— С-- М— Т&п 6), ‘и соответствующее уравнение налишется в виде: 
— СЕ М— Т&п6 =0. (Ь) 
Теперь определим сумму моментов всех сил, УЖ т(Р), относительно 
начала координат Имеем; 
т (М) = — М. 29а с0зФ, т(М№) = М’. 2атф, 
т (() = Ца соз$, т(Т) =0. 


Следовательно, уравнение моментов всех действующих сил выразится 
так: 


— №. 2асозо -- №’, 2апоф-- басозо =0, 


ыы — 2 №Мсозз--2№’ пф-|- @созф==0, (с) 
Определим № и № из уравнений (а) и (Ъ): 

№’ == Тсоз8, (9) 

№М= 6 -- Тяпо. (е) 


Вставив полученные величины в уравнение моментов (с), получим; 


— 20 созф— 2ТГзт 6 созф-|- 2Тсо$ 6 чп е-|- Ч созф ==0, 
или 
2Т (со 6 зто — $ 0 с0$9) = О с0$ф, 
или 
2Тзт (х — 8) = 0со3$, 
откуда, наконец; 
т. 96989 _ 
— 25т(ф— 0’ 
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после чего для № и № получим выражения; 


‚ __ 05054 с0$6 —_ Ст с050 
№ = 2зт (9—8) №М=а- Оз («— 0) * 


Задача Ш. Стержень ОА (фиг. 218) длиной в 24 опирается 
конном А на горизонталь- 

ы ный пол и поддержи- 
вается в равновесии дву- 
мя подпорками В и С, из 
которых первая располо- 
жена сверху, а вторая 
снизу. Определить давле- 
ние стержня на пол и под- 
порки, если вес его ра- 
вен @, угол наклона стер- 
жня к полу равен в, а 
расстояние между под- 
порками В и С равно 8. 
Возьмем начало коор- 
динат в точке О, ось Оу 
вертикально, а ось Ох го- 
ризонтально. — Составим 


суммы проекций всех сил на оси Ох и Оу и приравняем их нулю. 
Находим: 


Фиг. 218 


№ зта — №” т о ==0, (а) 
№М— № соза -- № соза — СВ ==0. (5) 


Далее приравниваем нулю сумму всех моментов относительно начала 
координат, т, е, пишем; 


т (М) | т (№) - п (№) -- т (д) ==0. 


Находим: 
т (№) =0 т(№) = №. ОВ, 
т (№) =—М№.06, т(а)=0.060$% 
следовательно, уравнение с моментами выразится в виде; 


№.0В—М№'.0С-- Ц -асоза ==0. (©) 


Из уравнения’ (а), сокращая на па, который отличен от нуля, 
получим: 


Зная это, находим из уравнения (5) силу № 
№ —=— а, 
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Вынося в уравнении (с) №’ за скобку, получим: 
№ (ОВ— ОС)-{ ДВасоза==0, 


— №МЬ-- Часоза ==0, 


ИЛИ 


откуда: 
№ М = Са сова . 
Ь 

Рещим еще одну задачу, определяя моменты в аналитической форме. 

Задача [\. Имеется плоскость ОВ (фиг. 219), наклоненная под 
углом 120° к горизонтальному полу. На эту плоскость и пол опи- 
рается стержень АВ, наклоненный под углом ‚80° к горизонту и 
удерживаемый нитью ОС, наклоненной тоже под углом 80°. Опреде- 
лить силу давления стержня в точках А и В и силу натяжения нити Т, 
если вес стержня С, а длина его 82а. 


Пусть в точках А и В силы сопротивления пола и сгены будут № 
и №. Примем точку О за начало координат, а линию ОЛ за напра- 
вление оси Ох; тогда ось Оу будет перпендикулярна к АО в точке О. 
Мы имели следующие общие уравнения равновесия: 


Ух=о, Ху ХОХЬ—ху=0, 


где УХ и У У суть суммы проекций сил на оси Ох и Оу, 
а УХ — ХУ) есть сумма моментов действующих сил относительно 
начала координат. Составим теперь уравнения равновесия для силы @ 
и сил сопротивления /\, №” и Т. Для этого сначала определим проекции 
всех сил на оси Ох и Оу и координаты их точек приложения. Имеем 
прежде всего: 

1) пр» @=0, пр, @ ==— 0. 


17 Зак. 2984. Н, В. Жуковский, 
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Для нахождения координат точки О приложения силы С соединяем О 
с 0; тогда, принимая во внимание, что треугольник АОВ — равно- 
бедренный, ибо углы Аи В оба равны 30°, из прямоугольного тре- 
угольника АОД имеем: 

РА = Од соз 30°. 


Но РА -=а, а с0$ 80° == 5 уз, поэтому 


2а 
ОА — Уз * 
Координаты точки Д будут: 
= ОЁ, ур== ЕР, 
Координата ОР = ОА —ВБА, но ОА = —— Ут ‚а ЕА, как катет прямо- 


угольного треугольника ЕАБР, равняется гипотенузе, умноженной на 
косинус прилежащего угла, т. е. 


ВА == РА соз 30° = 5. УЗ. 


Заменив ОА и БА их выражениями, получим: 


2а а 1/5 _ 4 —3а_ а 
ОЕ = хх === —— = = . 
Р 13 2 у 278 23 
Координата у, -=ЕБ найдется подобным же образом как катет тре- 
угольника АЕД: 


ру АО чаво Та 


2) Проекция силы № на ось Ох равна нулю; проекция же ее на 
ось Оу, ввиду их параллельности, равняется самой силе М, т. е. 


пр»М==0, пр, М№М== М. 
Точка А приложения силы №, как лежащая на оси Ох, будет иметь 
координату х„, равную ОА, а у, будет равняться нулю. Таким 
образом, координаты точки А будут: 
__ 2а —0 
А уз’, 24=° 
8) Проекции силы № на оси координат найдем из треуголь- 


ника ВКР: проекция на осъ Ох будет равняться ВК, а на ось Оу 
будет КР. Найдем их величины: 


ВК = М’ соз 80° = У № 


Хх 


КРМ т 30° =. М, 
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так что 


пр» == м, пру № = 5 №. 


Координаты точки В будут: 
хв==— ВК’, ув=0К,. 


Величины их найдутся как катеты прямоугольного треугольника ОВК”. 
Имеем: 


хв == — ВК’ == — ОВзш Д. ВОК’, 


но ОВ=ОА==х, как стороны равнобедренного треугольника, 
а потому 


24 зо. 2 1 


в уз уз °2 уз 


Из этого же треугольника имеем: 


х 


2а 2а Уз 
уз — уз 2 


4) Наконец, проекции силы Т на оси координат будут: 


Ув == ОК’ = ОВсоз Д. ВОК’ = —=а. 


пр» Ге==-— ТД == — гсоз Д СТ == — Тсоз30° = — #3 Т, 


пр, Т== — СЁ == — Тзш Д. СТЬ = — Та 30° == ТТ, 


Координаты С—точки приложения силы Т— будут: 


хо= 05, уд==С5. 


Из ряда прямоугольных треугольников имеем: 


2 1 ё 
— 0$ = С 30° = ОД =АО 1 30 — а. 
хе= ОС соз п уз’? =, 
ус== 05 = 056 30° = 4.1“, 
Итак‘ 


а 
К =— — 
° 13’ %—3 


Найдя проекции всех сил и координаты точек их приложения, 
можем составить такую таблицу (буквы Хи У, поставленные вверху 


17% 
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таблицы, обозначают проекции сил на оси координат, ахи у— ко- 
ординаты точек приложения сил): 


Теперь составим уравнения проекций и моментов. Так как суммы 
проекций всех сил на оси Ох и Оу должны равняться нулю, то 


пишем; 
№13 ТУЗ 
9 =0, () 
—0--м--1 м -—т=0, (5) 


Уравнение моментов выразится так: 


2а № 73 а № атТуЗ а Т 

в — Ма м. 
ву Му + + 

В ЭТОМ уравнении два последних члена сокращаются, так что оно 

принимает ВИД: 


а 2а ауз ‚а 
Ы———м-+М’ № = == 0, 
бу Муз о М уд (©) 
Ив уравнения (а) находим: 
м — Т. 
Из уравнения (5) находим: 
№ =: а. 


Подставив в уравнение (©) вмесго № равную ему величину О, 
а вместо № величину Т, решим его относнтельно Т; получим: 


3 
Т=- в. 
Итак, мы нашли, что: 


№=а, №М=Т=З а, 
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Теорема. Если сумма моментов сил, действующих на тело 
в Одной плоскости, относительно трех центров в этой плоскости, 
не лежащих на одной прямой, равняется нулю, то тело нахо- 
дится в равновесиц. 

Пусть А, В и С (фиг. 220) будут три данных центра, а Р, Р,, 
Ра, ...— действующие силы, обладающие тем свойством, что суммы 
моментов их огносительно трех центров А, В, С равны нулю, т. е. 

Ут, (Р)=0, Ут, (Р)==0, Уто(Р)=0. 
Рассмотрим первое равенство: Ут д (Р)=0. Это значит, что равно- 
действующая всех сил @ или проходит через точку А или равна 
нулю. Если равнодействующая @ равна нулю, то тело в равно- 
весии, и желаемое доказано. Но положим, что К не равно нулю, а 
проходит через точку А. Обра- 
тимся тогда к равенству: р 
Утв (Р)==0. Из него следует, 
что равнодействующая А прохо- У. 
дит через точку В; следователь- , `` 
ио, сила должна быть направ- , — 
лена по линии АВ, соединяющей й 
центры А и В. Но если мы утвер- 


ждаем, что » то (Р) =0, то, при- р 
лагая сюда теорему Вариньона, р 
имеем: 

Ут, (Р) = Ай ==0, 


где й—-величина перпендикуляра, опущенного из С на АВ. Так как 
точки А, Ви С не лежат на одной прямой, то Й ни в каком случае 
не может равняться нулю, а потому для удовлетворения условня 
ЮЙ ==0 необходимо, чтобы 


Фиг. 220. 


Ю==0, 


т. е. чтобы равнодействующая всех действующих сил равнялась нулю, 
а это возможно только в случае равновесия, что и требовалось 
доказать. 

Решим этим способом одну задачу о равновесии. 

Задача \. Однородный брусок АС (фиг. 221) длиною 2а и весом 
С опирается в точке А на вертикальную стену Оу, а в точке В — 
на неподвижную опору, отстоящую от стены на расстоянии КВ == с. 
Определить М и № — давления в точках А и В, а также угол УАС. 

Приняв за три центра моментов точки А, Ви М, напишем: 


у тд (Р) = 0, {а) 
Ут, (Р)=0, (5) 
У ту (Р) = 0, (©) 
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Условие (2) дает нам; 
—М№ + баз 8 == 0. (4) 


Условие второе дает: 
— №ею 8 -- 0(а — дев) мп 8 = 0, 


или 
— №0 -- О (ат 6 — 2) =0. (е) 
Наконец, из уравнения (с) находим: 
ти (№) == 0. 


Последнее условие показывает, что при равновесии направление 
силы № должно проходить через точку М, вследствие чего можем 


написать: 
7 АР: АВ = АМА, 
4! или 
02 
Яр аш 8. (© 


Из уравнения (ГР) находим, что 


в/-— 
$11 0 = У =. 
[2 


Далее из уравнения (4) полу- 
чаем: 


Фиг. 291. М№' = 4 


а 81178 а 
аи о УДИ-Я 


с с 


Наконец, из уравнения (е) находим: 


аз —с а —_ 
= о = 0 (то — 1488 = 


ЧИ У-ЛУЕ _ ИЕ-У 


= ди = ———дд—д_д——_—_д 


3 
с 
ит 1—(2) 
= (7 у г = 
с\3 [2 
2-С 
21 р 
я 82 Е 
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$ 3. О равновесии твердого тела, на которое действуют силы, 
расположенные в пространстве как-нибудь. Положим, что мы 
имеем в престранстве тело, на которое действуют произвольные и 
произвольно располо- 
женные силы Р, Р,, р 
Р, (фиг. 222). Трз- р 
буется определить ус- 
ловия равновесия та- 
кого тела. Отнесем те- 
ло к произвольно рас- 
положенным — прямо- 
угольным осям коор- 
динат и перенесем все 
силы в начало коор- 
динат, При этом пере- 
несении необходимо, 
как известно, приба- 
вить некоторые пары. 
Складывая все эти па- 
ры, получим некото- 
рую  равнодействую- 
щую пару, момент ко- 
торой пусть будет Ё, 
а складывая все пе- 
ренесенные силы, по- 
лучим некоторую рав- 
нодействующую силу Ю. Опрелелим их величины. Величина равно- 
действующей А выразится через проекции действующих сил на оси 
координат, как нам это уже известно, так: 


в=У [> пр» РР - [У прь РР-Е [Х пр, В. 


Если обозначим моменты слагаемых пар через 24, [,..., то полу- 
чим на основании правила сложения моментов пар, что момент равно- 
действующей пары СД. выразится так: 


= У [У пр, + [УХ пр, + [ХХ пр, = 
=ИУ и, РР [У т, (РЕ Ут, 


Так как сила не может уравновесить пары, то для равновесия не- 
обходимо, чтобы сила Ю и пара Г. порознь уничтожались. Сила 
уничтожается только тогда, когда она равна нулю. Пара уничтожается 
или тогда, когда вхолящие в ее состав силы равны нулю или когда 
плечо пары равно нулю. В последнем случае пара приводится к двум 
силам, равным и направленным по одной и той же линии в прямо 


Фиг. 222, 
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противоположные стороны. В этих только двух случаях и получим, 
что ==0. Таким образом имеем: 


[У лр, РР [У пр, РР [У пр, РЁ =0, 
[Х т, (РУР-- [У т, (РУ + [% т, (РР =0. 


Нетрудно видеть, что эти два уравнения заключают в себе шесть 
условий равновесия, Так как сумма квадратов действительных количеств 
может быть равна нулю только тогда, когда равно нулю в отдель- 
ности каждое слагаемое, то из двух уравнений мы получим следующие 
шесть условий равновесия свободного тела: 


1) Упр.Р=0, 4) Ут,(Р)==0, 
2) Упр,Р==0, 5) Ут,(Р) =0, (55) 
3) Упр.Р=0, 6) Ум, (Р)==0. 

Аналитически эти условия равновесия выразятся так: 
1) Ух=0, 4) »02— 27 ==0, 
2) УУ=0, 5) У(2Х—х2) == 0, (56) 
3) \2=0, 6) У(хУ—ух)==0. 


Эти условия равновесия могут быть формулированы так: 

Теорема. Для равновесия свободного твердого тела необхо- 
димо и достаточно, чтобы сумма проекций всех сил на каждую 
из прямоугольных осей координат равнялась нулю и чтобы сумма 
моментов всех сил относительно каждой из осей координат 
равнялась нулю. 

Выведенные шесть уравнений необходимы и достаточны для суще- 
ствования равновесия свободного твердого тела, т. е. если они имеют 
место, то тело находится в равновесии, и обратно. Это рассуждение 
применимо для как угодно расположенных в пространстве систем 
прямоугольных осей координат. Отсюда следует, что условия равно- 
весия, удовлетворенные на данных осях, должны удовлетворяться на 
любых других. 

Моменты сил относительно осей координат легко определяются 
по формулам (4)—(6) группы (56), хотя в большинстве случаев 
удобнее употреблять геометрический способ. Так, например, для 
определения моментов относительно оси Ох проводят плоскость, 
перпендикулярную к этой оси, и проектируют на нее все силы; 
потом опускают на эти проекции перпендикуляры из точки пересече- 
ния оси с плоскостью и умножают каждую из проекций на длину 
соответствующего перпендикуляра, приписывая этому произведению 
знак плюс или минус соответственно направлению, по которому силы 
вращают тело около оси Ох, 
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Рассмотрим теперь некоторые частные случаи равновесия, когда 
всех шести условий не нужно, а достаточно только некоторых из 
ния, потому что остальные удовлетворяются сами собою. 

1) Все силы лежат в одной плоскости. Положим, что 
все силы лежат в плоскости Оху; тогда проекции всех сил на ось Ох 
будут равны нулю и, кроме того, координата 2 = 0; следовательно, 
уравнения (3)—(5) удовлетворяются тождественно сами собою, и 
условиями равновесия окажутся уравнения: 


Ух=о, Ху=0, У(хУ—уХ)==0. 


Это те же уравнения, которые мы вывели и прежде для сил, рас- 
положенных в одной плоскости [формула (54)]. Перемена знака 
в третьем из полученных уравнений произошла оттого, что для осей 
на плоскости направление вращения считается положительным против 

часовой стрелки тогда, когда оно берется от положительной оси Ох 
°к положительной оси Оу, а для осей в пространстве, наоборот, — по 
часовой стрелке. 

2) Все силы проходят через одну точку. Примем 
эту точку за начало координат; тогда ее можно будет рассматривать 
как точку приложения всех сил, и потому в уравнениях моментов 
необходимо положить: х = у==2==0. При этом все эти уравнения 
(4)—(6) удовлетворяются тождественяо, и у нас останутся только 
три первых условия: 


Ух=0, УуУ--=0, У17-==0. 


3) Все силы параллельны между собой. Направим 
ось Ох параллельно данным силам; тогда проекции сил на оси Оу 
и Оз будут равны нулю, т. е. мы получим: все У=0 и все 2 -==0, 
а потому уравнения (2)—(4) удовлетворяются тождественно, и у нас 
остаются три условия равновесия: 


Ух=0, УгХ=0, Хух=0. 


4) Все силы параллельны одной плоскости, но 
не лежат в одной плоскости. Положим, что все силы 
параллельны плоскости Оху; тогда все С==0; следовательно, урав- 
нение равновесия (3) удовлетворяется тождественно, и останутся 
только пять условий: 


УхХ=0, УУ-=0, 
УгХ-=0, Угу=0, У(х’—уХ)=0. 


$ 4. Условия равновесия несвободного тела. Если имеем не- 
свободное тело, то вопрос о его равновесии можно решить, рас- 
сматривая тело как свободное, прибавляя для этого к числу дей- 
ствующих сил еще силы сопротивления препятствий, стесняющих 


266 ГЛ. УП. О РАВНОВЕСИИ [ч. п 


свободу тела. Эти силы не всегда определимы по величине, но 
направление их в большинстве случаев заранее известно и опреде- 
ляется по началам статики, 

Если тело имеет одну несвободную точку, то нужно прибавить 
силу, проходящую через эту точку. Если точка тела должна оста- 
ваться постоянно на линии или поверхности, то сила сопротивления 
остается постоянно нормальной к этой линии или поверхности. Если 
тело соприкасается с некоторой неподвижной поверхностью только 
в Одной точке, то сила, заменяющая сопротивление поверхности, 
должна быть взята проходящей через точку прикосновения и напра- 
вленной по нормали к поверхности тела. 

После этих общих соображений посмотрим, как решаются раз- 
личные задачи, сюда относящиеся. 

1) Определить условия равновесия тела, имею- 
щего одну неподвижную точку. Возьмем начало координат 
именио в этой неподвижной точке О (фиг. 223), Пусть на тело дей- 
ствует ряд сил Р. Действие неподвижной точки заменим силой ее 
сопротивления № —в нашем случае она проходит через начало 
координат О. Назовем 
проекции силы № на 
оси координат через 
№» № и М, и напи- 
шем условия равнове- 
сия свободного тела, 
добавляя к силам Р 
еше силу № Тогда 
будем иметь: 


о Ух--М,=0, 
2) — ЗУМ, =0, 
3)  317-М, == 0, 


4) (2—2) =0, 
5) У(2Х—х2)==0, 
Фиг. 223. 6) Уу—уХ)=0. 


Заметим при этом, что через Ух, У, У, У2 мы обозначили только 
суммы проекций всех данных сил Р, проекции же силы сопротивле- 
ния № пишем отдельно; в условиях же моментов отдельные слагаю- 
щие силы А отсутствуют потому, что сила № проходит через начало 
координат и, следовательно, моменты ее относительно осей коор- 
динат будут равны нулю. Первые три уравнения определяют вели- 
чину и направление силы сопротивления № последние же три 
собственно и выражают условия равновесия. Таким образом, имеем; 
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Теорема, Для равновесия несвободного тела, имеющего одну 
неподвижную точку, необходимо, чтобы сумма моментов задан“ 
ных сил относительно осей координат, проведенных через непо- 
движную точку, равнялась нулю. 

Необходимость этого условия равновесия очевидна, впрочем, 
сама собою. Если все силы перенесем в точку О и заменим их 
одной силой и парой, то силы уничтожаются сопротивлением непо- 
движиой точки, и для равновесия необходимо только одно: чтобы 
моменты составляющих пар в плоскостях координат равнялись 
нулю, т, е. 


ИЛИ 
Хо2—2г)=0 У(2Х— хр) ==0, УХ(ху —уХ=0. 


2) Равновесие тела, имеющего две неподвижные 
точки. Положим, что тело имеет две неподвижные точки; тре- 
буется определить условия равновесия такого тела, Отнесем его 
к прямоугольным осям координат, причем за начало координат 


Фиг. 224. 


возьмем одну из этих неподвижных точек О (фиг. 224), а ось Ох 
проведем так, чтобы она прошла через другую неподвижную точку, 
Мы можем определить условие равновесия взятого тела как свобод- 
ного, если к действующим силам Р добавим сопротивления № и №. 
Разложим силу № на составляющие, направленные по осям коор- 


динат №», №, №, а силу № разложим на №, Му №. Уравнения 
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равновесия взятого нами тела напишутся, следовательно, так: 


ХхЬ-ЕМ, № -==0, 
ХМ, М =0, 
У Е м, + М, = 0, 
%02—2)-+т,(М-+т,(М)=0, 
>» ех— хр) т, (М) т, (№) =0, 
Хау — ух) т, (М т, (№) =0. 
Заметим телерь, что моменты сил № и М’ относительно оси Ох 


равны нулю, так как силы проходят через эту ось; затем момент 
силы № относительно оси Оу выразится так: 


ту (№) = т, (№) - ту (М) -- ту (№), 


но 
ту (№) =0, ту (№) =0, т, (№) =— М№+00,. 
Если назовем ОО’ через а, то найдем, что 
ту (№) == — а. №. 
Далее момент силы № относительно оси О2г равен нулю, а 
, т, (М) == т, (Мо) -{- т, (Мы) -- т, (№); 
" т, (№) = 0, т. (М) =аМ, т, (М) =0. 


Приняв все это во внимание, найдем, что условия равновесия 
данного тела выразятся следующими уравнениями: 


1) УХ-- м, №==0, 4) >02 —2У) =0, 
2) Ум -м№=0, 5) Уех— 2) —аМ,-=0, 
Эм, М=0, 6) Х(хУ— ух) аМ№, =0. 


Из этих шести уравнений лишь одно четвертое не зависит от 
сил сопротивления, а потому оно и служит выражением условия, сте- 
сняющего внешние силы для того, чтобы было равновесие. Осталь- 
ные же пять уравнений служат для определения сил №, №», М. и 


№, №, М№,, причем силы №, и М, не могут быть определены каждая 
в отдельности, они могут быть определены только в виде их суммы 
из первого уравнения. Остальные же силы, перпендикулярные 
к оси Ох, могут быть определены вполне. Таким образом, имеем: 

Теорема. Для равновесия твердого тела, имеющего две не- 
подвижные точки, необходимо, чтобы сумма моментов всех задан- 
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ных сил относительно оси, проходящей через эти точки, равнялась 
нулю; иначе говоря, требуется, чтобы равнодействующая прохо- 
дила через неподвижную ось. 

3) Две точки лежат на неподвижной прямой и 
могут перемещаться, скользя по этой прямой. Опре- 
делить условие равновесия такого тела. Расположим оси координат 
так, чтобы начало оказалось 
в одной из скользящих точек 2 
тела О (фиг. 225), а ось Ох 
направим так, чтобы она про- 
ходила через другую точку О’, 
т. е. предположим, что тело 
скользит по оси Ох. В нашем 
случае, чтобы иметь возмож- 
ность рассматривать тело как 
свободное, мы должны доба- 
вить силы сопротивления М 
и №’, перпендикулярные к оси 
Ох. Разложим силы Ми №: 
силу № на М, и М, а силу № 
на № и №; при этом первые, 
очевидно, будут направлены по 
оси Оу, а вторые — по оси Оз. 

Напишем теперь шесть урав- у 
нений равновесия, причем под 


знак У подведем только про- 
екции и выражения моментов 
всех данных сил, проекции же и выражения моментов неизвестных 
пока сил сопротивления напишем отдельно, Имеем таким образом: 


1) УХ=0, 4) %02—27)=0, 
2) УМ, --М,=0, 5) У(2Х— х2) —аМ,=0, 
3 У2-Ем, № =0, 98 У(х’— ух --аМ, ==0, 


Фиг. 225. 


гле а = ОО’. Уравнения (2), (3), (5) и (6) служат для определения 
четырех сил сопротивления №, №, № и №; первое же и четвертое 
уравнения суть уравнения, стесняющие внешние силы для того, чтобы 
могло существовать равновесие, Из этих двух уравнений мы на- 
ходим: 

Теорема. Для равновесия тела, имеющего две неподвижные 
точки, могущие скользить по данной прямой, необходимо, чтобы 
сумма проекций всех заданных сил на эту прямую равнялась 
нулю и чтобы сумма моментов тех же сил относительно этой 
прямой равнялась также нулю. 
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4) Три точки тела могут 


гл. м. 


О РАВНОВЕСИЙ 


[ч. и 


скользить По Данной 


плоскости. Определить условия равновесия такого тела. Примем 


плоскость Оху за плоскость, по которой скользят три 


НОЖКИ 


стола О, А, В (фиг. 226). Точку О возьмем за начало координат, 
прямую ОА — за ось Ох. Расстояние точки А от начала координат 


Фиг. 226. 


назовем через а; рас- 
стояние же точки В от 
осей Ох и Оу о6бо- 
значим соответственно 
через си. Присоеди- 
ним теперь к внешним 
силам Р еще силы со- 
противления плоскости 
Оху, — пусть эти силы 
будут №, №, №. На 
основании сказанного 
о силах сопротивле- 
ния без трения они 
будут приложены в 
точках О, А, Вибу- 
дут перпендикулярны ° 
к плоскости Оху. На- 


пишем теперь шесть уравнений равновесия свободного тела: 


1) Ух=0, 2 


) ХУ=0, 


3) ХИ--М--М М =0, 


4) %(02—27)-Ет,(№- т. (М) т, (№) == 0, 
5) УХ ех—х2)-- т, (М-Е т М) т, (№) =0, 
6) У(хи— ух т, (М) т, (М) -- т.) ==0. 


Теперь определим моменты сил № №, М” относительно осей Ох, 
Оу, Ог. Моменты силы М, как проходящей через начало координат, 


равны нулю, так что 


тз(М№) =0, 


ту (№) =0, т. (№) =0. 


Моменты силы /^’ относительно осей Ох и О2 равны нулю, так как 
сила № проходит через ось Ох и параллельна оси Ог, т. е. 


т» (№) = 0, 


т, (№) =0. 


Момент же силы №’ относительно оси Оу будет: 


ту (№) = — Ма. 


Моменты силы № относительно осей Ох и Оу будут: 


ть (№) == Мс, 


ив, (№) == — №. 
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Момент относительно оси Ог есть т, (М№)==0, так как сила М 
параллельна оси Ог. Подставляя полученные величины и вышенани- 
санные уравнения равновесия, получим: 


1) УхХ=0, 4) Х7—2и-- Ме =0, 
2) Хи=0, 5) У(х—хА—Ма— М" 50, 
3) Ул-Ем-м-- М =0, 6) У(Уу— ух) =0. 


Мы видим, что уравнения (3)—(5) дают возможность определить 
силы сопротивления №, №, №”, условия же, стесняющие заданные 
силы, выразятся уравнениями (1), (2) и (6). Таким образом, полу- 
чаем; . 

Теорема. Для равновесия тела, имеющего три точки, мозу- 
щие скользить по данной плоскости, необходимо, чтобы сумма 
проекций всех заданных сил на две оси координат, лежащие в этой 
плоскости, равнялась нулю и чтобы сумма моментов тех же сил 
относительно оси, перпендикулярной к этой плоскости, равнялась 
также нулю. 

Решая уравнения (3)—(5) относительно №, №, №, мы, очевидно, 
найдем для этих сил совершенно определенные значения. Однако этот 
же самый вопрос относительно давлений в случае, когда тело имеет 
четыре точки, могущие скользить по данной плоскости, является уже 
иеопределенным, потому что и в этом случае, как и в предыдущем, 
число условий, которым для равновесии должны удовлетворять задан- 
ные силы, остается то же самое и, следовательно, из трех остальных 
уравнений придется определять четыре неизвестных давления. То же 
самое может быть ска- 
зано и для того случая, 
когда тело имеет боль- 
шее число точек, мо- 
гущих скользить по 
данной плоскости. Как 
пример неопределен- 
ности подобной зада- 
чи в статике приведем 
задачу об определении 
давлений на четыре 
ножки стола, когда на 
нем лежит какой-ни- 
будь груз. 

Пусть имеем стол 
(фиг. 227), ножки ко- 
торого расположены 
так, что концы их лежат в вершинах прямоугольника со сторонами аи 2. 
Прибавив в надлежащем месте силы сопротивления, можем рассмат- 
ривать стол как тело свободное и написать для него уравнения рав- 


Фиг. 227. 
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новесия. Оси координат расположим, как показано на чертеже. Урав- 
нения равновесия напишутся так: 


ух х=о 2) ЪХу=0 ЭМ ММ" ==0, 
4) >х07—гу-- (м -- М") =, 
5) Х@ех—х2) — №-Ма=9, 


6) Ху — уд) =0. 

Условиями, стесняющими внешние силы для возможности равно- 

весия, являются уравнения (1), (2) и (6); уравнения (3)—(5) дают 

связь между данными си- 

2 лами сопротивления. Си- 

стема этих трех уравнений 

неопределенна, — потому 

что приходится ив трех 

уравнений определять че- 
тыре неизвестных. 

Найдя из уравнения 
{5) сумму №'-Е М”, под- 
ставляем полученное зна- 
чение ее в уравнение (3), 
после чего сможем опре- 
делить сумму №М-|- №. Из 
уравнения {4) наВдем за- 
тем М№М/-- №. Положим, 
мы нашли, что 


ММ = М, 
Фиг. 228 № -- М" = М 
иг. . № М" = М.. 


Будем считать силу №’ известной и по ней оп еделим все остальные 
у У уу 
силы; №, № и №. Находим: 


№М=М—М№, МММ, ММ, — (ММ. 


Силе № можно дать только положительные значения и притом такие, 
чтобы силы М, №, №” вышли также положительными. 

На практике наша задача не имеет никакой неопределенности; 
решая же её по правилам статики, мы получаем неопределенный ответ 
только потому, что в статике твердое тело мы считаем абсолютно 
твердым. Эта задача должна быть отнесена к задачам теории упру- 
гости, где принимается во внимание способность твердого тела изме- 
нять свою форму под действием сил и где эта задача имеет вполне 
определенное решение. 

5) Задача. Однородная треугольная пластинка АВС (фиг. 228). 
имеющая равные стороны АС и ВС, опирается вершиною С на гори- 


$ 4] УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ НЕСВОБОДНОГО ТВЛА 273 


зонтальный пол, а вершинами А и В на вертикальные стены, пересе- 
кающиеся под прямым углом. Точка С привязана к вершине О трех- 
гранного угла, образованного плоскостями пола и стен, нитью СО, 
которая делит угол Оху пополам. Определить силу натяжения нити Г 
и силы сопротивления №, №, №, развиваемые стенами и полом в точ- 
ках А, В, С. 

Дано: вес пластинки С (он приложен к центру тяжести) и коор- 
динаты точек 4, В, С. Координаты эти обозначены на чертеже при 
каждой из точек. Пишем шесть уравнений равновесия. Имеем: 


1) пр пр, пр,М Е пр,“- пр,Г==0, 


но 
пр» == №, про ==0, 
пр.” =0,  пр„@==0, 


пр»Г == — Г . 


у: 


Подставляя эти величины в написанное уравнение, получим первое 
условие в виде 
Т 


М— —— ==0. 
уз (2) 
Далее: 
2) пр,М-- пр,’ пр,М-|-пр,@--пр,Т==0. 
Имеем: 
пр =0, пр,М№ = М, пр,М ==0, 
прьу@ =0, пр,Т =-— я . 
Делая подстановку, получаем: 
Г 
№ _—— = 0. Ъ 
у ®) 
Далее: 
3) пр. пр. № -|--пр,№-- пр.@--пр.Г —0. 
Найдя, что 


пр.\ =0, пр,\ =0, пр.М№“ == №", 
пр. =— (, пр,Г==0, 
имеем по подстановке? 
№ — В =0. (<) 
Теперь перейдем к составлению уравнений моментов. Имеем; 


4) т„(м)-- ть (м) ть (МЕ ть(в)--т„(Т) =0. 


18 Зак. 2984. Н. Е. Жуковский 
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Определяем для каждой отдельной силы моменты: 


т» (М) =0, ть(№) = -— №4, ть(№) = Ма 


далее: 
т (@) =2 — 27, 
где У и 2 означают координаты центра тяжести; но У=0, 2 = — С(, 
следовательно: 
ть (0) = — ду; ; 
и, наконец: 
т (Т) =0. 


Уравнение моментов относительно оси Ох при этих значениях самих 
моментов напишется так; 


— №а-- №а— бу==0. (4’) 


Для определения координаты у вес пластинки @ разложим на рав- 
ные веса д, 2”, 2”, сосредоточенные соответственно в точках А, В, С. 
Применяя формулу координат центра параллельных сил, находим: 


5 РУ ВУ +" ОУ) _ „ 
= УР > аи = ЗОНУ, 


где у, у’, У’ суть координаты точек приложения сил; подставляя их 
значения, равные соответственно с, 0, а, получим: 


— 1 
у=з(а- о. 
Подставляя это значение в уравнение моментов (4’), получим: 
Г 1 1 
— М а-- Ма—з 4’ (@а--9=0. (4) 
Далее мы имеем: 


5) ту (М) Е т, (№) т, (№) т, (в) -- т, (Т) =0. 


Но 
ту (М) = №, ту(М)=0, т, (М) = — Ма, 


ту (@) =2Х— хё=2.0-—х(-—0)==х0, т, (Т)=0. 
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Подобно тому как выше мы определяли у, находим, что 


х= 5 («--х-Нх”) = + (@-|-с), 


следовательно! 
1 
ту (б) — 3 а (а--5). 
Подставляя в уравнение (5) полученные величины, находим: 
1 
№ — №а-- 5 @(а-- в) ==0. (е) 


Наконец. пишем последнее уравнение: 


6) м,(м-и,(мМ)-т, (м) -т, (@)-т,(Т)=0. 
Но 
т, (М) == — М, т,(М) = №, т,(М”) == 0, 
т,(@)=0, т,(Т)=0, 


Подставив эти значения, получим уравнение (6) в таком виде: 
— №-- Мс 0, (Г) 
Решая полученные шесть уравнений, находим из уравнений (а) и (Ъ): 


ММ 
У2 
Из уравнения (с) находим: 
№ — [6 
Вставив в авнение (4) вместо Ми М№” равные им величины, по- 
Ур , 
лучим: 
_Т_ 


у“ ба — ба 9—0, 
ИЛИ 


— зТа -- У 2[3 ба — в(а-- 0] =0, 
18* 
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откуда _ 
374 =6И2(а— 0), 
или окончательно: 


т 12 (2—6) 0. 


Подставив значение Т в выражение для №М и №, имеем: 


й 1 
ММ = т (2а—6)0, №0, 


=У2 2—9 а. 


ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ. 
ДИНАМИКА ТОЧКИ. 


Кинематика исследует движение независимо от причин, его произ- 
волящих. В динамике мы приходим к новому понятию о силе и рас- 
сматриваем связь между движением и силами. Динамика берет свои 
основания из опыта и наблюдений и уже помощью них, а также 
кинематических законов и геометрии выводит свои положения, 

С первого взгляда кажется, что механика не нуждается в опыт- 
ных началах, что ее основания вполне умозрительны, но это 
происходит от нашей привычки к механическим законам. Древние 
ученые —от Аристотеля до Галилея — имели смутное представление 
о законах движения, например о законе инерции. Аристотель, напри- 
мер, не знал об инерции, считая, что тело с прекращением действия 
силы прекращает свое движение, и только Галилей впервые опытным 
путем дошел до правильных взглядов на движение. Вообще основные 
начала динамики были раскрыты только долгим путем наблюдений 
над происходящими в природе движениями, 

Если бы мы непосролственно начали исследовать движение целого 
тела, мы совершенно не могли бы разобраться в том разнообразии 
движений, которое оно может иметь. Поэтому необходимо, прежде 
всего, обратиться к изучению движения точки, и притом точки, 
сохраняющей все свойства, присущие материи. Динамика вводит 
новое понятие о материальной точке. Материальная точка, как мы 
об этом говорили и в общем введении, есть часть материи бесконечно 
малых размеров, которая, однако, может обладать конечной массой. 
Такое представление ие будет лишено реального значения: подобной 
материальной точкой является, с точки зрения механики, центр 
тяжести тела. Имея понятие о материальной точке, мы можем пред- 
ставить тело конечных размеров как совокупность бесконечно боль- 
шого числа таких точек. 

Основные законы движения материальной точки, изложенные 
в начале статики, не могут быть подтверждены прямым опытом, ибо 
нет возможности осуществить материальную точку, свободную от 
действия всяких сил, так как все предметы переносятся вместе 
© Землей, вращаются, притягиваются ею и другими предметами. 
Справедливость этих законов подтверждается согласием результатов, 
найденных на основании их, с опытами. 
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ГЛАВА 1. 
СВОБОДНАЯ МАТЕРИАЛЬНАЯ ТОЧКА. 


$ 1. Дифференциальные уравнения движения свободной 

материальной точки. Положим, что свободная материальная точка М 

(фиг. 229) под действием силы Р описывает некоторую криволиней- 

ную траекторию, отнесенную к прямоугольным осям координат Охуг. 

Если масса этой точки т, а ускорение, полученное от действия силы Р, 

есть ], то связь между 

2 силой, ускорением и мас- 

сой выразится известной 
формулой: 


Р=т}. 


Назовем черев а, В, 
углы силы Р с осями, — 
они также будут углами 
ускорения ] с осями, — и 
>„—4 будем проектировать как 
силу, так и ускорение на 
оси координат; проекти- 
руем на ось Ох: 


Рсоза = т;соза. 


Фиг. 228. 


Рсозх есть составляю- 
щая (компонент) силы Р 
по оси Ох, которую мы обозначим через А /соза есть проекция 


2] 


ах 
ускорения на ось Ох и равна т. Поэтому предыдущее равенство 
н аналогичные для осей Оу и Ог можно написать так: 


7] 2 

хХ=п“ т, у=т 4, 2=т 12. (1) 
Эти три уравнения называются дифференигальными уравнениями 
движения свободной материальной точки и дают возможность решать 
основные задачи динамики: 1) определять силы, производящие данное 
движение, и 2) определять движение при действии данных сил. В пер- 
вом случае, когда даны уравнения движения, задача сводится 
к дифференцированию этих уравнений; во втором же случае, когда 
дана сила, задача сводится к интегрированию трех совместных 
дифференциальных уравнений (1), где независимое переменное 

есть &. 
В частном случае, когда сила имеет постоянное направление 
и начальная скорость равна нулю или направлена по силе, движение 
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прямолинейно. Пусть для этого случая сила и начальная скорость 
направлены по оси Ох, тогда достаточно одного уравнения 
2 
Хх =, 
которое и нужно интегрировать, чтобы определить закон искомого 
движения. 

Важно обратить внимание на знак силы. Если сила направлена 
по оси Ох, то слагаемая Х или равна Рсоз0-==--Р или же 
Рсозт = — Р. Первое имеет место в том случае, если сила направлена 
в Ту же сторону, куда ось Ох, а второе, — если в обратную сторону. 

$ 2. Сила инерции. Если дифференциальные уравнения движения 
свободной материальной точки напишем в таком виде: 


ёх у 422 
Х—т-и =0, Ут =0, 7 — т =0, (2) 


то на эти уравнения можно смотреть как на уравнения равновесия, 
причем сила, компоненты которой по осям координат суть Х, У, 1, 


, 
| 
рамен | 
1 г Е 
р 
р | . 
, | Г 
1 , О 
1 й 
} ! . р 
1 г 77 209 1 
д Инна 
| 7! / ПР 
2 -+------ .: ден --и< ----- —х 
+ + 
. 5. : / ‚,^ 
бе ------ +24 
“5.” г,” 
оо ыеьес-ь “У 


Фиг. 230. 


уравновешивается силой, компоненты которой по тем же осям суть: 


2х Фу 43 
Та, —Та, ПТ. 


Первая сила есть сила Р (фиг. 230), а вторая — сила @== — т]. 
Эта сила © и называется силой инерции. 
Итак, силой инерции называется сила, которая по величине равна 


произведению массы на полное ускорение, а направлена в сторону, 
противоположную полному ускорению, 
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Введение понятия о такой фиктивной силе облегчает формулировку 
многих теорем дииамики, особенно в вопросе об относительном дви- 
жении и о движении несвободной материальной точки. 

Обратив снова внимаиие на уравнения (2), мы можем их выра- 
зить так: если остановить материальную точку в какой-нибудь момент 
времени и прибавить силу инерции, кроме имеющейся движущей силы, 
то получится равновесие, 

$ 8. Центростремительная и центробежная силы. Пусть на 
мётериальную точку М (фиг. 231) массы т действует сила Р, 
сообщая ей ускорение ]. 
Разложим это ускорение 
на два; на тангенциаль- 

4 
ное Лл=т, направлен- 
ное по касательной Т, 
и на центростремительное 
а 


й 


[я 
в = > направленное по 


нормали № к центру кри- 
визны. Отложим на нор- 
мали № от точки М век- 
тор МР,==т]„, а на 
касательной Т от той же 
точки вектор МБ, == т/.. 
Построив прямоуголь- 
ник на этих векторах, мы 
Фиг. 231. увидим. что диагональ его 
есть МР==т)], откуда 
заключаем, что эти векторы суть два компонента силы по каса- 
тельной и по нормали; из них вектор * 


. [#2 
Ру =тд=т т (3) 
называется тангенциальной силой, а вектор 
„а 
Р,=т], =т ® (4) 


называется нормальной или цдентростремительной силой. 
Если теперь разложим силу инерции © на два компонента — по 
нормали и по касательной, то получим: 
‚ 40 
Ч =—тл=—тчу, (5) 


направленную по касательной обратно Р; и называемую тангенциаль- 
ной силой инерции, и 


а 
@,=—т),=— тт, (6) 
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направленную по нормали, от центра кривизны, и называемую 
центробежной силой инерции. 

Являясь компонентом предполагаемой силы инерции, центробеж- 
ная сила есть сила фиктивная; она должна быть присоединена 
к материальной точке, если мы хотим рассматривать вопрос о ее 
движении, как об относительном равновесии точки. Но в некоторых 
вопросах центробежная сила является и как некоторая действительная 
сила, — например, в вопросах об опре- 
делении давления движущегося тела на 
препятствия, стесняющие его движе- 
ние, Но в этом случае центробежная 
сила приложена не к материальной 
точке, а к тем телам, которые задер- 
живают материальную точку на ее 
траектории. Если, например, некоторый 
шар М (фиг. 232) движется по цилин- 
дрическому своду, описывая круг, то 
на него действует сила Р давления 
свода, которая для шара есть центро- 
стремительная. Но по третьему закону Фиг. 232. 
динамики шар М сам давит на свод 
с такой же силой №, равной Р. Эта сила М для шара будет центро- 
бежной силой инерции, и можно сказать, что свод находится под 
действием этой силы. 

$ 4. Размер механических величин и их измерения. Все 
механические величины измеряются с помощью трех основных единиц: 
времени № измеряемого секундами, пространства $, измеряемого 
метрами, и силы Р, измеряемой килограммами. Всякая другая меха- 
ническая величина С является некоторой однородной функцией чисел, 
выражающих эти основные единицы, так что если мы в функции 


И= Кб, 5, 5",.... ЕЁ, Е, ..., Р, БР’, Р", ...) 
сделаем замену, положив: 
5 == $, $’ =’, "—=и5”,..., 
=, =, Г =й,..., 
Р=ЕР, Р’ =АР’, р" =ЕР”,..., 
то, по свойству однородных функций, 
О = ($, #5’, #5", ..., № Ш, й, ..., ЕР, ЕР’, ЕР", ...) = 
= ВРЕТ. (6, 5", 5",....ЬЁ,Е, ..., В, Р,Р,,...). 


Будем называть размером!) механической величины по отношению 
к пространству число п, ко времени число р и к силе 9. Обозначим 


1) См. примечание на стр. 20. (Прим. ред.) 
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это символом так, 
разм. [0] == 15", #, Р\. 


Теорема. Всякая функция, полученная при решении задач 
механики, представляет соотношения, однородные относительно 
чисел, измеряющих каждую из трех основных единиц. Действи- 
тельно, пусть, решая задачу, мы нашли какое-нибудь соотношение: 


($, 5’, 5"... БЕ, Е,..., Р, Р',Р", ...)=0. (а) 
Решив это уравнение относительно $, найдем: 
= (5, 5',... В Ё,Ё,..., Р, РБ’, ЮР", ...). (5) 


Пусть, решая ту же задачу, мы пользуемся другими линейными 
мерами, в Й раз меньшими прежде взятых нами; тогда получим: 


15 ==4(й5”, #5”,... В Ё, ЕЁ... Р, Р РЁ", ...). (<) 
Подставим в уравнение (с) вместб $ его выражение из уравнения (5); 

В (95... ЁГ,.,. Р, Р, Р",...) == 
=4(й5', #5”... Ё,Г,... Р, Р’, Р",...). (4) 


Равенство (4) показывает, что функция ф относительно аргументов 
5’, 5", ... однородна и первого измерения; следовательно, и урав- 
нение (5) однородно и первого измерения относительно $. Если 
станем производить алгебраические действия над однородным урав- 
нением (5), то получим уравнение (а), также однородное, чтд 
и требовалось доказать. 

Найдем теперь размеры нескольких известных нам величин. 

А. Кинематические величины, Кинематические величины 
являются величинами нулевого измерения относительно силы, потому 
что они зависят только от времени и пространства. 


1) Скорость. Определяя скорость из рассмотрения равномерного 


$ 
движения, имеем 9==-,. Следовательно, размер скорости есть’ 


разм. [9] ==1[51, #71, Р®]. (7) 
2) Ускорение. Из равномерно-ускоренного движения имеем 
в=%, поэтому размер ускорения: 


разы. [в] ==[5\, 8, Р9]. (8) 


за 


8) Угловая скорость. Из равенства ®==— следует, что размер 
угловой скорости: 


разм. []==[5°, /-\, Р°], (9) 
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В. Динамические величины, 


4) Масса. Нами было найдено, что ==. Заменив д через 


25 ра 
его величину =, получим т==-., откуда размер массы будет: 


разм. [т] =1[5-1, В, Р\. (10) 


5) Количество движения. Количеством движения называется произ- 
ведение массы на скорость, т. е. 70. Следовательно, размер его есть: 


разм. [то] ==[59, #, РИ. (11) 
Эта механическая величина измеряется килограммосекундами. 


6) Кивая сила. Живой силой называется половина произведения 
т? 


массы на квадрат скорости, т, е. —5-. Размер ее есть: 
2 
разм. ее = ю, Р1. (12) 


Живая сила измеряется килограммометрами, 

7) Импульс силы. Импульсом силы называется произведение силы 
на бесконечно малый промежуток времени ее действия, т. е. Р4 
Размер импульса силы одинаков с размером количества движения, 
и измеряются они поэтому одинаковыми единицами: 


разм. [Рай ==[5, А, РЦ. (13) 


8) Работа силы. Работой силы называется произведение силы 
на пройденное пространство, т. е. Р.5. Размер ее есть; 


разм. [Р$] ==15 ®, Р\|. (14) 


Эта механическая величина имеет размер, одинаковый с размером живой 
силы, и измеряется также килограммометрами, 

Мы установили размеры механических величин, считая за основные 
единицы: пространство в метрах, время в секундах и силу в кило- 
граммах. Часто, однако, за основные единицы принимаются: простран- 
ство в сантиметрах, время в секундах и масса в граммах (система 
единиц С0$ — СепНтёНе, Оташше, Зесоп4е). Дадим размеры меха- 
нических величин также относительно этой системы основных единиц. 
Итак, принимаем за основные единицы 1 си, 1 сек и за единицу массы 
1 г— количество материи, заключающееся в одном кубическом сан- 
тиметре чистой воды при 4° С. 

Кинематические величины имеют те же размеры по системе СВ$, 
как и прежде, так как они зависят только от пространства и времени. 
Рассмотрим размеры динамических величин, 
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25 
1) Сила. Взяв формулу равномерно ускоренного движения 8’ == 
25 
и подставив это значение & в выражение Р==та, имеем: Р== т-», 
откуда размер силы таков: 
разм. [Р] ==[5', #72, ии]. (15) 
Если в равенстве Р==те положим т==&==1, то получим и 
Р-==1; следовательно, единица силы есть такая сила, которая одному 
грамму массы в одну секунду сообщает ускорение в один сантиметр, 
Эта сила называется диной. 
Следующие динамические величины выразятся уже легко. 
2) Количество движения: 


разм. [10] == [51, #1, т\. (16) 
3) Живая сила: 

разм. [7] =, 8, м1. (17) 
4) Иипульс силы: 

разм. [РАЙ ==[51, #1, 1], (18) 
5) Работа силы: 

разм. [Р$] == [5%, #2, пи]. (19) 


Если в равенстве Т==Р$ положим Р-==1| дин, 5==1 ем, то 
Т==1, — эта единица работы называется эргом. Итак, эрг есть работа, 
которую совершает дина на расстоянии в 1 см. 

$ 5. Прямолинейное движение свободной материальной точки, 
Если материальная точка не имеет начальной скорости или имеет 
скорость, направленную по силе, а сила имеет постоянное направление, 
то движение материальной точки будет совершаться по прямой линии, 
имеющей направление силы. Приняв эту прямую за ось Ох, получим 
вместо трех дифференциальных уравнений движения только одно: 
а2х 
ай 

Действующая сила может представиться функцией от различных ве- 
личин, а именно: 1) функцией времени, 2) функцией места точки на 
оси, 3) функцией скорости, 4} функцией всех упомянутых переменных, 
Мы займемся изучением только первых трех случаев и покажем, что 
во всех этих случаях интегрирование приводится в квадратуре, 

Прежде чем приступить к интегрированию, обратим внимание 
на два вида, в которых это уравнение может быть представлено. 


Х=т 


Налишем в виде: 


@х 
ай 
4х _ 4 /ах\ _@ 
ва (а) = р, 
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и будем рассматривать о как функцию х, а х, в свою очередь, как 
функцию времени # Тогда 


2 вах 0 
а ака ах’ 


Пользуясь этим, уравнение движения может быть представлено 
в двух видах; 


ах 


__ „49 ] 
|. Хи 409. | 


1) Первый случай. Сила — функция времени. Дано уравнение 
Х=.(д. 


Воспользуемся уравнением движения вида Ги умножим обе части 
на а: 

Х аЁ==т 49; 
интегрируем: 


# 
[ха = то—|-С. (а) 


Определяем произвольное лостоянное С по начальным данным, Пусть 
в начальный момент #==0, =, тогда уравнение примет вид: 


0 = л—-С. (5) 


Вычитая уравнение (Ъ) из уравнения (а), найдем так называемое 
уравнение количества движения 


# 
то — то = [| 4 (21) 
0 


которое можно формулировать в виде следующей теоремы: 
Теорема. //риращение количества движения за данный про- 
межуток времени равно сумме импульсов действующей силы за 
это время. 
Для дальнейшего интегрирования уравнения движения определяем 
из уравнения (21) °: 
Ё 


9 = тт | Х 4 
0 
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ах 
Заменяем © через Я; И Умножаем все уравнение на аб получаем; 


{ 
Чх = т а [ х 4 
о 


Интегрируем: 
1 # 
хат [ р | Ха (а’) 
3 3 


Постоянное С, определяется по начальному положению точки. Если 


при #=—=0 х=хь то 
х-Е С: =0. ©’) 


Исключая из уравнений (а’) и (Ъ”) С., получим: 


1 Ё 
хи | «ха, 
0 0 


ИЛИ 
$ + 
хж-НТ [| ха (22) 
| 


Таким образом, вопрос о движении решен. 
2) Второй случай. Сила есть функция места точки на оси дви- 
жения. Дано уравнение 


Х-= (Хх). 
Воспользуемся для этого случая уравнением движения вида П: 
а 
А = то ях, 
которое напишем в следующем виде: 
А ах == то 49. 
Интегрируем: 
еы 
т 
[х 4х = | С. 


Положив при х==0 9==9., имеем: 


т 5 


= с. 
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Исключив из этих двух уравнений произвольное постоянное С, имеем: 


& 


2 2 С" 
тет = | Хх. (23) 
2 2 : 


Х ах, произведение силы на пространство, есть элементарная работа; 
ен 


[ Хх есть сумма элементарных работ на пути от 0 до х, Полученное 
0 
уравнение называется уравнением живых сил и дает следующую 
теорему: 

Теорема. Приращение живой силы на данном пути равно 
работе действующей силы на этом пути. 

Для дальнейшей интеграции определяем из уравнения (23) 9: 


ы 
з 2 
И и? | хах. 
0 


Знак при корне берется по смыслу задачи, именно, мы берем (--), 
когда материальная точка движется в положительную сторону оси х, 
и (—) в противном случае. Пусть © имеет положительный знак; 
ах 
1, 


—щ 
ах С 2 у ” 
Ш И === | Хах. 


о 


тогда, заменив о через будем иметь; 


Разделяем переменные: 


[2 


и интегрируем: 
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Положив х==хХу при Ё==0, имеем: 


3 
ах 
= | —=———. 
З 2 
Ге 55 +; Хах 
$ 


Исключая из двух последних равенств С., получаем: 


Е у. +2 | Хах 
$ 


Уравнения (23) и (24) вполне решают вопрос, так как дают связь 
между скоростью, временем и пространством. 
3) Третий случай. Сила — функция скорости. Дано уравнение 


х==/ (9). 


В этом случае можно воспользоваться как первым, так и вторым 
видами дифференциального уравнения. Возьмем уравнение в первом 
виде 


ао 
А == т ЕЯ . 
Разделяем в нем переменные! 
ао 
ЧЁ=т- 
Хх 
и интегрируем: 
к 
а 


Ре С==т У: 


® 
Пусть при #==0 скорость 9 равна 9%; тогда 
С ==0; 


исключая из двух уравнений С, получим: 
== —у (25) 


Если бы из этого уравнения можно было определить 9 как функ- 
нию д т. е. найти 
9—8, 
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ах 
то тогда, заменив © через „„, можно было бы это выражение про- 
интегрировать и найти: 


х-с, = [ +04. 
рн 


Предполагая, что х=х, при {==0, мы имели бы: 
ж-Е С! == 0. 


Вычитая из первого равенства второе, получили бы: 


Х— Хо | $ (104 
] 


ИЛИ , 
х=ж-| [+044 


Эгим уравнением мы выразили бы х через &, и вопрос был бы 
решен вполне, Но в большинстве случаев оказывается, что уравне- 
ние (25) решить относительно © нельзя. В таком случае к инте- 
гралу (25) прибавляют еше интеграл, получаемый след) ющим образом. 
Возьмем дифференциальное уравнение второго вида} 


ао 
Х =то-— Я: 
которое представим в виде 
а 
ах == по, 
и интегрируем: 
< 2 


При == координата х == ху; тогда 


ж-- Са = 0. 
Исключив С., получим: 


ы 
хо [42 
5 


С. 
940 
хи [242 —. (26) 
: ‚ 
19 Зак 2984 Н, Е. Жуковский, 
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Если из уравнений (25) и (26} можно исключить 9, то по исклю- 
чении получится связь между х и {. Но если такого исключения сде- 
лать нельзя, то во всяком случае задача считается решенной, потому 
что, давая последовательные значения 9, мы можем найти из урав- 
нений (25) и (26) соответствующие значения хи 2, Составив таблицы, 
всегда можно для данной величины 9, или х, или # найти соответ- 
ствующие значения остальных двух величин. 

$ 6. Падение тела с весьма большой высоты. Если тело 
падает с очень болыной высоты, то законы Галилея (ускорение 
постоянно) не могут быть приложимы, так 
как приходится принять в соображение зави- 
симость ускорения от расстояния. Рассма- 

д тривая движение тела на весьма большом 
1 расстоянии от Земли, приходится принять 
силу притяженгя Земли переменной, изменяю- 

| щейся по закону Ньютона обратно пропор- 
цеонально квадрату расстояния от центра 

Земли и прямо пропорционально массам Земли 

8 и тела. Рассматреваемый случай имеет месго 
: 


---— 3 


при падении аэролитов. 

Пусть М и т суть массы Земли и при- 
тягиваемого ею тела, х — расстояние в дан- 
ный момент между пнентром Земли и телом 


. (фиг, 233). Сила взаимодействия по закону 
Пт, Ныотона напишется так: 
Е тм 
РТ, 
где А-—некоторый коэффициент пропор- 
циональности, а М — масса Земли. Значение 
коэффецеенга № найдем, положив т== 


й == и х=|: тогда =, слело- 
Фиг. 233. вательно, коэффициент А есть сила, с ко- 
торой взаимно притягиваются два тела, каж- 
дое в единицу массы, на расстоянии одного метра. Обозначив АМ 
через №, имеем: 
их 


р="Е. 


ха 
Если х=А, т. е, если тело находится на поверхности Земли, го 
ть 
Р== ше, поэтому тб = р, и 
, == Юе == 9,812, 


Последнее равенство дает величину 0, а следовательно, и коэффи- 


циент А, потому что 
Ве 


м 
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Коэффициент А был вычислен Кавендишем из его опытов над при- 
тяжением на Земле двух шаров: болышого свинцового и маленького 
медного, 


Найдем скорость, которую имеет падающее тело в точке В. 
Заметив, что сида есть функция расстояния, напишем дифференциаль- 
ное уравнение во втором виде: 


ау 
А = 9. 


Так как сила направлена по оси Ох в сторону, которую мы приняли 
считать отрицательной (положительная ось Ох направлена вертикально 
снизу вверх}, то 


ты. 
Х=—Р=—"у; 


подставив величину Х в дифференциальное уравнение, находим: 
40 _ ть 
ах х8 ? 


или, по сокращении и разделении переменных: 


или 5 

9--С==>. 
Произвольное постоянное определим из рассмотрения начального 
положения тела. Когда оно было в А, то х==а, 9==0; по подста- 
новке этих данных в полученное равенство найдем с=*, следо- 
вательно: 


откуда 
.=-И*(-—1.. (27) 


Перед корнем надо взять знак минус, так как скорость направлена 
в сторону, обратную положительному направлению оси Ох. Уравне- 
ние (27) дает величину скорости падающего тела, когда оно нахо- 
дится на расстоянии х от центра Земли. 

Приложим эту формулу к одному частному вопросу, именно, 
с какой скоростью тело упадет из бесконечности на поверхность 


19* 
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Земли. Так как а==00, х==А, 10 но подстановке этих величин 
в уравнение (27) имеем: 


но и = Юе, поэтому 
9 = у == = И2Юг. 


Подставляя &==9,81 м/сек?, Ю 226000 км, получаем для скоро- 
сти © значение 11179 м/сек; между тем, применяя формулу 
Галилея, т. е, = И2ей, верную для высот й, небольших 
по сравнению с радиусом Земли, получили бы в данном слу- 
чае 9 = со 

Переходим к дальнейшей интеграции для нахождения времени #, 
в которое падающее тело проходит путь а— х, Представим уравне- 
ние (27) в таком виде: 


ах 
Так как 9= д, то 


Развделим переменные: 


== У, и* = — ув. 


Преобразуем это равенство для интеграции; 


Уа—х ‘уж=я’ 


у“ я — =“ пи — 2хах 


Прибавляя и вычитая из числителя второй части по а4х, получим: 


$ 6] ПАДЕНИЕ ТЕЛА С ВЕСЬМА ВОЛЬШОЙ ВЫСОТЫ 298 


В подкоренном количестве внаменателя второго члена второй части 


а8 
прибавляем и вычитаем —: 


1: 
2 1 а—2х)ах 1 аах 
2 = 
а 2 Уха "У= ал 
ч—(*—5) 
1 а (ах —х?) а ах — 
2 УхШ— 2 у 
4 4 
—— ах 
—= 4 ах— 1-4“ ———А, 
у 2 @ __ (2х—а’ 
4 4 


заметив, что 


а а 
получим: 
5 а 4 2х — а 
-—— ЧЕ = = 
и = 4 а Уах х 5 у 
(“=”) 
= Уах— 1-5 4ис со 2 —@, 
Интегрируем: 


и“ = УИах — 2 5 а атс соз 2 —@ “с; 


произвольное постоянное С, определяем по начальным данным при 
х=а, #—0, поэтому 


0 = 0-5 агс соз 1-|-С,, 
т. е. С; ==0, а поэтому 


2% пра 2х—а 
гу == Иах— 9 5 ис сов ——^. (28) 


Уравнения (27} и (28) вполне определяют движение падающего тела. 
Из них как частные случаи можно вывести формулы падения тела, 
употребляемые в физике, где обыкновенно рассматривается падение 
тела с высоты, малой сравнительно с радиусом Земли. 

Пусть, например, тело падает в колодце с поверхности Земли 
(фиг. 234), так что 

а=А, х--Ю—Й, в = А, 

Подставим эти данные в уравнение (28); 


5 > 1 Ю— 28 
Ук! = у(Е— пй-- КЮ атс с0$ (5”"). 
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Равделив все равенства на /Ю, получим: 


УЕ! -- —_ И акс соз (1 -®). 


ши 
УЕ 


Заменим арккосинус через арксинус: 


21 т 2 ; ап 4 
агс с0$ (1 —)=асча У :—( — '_%) —= агс 9 у“. 


Так как А очень велико сравнительно с й. то, пренебрегая малыми 
высших порядков, найдем: 


атссоз (1—1 ) = =агс эй ( т) = 


== атс $11 (2 У т); 


следовательно: 


0 1? 
фиг. 934. В пределе, когда АЮ=05, у] 


в нуль, а отношение дуги к своему синусу 
будет единица; поэтому последнее уравнение можно написать так: 


Уз =Уй-Н Ув =2 У, 


обратится 


откуда 
1 ь 
й = 9 ор. 


Это -— обыкновенная формула Галилея. 

$ 7. Падение тел в сопротивляющейся среде. Закон падения 
тел, давный Галилеем, вполне верен лишь для падения в пустоте; 
тогда скорость, приобретаемая телом, прямо пропорциональна времени: 
у == 81, Если же тело падает в какой-либо среде, папример в воздухе, 
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то наблюдается отступление от этого закона, обусловливаемое 
наличием сопротивления среды падению тела. Живая сила падающего 
тела тратится в этом случае на образование вихревых движений воз- 
духа и, кроме того, на преодолевание молекулярных сил прилипания 
воздуха, к движущемуся телу. Закон сопротивления воздуха, вообще 
говоря, сложный; сопротивление зависит не только 
от скорости движения, но и от формы тела. Если 
скорость мала (меньше 0,1 м‚сек), то с достаточ- 
ной точностью можно принять сопротивление 
пропорциональным первой степени скорости; при 
больших скоростях сопротивление пропорционально 
квадрату скорости, 
Пусть сила сопротивления будет: 


К = №97, 


где коэффициент А зависит от массы тела и от 
его формы и может быть представлен так: 


Х == тв; 
след. .вельно: 
В = те Ео?. 


Положим, что тело начинает падать из началь- 
ного положения О (фиг. 285) и по прошествии 
некоторого времени приходит в положение А. 
Направим ось Ох от О вниз по линии движения, 
В точке #2 на тело действуют две силы: одна 
сила тяжести Р-= тя, направленная в положи- 
тельную сторону оси Ох, а другая — сила сопро- 
тивления А == то 20°, направленная в противо- 


положную сторону. Так как эти силы действуют по одной прямой, 
то их равнодействующая будет: 


Х = те — тё 2? — те(1 — #39"). 
Заметив, что Х есть функция скорости, напишем дифференциаль- 
ное уравнение движения в виде Г: 


Фиг. 235 


ао 
Х=т-,. 


Подставим вместо А его величину: 


ау 

т: ==те(1— 27). 
ЧЕ 

Сократим это равенство на м и разделим переменные для интегриро- 

вания; 


4 
тож 64 
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Чтобы взять интеграл от первой части, разложим ее на простые дроби: 


1 4 1 4 
тж Кяты == 844 


Умножаем это равенство на 2Ё и интегрируем: 
као йа 
| Тю +| 1 она [№ 
или 


— 11 (1—9) ш(1-- #9) = 2% С, 


Произвольное постоянное С определяем по начальным данным. Пусть 
тело надает без начальной скорости, тогда при =0 и 9==0, а сле- 
довательно, и С=0. В таком случае: 


1 (1--А9) — 1 (1 — #9) = 248%, 


Преобразуем это уравнение: 


1-- _—_ . 1-9 око 
Ш = 2486 Зои, 


Определим отсюда 9: 


1-29 =(1 — Ао) ея, 
откуда 
ей" — 1 
® =—= а 2") * (29) 


Уравнение (29) дает величину скорости падения во всякий момент 
времени. 
ах 
Перейдем к дальнейшей интеграции. Заменяя © через р» 
обе части равенства (29) на Ё и деля числитель и знаменатель пра- 
вой части на ей, найдем: 


умножая 


р 4х __ её — е-№® 
ЧЕ ет-ре-й ` 
Разделив переменные и умножив обе части на Ав, интегрируем: 
ей! — е-в 
28 [х= [ эеттегни" №8 Ч 
ИЛИ 
№ вх-|- С, = ш(ее--е- №). 
При #=0 и х=0, откуда С, =112, поэтому 


19 -Ё 
рек = (ем ег) — тоны ИТ 
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откуда 


КЕ = 
ееох ое лы . (30) 


Выражение, стоящее во второй части равенства, есть гиперболиче- 
ский косинус от аргумента р, т. е. 


га —К? 
о ва == СН АЕ 


Поэтому равенство (80) можно написать так: 
е#9® — СН Ёр1. {30”) 


Формулы (29) и (30) вполне решают задачу, т. е. дают положение 
тела и соответствующую скорость для всякого момента времени (. 

Пользуясь уравнением (29), решим следующий вопрос: какова 
будет скорость по прознествии весьма большого времени. Для этого 
представим уравнение (29), разделив числитель и знаменатель иа ей 
в таком виде; 


Заметим, что 2-2 =0 при #==оо, следовательно: 


Не] 1 
ны Ее | = #. 


Таким образом, мы видим, что по прошествии весьма большого вре- 


мени тело будет падать © постоянной скоростью т. е. равно- 


$, 
мерно. 

Если движение происходит на малом расстоянии и сопротивление 
среды небольшое, то легко показать, что движение тела близко 


подходит к равномерно ускоренному. Действительно, мы нашли, что 


Разложим Ей’ и в7№ в ряды по степеням аргумента А2Ё 


ем" —1-—-о!-- м .. . 


За 
он ее и... 


Подставляя эти значения в вышенаписанное равенство и пренебрегая 
малыми выше второго порядка, имеем; 


мех = ш(1-- 8"). 
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Развертывая и логарифм в ряд, найдем: 


я 
ИВ 2 ВИ 
Пренебрегая малыми величинами выше третьего порядка, имеем: 
ох — ее 
огкудз по сокращении на А? получим: 
8, 


т. е. уравнение равномерно переменного движения. 

Закон Мариотта. Имеем несколько легких шаров одинако- 
вото радиуса, но различной плотности. Определим, как будут отно- 
ситься их предельные максимальные скоросги. Пусть эти скорости 
будут 9 и 9,. По доказанному имеем: 


1 1 
9 = 9 = 


ти Ё’ 
откуда 
9 № 
91 —_ Е ° 


Из уравнения \ == той? следует, что 


в-И >, в=И. , 
тЕ т: 


где ти т, — массы шаров. Следовательно: 
1 


Таким образом, легкие тела с одинаковыми размерами падают со 
скоростями, пропорциональными квадратным корням из их масс. 

$ 8. Движение тела, брошенного снизу вверх. Положим, что 
пущено ядро по вертикальной линии снизу вверх с начальной ско- 
росгью &. На это ядро в каком-нибудь положении № (фиг. 236) 
действуют две силы: сила ‚жести Р и сила сопротивления среды А, 
обе направленные вниз: 


Р=- то, Ю = тей. 
Если направим ось Ох вертикально вверх по линии движения, то 
для равнодействующей этих сил имеем выражение: 
Х == — тб — то — — тв (1-Е 9"). 
Нанишем дифференциальное уравнение движения в виде [: 
аи 


Х=т-, 
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Подставим вместо А его величину: 
— тв (1-|- #29?) == т, 
Сокращаем на и: 
—ва--в 4. 
Умножив обе части на & 4 и разделив их на 1-1-#20?, ингегрируем: 


у ао 

— ве | ЧЕ— а, 
или у 
С — Еоф == агс4ю Ао. 


Определяем С по начальным данным; замечая, что 
9 == при Ё:=0, имеем: 


С == асе В; 
поэтому 
ВЕ = сю А — ас 16 КУ. 
Пользуясь тригонометрической формулой 


—/ 
1-Е ху? 
равенство наше можно предславить так: 


и —о 
В2 = агс 15 (ов #) ‚ 
откуда, обращая формулу: 


9 —о 
тю 


Решим это уравнение относительно 9: 


Ви -— Ро — {р Ее Кош 6 КОР 


агс4е х — ис ту —а!с а 


р == Че ВЕ, 


Ки’ — Ш Е 61 1 
Яра АЕ" (31) 


Полученное уравнение дает связь между временем и скоростью. 

Пользуясь этим уравнением, решим вопрос: в какое время подни- 
мается снаряд ва максимальную высогу. Пусть это есть время Т. 
Когда снаряд поднимется на наибольшую высоту, после чего начи- 
нает уже падать, то скорость его в этот момент будет нуль. Под- 
ставив поэтому в уравнение (31) вместо скорости э пуль, а вместо #— 
время Т, найдем: 


0 — де — Ро Т, или К == ЁОТ. 


800 ГЛ. 1. СВОВОДНАЯ МАТЕРИАЛЬНАЯ ТОЧКА 4. ш 


Из получениого уравнения при данных <, А, 2 можно всегда опре- 
делить время Т, в которое снаряд поднимется на максималь- 
ную высоту. 
Переходя к дальнейшей интеграции, заменим в уравнении (31) © 
ах 
через 1: 
ах _ ищет 
а Е ив ВА 
Умножив обе части этого равенства #22 4, получим: 


Яги — КЕ ЕЕ 
2 — 81 ^8 
"ах 1-Е 1х ЕЕ 4. 
О и умножив числитель и знаменатель 
с0$ &2Е 
второй части на созАрЬ находим: 


Заменив \5Ё8{ через 


Зо ©05 КрЕ — КР 5 АЕ 4 


2 — 
р ах = Е зп ВрЁ-- с03 ВЕ 


Интегрируем это уравнение, вамечая, 9то во второй части числи- 
тель есть дифференциал знаменателя: 


рх-|- С; == Ш (Вт Ёрё--созАрд). 
При #==0 имеем х=0и С, =Шш 1==0; поэтому 
Е? ех — ш (А зп А2-|--с0о8 АВ. (32) 


Пользуясь уравнением (32), найдем: какова наибольшая высота, 
на которую поднимется пущенный снизу вверх снаряд. Пусть наи- 
большая высота поднятия х==й, Мы видели, что этому положению 
соответствует время 7, определяемое из уравнения (31). Напишем 
для этого положения уравнение (32): 


Е?рх == ш (Е чп ЕРТ-Е-соз АТ), (32) 
Из уравнения (31) имеем: 


$7 РТ == В, 
поэтому 
Ра 1 


МПТ = аз, с05 РТ == УТ" 


Подставив эти значения синуса и косинуса в уравнение (32’), получим: 


(Е в. 1. р 

пов — и) в УТ 5 (1-97). (33) 
Итак: 

_ ма 2257) 


= (837) 
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Поднявшись на максимальную высоту, снаряд на мгновение оста- 
новится и затем начнет падать. Определим теперь, с какой ско- 
ростью он будет падать вниз на Землю. При падении вниз сопро- 
тивление среды направлено снизу вверх, т. е. в положительную 
сторону оси Ох, сила же тяжести Р== тя будет направлена сверху 
вниз. Поэтому 


== —та-Н тя? = — ти (1 — 2299). 


Написав дифференциальное уравнение движения во втором виде: 


заменим Х его величиной; найдем: 
а 
то == — тя (1 — 22?), 


или, по сокращении на т и разделении переменных: 


а 


Ех — в. 


Умножаем обе части равенства на 249 и интегрируем: 


р. __ 2АЗо 4% 
2Е в [х=— ее, 


или 
238 х —- С) == ш (1 — 493), 


Произвольное постоянное С. определяем по начальным данным для 
этого случая; когда снаряд поднялся на наибольшую высоту, то 
х=й, о=0Ои 

С = 111 — 282 = --2А2 0. 


Подставив значение С, в предыдущее равенство и перенеся его во 
вторую часть, найдем: 


2Е3ах == ЗАВ -- ш (1 — 223). 
Определив из уравнения (33’) величину 2АЗеЁ и подставив в полу- 
ченное уравнение, имеем: 
ЗЕ? рх == 11 (1- 22?) -|-- ш(1 — 2203) = 
— шп [(1-|- 22%?) (1 — 2203). (34) 
Полученное уравнение дает связь между х и 9; пользуясь этим, 
определим, какова будет скорость при х==0, т, е. с какою ско- 


ростью снаряд упадет обратно на Землю, Подставив в уравнение (34) 
вместо х нуль, найдем: 


11 (Е-Н 12?) (1 — 2292)] =0, 
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откуда 
(1-2) п -- 2) ==, 


Решим это уравнение относительно 9: 


1-|- 22? — 2202 — 10 = 1, 
или 
30? — 92 — #20940? — 0, 
и, наконец: 
ы ей 


9 = Ева * 


Полученный результат показывает, что скорость при падении ил 
Землю меныше начальной скорости. Если снаряд был пущен с беско- 
нечно большой скоростью, то в этом случае, при ® == оо, тело упа- 


1 
дет со скоростью 9=-.. 
$ 9. Криволинейное движение свободной материальной точки. 
Для решения вопросов, относящихся к криволинейному движению 
скободной материальной точки, имеем гри совместных дифферен- 
циальных уравнения: 
4х ау 422 
Х= тр, Ут, Р=тор. 
Силы АХ, У, 2 могуг быгь функциями координат, скоросги и вре- 
мени одновременно, и в этом общем случае интегрирование диффе- 
ренциальных уравнений представляет неодолимые трудности. Вопрос 
в окончательном виде может быть решен только в некоторых частных 
случаях. Интеграция производится весьма просто, когда каждое из 
дифференциальных уравнений есть функция в отдельности времени, 
одной координаты или ее производных, именно, когда 


й Х=/0, У=Ф(р, й=4(9, 
2) Х= Л, (>), У = 9! (5), 2 ==41 (2), 


ох-л®) т-ы), 2-ь®) 


$ 10. Движение материальной точки под действием центра, 
притягивающего силой, прямо пропорциональной расстоянию. 
Будет доказано, что траектория материальной точки, движущейся 
под действием центральной силы, есть плоская кривая. Поэтому 
для определения движений такого вида достаточно двух дифферен- 
циальных уравнений. 

Примем плоскость траектории за плоскость координаг Оху 
(фиг. 287) и будем рассматривать движение относительно осей Оху, 
имеющих начало в притягивающем центре О. Пусть в момент 
времени / движущаяся точка находится в М. Притягиваюшая сила 
есть Р== три, где коэффиниент в, зависит от притягивающего центра, 
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Компоненты силы по осям суть 


х^ х 
—— ть соз (Р, х) = —ф пиуг > == — Их, 
5^ у 
У = — тиг со$ (Р, у) = — Пг =; == — Пу. 
Напишем дифференциальные уравнения: 
2х азу 
Х=т ав ‚ У=т Ру . 
Заменим Хи У их значениями и сократим на т: 
@х _ @у _ 
ав ВХ, дв ВУ. 


Так как проекции силы на оси координат Ох и Оу соответсгвеино 
завесят только от х и у, то и проекции скорости также буду! 


Фиг. 237. 


зависеть от соответствующих координат, и следовательно: 
а2х 8 Гах а 40. Чх _ 4% 
я — 48 (©) м 


а = ЧЕ\аЕ ОЕ ах т 
г 

(о) СР о, 
ав г) = аё 9) — ду @ Чу 39 


где 9, и 9, — проекции скорости точки на оси координат, Пользуясь 
этими равенствами, представим уравнения движения так: 


И. 
ах 


Разделив переменные и умножив на 2, интегрируем эти уравнения: 


[2. 40) = —в [2х ах, [2°, @9у == [№ Чу. 


49 
9х, пуб ру. 
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Интеграция первого уравнения даст: 
9 = вл -- С, 


ри 


Для определения произвольного постоянного С обращаемся к началь- 
ным данным. Пусть в начале движения материальная точка находилась 
на оси Ох на расстоянии ОА от притягиваемого центра и ей была 
сообщена скорость , перпендикулярная к оси Ох. Для положения А, 
следовательно, данные таковы; 


{=0, х-=а, у==0, 9,=0, ук, 
для определения С имеем: 
= — р -Н С, или С==рай, 
Подставив эту величину, найдем для ©: 
ор (2 — ^?), или „= Ув (а — 29). 


Обращаясь к чертежу, мы видим, что проекция скорости на ось Ох 
на пути от А до В имеет отрицательный знак; поэтому 


9» == — У» (— 1. 


ах 
Заменяем = р, равделяем переменные и интегрируем: 


—Гуея-Уни, 


ИЛИ 
х _ 
агс с0$-- -- С’ == Ум. 
Лри Ё==0 имеем х==а, а потому С” = атсс0$ 1==0, так что 
УвЕ== агссоз^. (а) 
а 
Переходим к интегрированию второго уравнения. Результат инте- 
грации есть 
== у С.. 
Для начального момента у == 0, ©, == ®, откуда С, == 12; следовательно: 
2 
= У — ву*. 
Так как 0, на пути от А до В имеет положительное направление, то 
„== + у 32 — руй, 
Пусть и? == ф*; тогда, подставив в уравнение, имеем: 


= БИЯ, 
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й 
Заменяем 9, через 2 ‚ разделяем переменные и интегрируем: 


— 9 
Гузня- ИЕ] 
атс т -- С= Ув 


При #-=0 имеем у==0; кроме того, С, также равно нулю, а потому 


ИЛИ 


Ур == ас эт: . (В) 
Обернем уравнения (&) и (В): 
2 = с0$ (Ук д, 2 == т (Уф д. (35) 


Уравнения (35) вполне решают задачу. Исключив из них № найдем 
уравнение траектории: 
аты-! 


Это уравнение выражает эллипс. 

Таким образом, материальная точка под действием центральной 
силы, притягивающей прямо пропорционально расстоянию, описывает 
эллипс. Выходя из А при Ё=0, материальная точка возвратится в А 


еще при Уве= жж, откуда определяем время полного оборота: 
2 


=—. 

Ув 
$ 11. Движение тела, брошенного под углом к горизонту. 
Определим движение тела, брошенного под углом к горизонту, не 
принимая во внимание сопротивление среды. Пусть тело брошено 


2 


2.0) 


у 7 
Фиг. 238. 


из О (фиг. 238) с начальной скоростью ®. Рассмотрим это движение 
относительно осей координат Охуг, из которых ось Ог направлена 


20 Зак, 2984. Н. Е. Жуковский, 
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по вертикальной линии вверх, а ось Ох —так, что начальная ско- 
рость м лежит в плоскости Огх. Движение происходит под дей- 
ствием силы тяжести Р==тя, компоненты которой по осям коор- 
динат суть 

Х=0, У=0 = — шо, 


Напишем дифференциальные уравнения движения: 


ах а2у 422 


Х=т-—- —аа› 7 = тт» Е = тор. 
Заменим в них силы данными значениями и сократим на т: 
4х @у 422 
ай —0, аа, аа=— 8. 


Рассмотрим второе уравнение: 
2 — (2) =о. 
а? ЧА) 
Интегрируем его: 


4 
я С=0, 


а 
< скорости на ось Оу также равна нулю, так 


При 2=0 проекция =; 
как начальная скорость лежит в плоскости Огх, а потому С=0и 


=, т. е. в рассматриваемом движении скорость всегда лежит 
а 

в плоскости Огх. Взяв снова интеграл от и =, имеем: 

У-НС’=0. 


При {==0 ордината у==0, следовательно, С’==0, а потому у=0, 
т, е. координата у всегда равна нулю, движения по оси Оу нет; 
вся траектория лежит в плоскости Одх. 

Интегрируем первое уравнение; получаем: 


ах 
РТ — С:. 


ах 
При Ё==0 имеем -; = 26056, где 6 — угол, делаемый направлением 


[*13 
скорости х с осью Ох. Для С; имеем: С, =с0$6, поэтому всегда 


0 с0$ 8, 


Верем второй интеграл: 
[ах = 1 со$6 [4 


илН 
п и 
х== 5050. [НС,. 
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При #==0 абсцисса х==0, потому С; =0; следовательно; 
Х=с050 . #. 


Интегрируем третье дифференциальное ураннение: 
а: 


а. 


ИЛИ 


При #==0 проекция скорости на ось Ог есть 1: 


Со = #310, и первый интеграл принимает вид: 


—=4 п 0, поэтому 


42 ; 
др == ® 916 — 81. 


Разделив переменные, берем второй интеграл: 


[а шут [в [24 


ИЛИ 
1 
о ; 
= — 5 ЕР--о 0. НС, 
При {= 0 имеем 2 =0, и потому С ==0; следовательно: 
1 
= —-- 2 10.4. 
2 5-ю тб. 1 
Итак, движение по осям координат выражается уравнениями: 
Х == с0$0-& 


У=5, (86) 
2310. 1 50. 


Для нахождения траектории исключим из этих уравнений время /. 
Из первого уравнения имеем: 


х 
= 7 с0з 0 ? 
подставив эту величину В третье уравнение, получим: 
0 5116 м ___ 2х? 
7 № с080” 9 47 соз26 2188 — 5 с057 0* 
Траектория, выражаемая уравнением 
— 5% 
2180 — бас, (87) 


20* 
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есть парабола. В самом деле, для параболы нужно, чтобы 


В —4АС-—0. 
В нашем уравнении 


— — — & 

В==0, С=0, А= ис, 

и требуемое условие выполняется. Кроме того, из уравнения (37) 
видно, что ось параболы параллельна оси О2. Пусть координаты 
точки С, которая есть вершина параболы, суть @ и 2. Проведем 
через точку С новые оси координат: ось Сг’, параллельную Ог, но 
направленную вниз, и ось Сх” — параллельную старой оси Ох. Пре- 
образуем найденное уравнение параболы к этим осям, для чего вместо 
старых координат надо подставить: 


х=я’-а, г=р—#); 
находим: 
# 
р— г’ = (х--а) 42 8 — ривеав (а, 


или 
, — __ а? 2а 7 — 8 79 
= — 6-98 8 — яз (& 0 — оо :)х ая со 6" 


Так как парабола отнесена к главной оси и к касательной к вершине, 
то уравнение ее не должно содержать ни постоянного члена, ни 
первой степени координаты, входящей во второй степени. Поэтому 
необходимо, чтобы 


5 __ 
6-8 — аа ==0, 


р (а) 


120 — —= 0, 


№? с0326 
Уравнение параболы будет: 
2 026 . г’. 
# 
Параметр этой параболы есть 


2%? 
Эр—=-—-с0326. 
р г. с03 


Найдем координаты @ и 8 точки С, вершины параболы, для чего 
воспользуемся двумя условными уравнениями (4%), решив их отно- 
сительно @ и д: 


а = 28. а с 9 п 6 0305. 20, 


9 2 9. 
— — 20 — „51120 = — $1126, 
Ь . 51126 58 91126 29 6 


ыы 
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Таким образом мы видим, что тело, брошенное под углом 8 к гори- 
зонту с начальной скоростью , описывает параболу, вполне опре- 
деленную по данным @ и 9. 

Пользуясь последними уравнениями, можно решить следующие 
вопросы: под каким углом при постоянном & нужно бросить снаряд, 
1) чтобы он поднялся на наибольшую высоту и 2) чтобы он упал 
как можно дальше от места бросания. 

Чтобы снаряд поднялся на наибольшую высоту, необходимо, 


. п 
чтобы 6 было максимум. Это будет, когда тб = 1, т. е. при 9 ==. 
При этом условии высота 


Следовательно, чтобы при данной начальной скорости снаряд под- 
нялся на наибольшую высоту, он должен быть брошен под прямым 
углом к горизонту, т. е. вертикально. 

Для решения второго вопроса нужно найти условие, при котором 
ОА = 24а есть максимум. Так как 


ОА-=9а == т 28, 


то ОД будет максимум при 9120 =1, т. е. при В === 45°. При 


2 
этом условии Ох = ту. Итак, чтобы снаряд упал как можно 


дальше от места бросания, его надо бросить под углом 45° к горизонту. 
$ 12. Отыскание огибающей всех параболических траекторий 


х 
при постоянном &. При изменении угла 6 от 0 до ‘о мы получим 


различные параболы, па- у 
раметры которых зависят 

от угла 6 (фиг. 239). Что- 
бы найти всеполе, подвер- 
женное действию снаряда, 
начальная скорость кото- 
рого 1, нужно найти оги- 
бающую всех параболи- 
ческих траекторий. Для 
этого поступаем так. Возь- 
мем уравнение параболы 
в виде; 


— 5х? . 239. 
2—8 8 — дату. Фиг. 239 


Переменный параметр пусть будет 420, тогда 16 == р, и = 1-1 р?. 


При замене 0 и их выражениями уравнение парабол 


с052 9 
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принимает ВИД: 
2х? С 
хр— я 1--Р )—г-=0. 


Дифференцируем это уравнение по параметру р: 


&х 
Х— чт Р==0, 
и определяем из этого уравнения р: 
402 
==. 


Вносим это значение р в уравнение параболы: 
ка во 2х Ш 


ИЛИ 
— 5 
2 — бр 9ил' 


Полученное уравнение есть уравнение искомой огибающей, которая 
есть кривая второго порядка, притом парабола, потому что удовле- 
творяется условие В*—4АС=0. Ось этой параболы есть ось Ог, 
координаты вершины х-==0, 2=5с. 

Все рассуждение велось для плоскости, и если бы мы захотели 
узнать район обстреливания по всевозможным направлениям, то 
стоило бы только плоскость Огх врашать вокруг оси Ог, и таким 
образом нашли бы, что район обстреливания будет пространство, 

ограниченное параболондом вра- 

тт щения с вершиной, находящейся 

относительно О на расстоянии ОМ, 

и кругом радиуса А = а, в се- 
чении плоскостью Оху. 

Из фигуры 240 видно, что 
расстояние А будет увеличиваться, 
если мы будем рассматривать на 
параболе точки, лежащие ниже 
оси Ох, иначе говоря, если бу- 

Фиг. 240. дем подымать орудие, бросающее 

тело, над плоскостыо Оху, и 

при бесконечно большой высоте и А будет бесконечно велико. 
Все это относится к телу, брошенному в пустоте. 

Заметим, что точки, лежащие вне района обстреливания, назы- 
ваются безопасными; и очевидно, если такая точка М будет безопасна 
при рассмотрении движения в пустоте, то она не попадет в район 
обстреливания и при движении в сопротивляющейся среде. Траектория 
для этого случая представлена на фигуре 241 и есть кривая, асимп- 
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тотически приближающаяся к прямой АВ; радиус Ю стремится к пре- 
делу Ю’. Здесь является вопрос: выгодно ли увеличивать высоту 
установки орудий над горизонтом? 

Рассуждая и для этого случая теоретически, нужно ответить, что 
выгодно, ибо только при бесконечно высоком положении орудий 
над горизонтом А достигнет предела А”; но, рассуждая практически, 
нужно сказать, что это поднятие не приносит после известного 
подъема существенной пользы, 
ибо увеличивает А на очень 
малую величину при большом 
поднятии орудия, а потому уве- 


Фиг, 241. Фиг. 242. 


личивает эгу величину только до определенного предела, требуемого 
известными целями. В военном деле этот вопрос играет большую 
роль, а потому в отделе военных наук, артиллерии, он равбирается 
всесторонне. 

Между прочим, существует очень оригинальный снаряд, назы- 
ваемый Шапелевским, который имеет форму диска, и траектория 
движения имеет ось, как бы наклоненную к горизонту (фиг. 242). 
Анализ этой кривой очень прост, ибо сопротивление воздуха всегда 
направлено перпендикулярно к плоскости снаряда и поэтому сохра- 
няет постоянное направление. 


ГЛАВА П. 


ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ МЕХАНИКИ 
ДЛЯ СВОБОДНОЙ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ. 


$ 1. Введение. Выше ($ 9) мы уже говорили, что если силы Х, 
У, 2, входящие в дифференциальные уравнения движения, суть 
функции одновременно координат, скорости и времени, то интегри- 
рование уравнений представляет неодолимые трудности. В этом 
случае вопрос решается при помощи нескольких основных теорем, 
если приложенные к материальной точке силы удовлетворяют усло- 
виям этих теорем. Изложением этих теорем мы и займемся, 
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$ 2. Теорема живых сил. Напишем дифференциальные уравнения 
движения свободной материальной точки: 
2х а2у 422 
Х=т-я , Ут а бт. 
Помножим их соответственно на 4х, 4у, 42, представляющие дей- 
ствительные перемещения материальной точки в промежуток времени 4, 
и сложим: 


хах-- Уд раг = тео а, (2) 


Преобразуем первую часть атого уравнения так: назовем через Р 
(фиг. 2458) движущую силу, через 45 — элемент пути, пройденный 
за время 4 через @ — угол между направлением силы Р и элементом 
пути. Легко усмотреть, что вы- 
2 ражение 

х 4х У ау 7 42 

РТР Гра, 
как сумма произведений коси- 
а нусов углов, образуемых на- 
р правлениями силы Р и элемента 
пути 45 с осями координат, рав- 
но косинусу угла между эти- 
р, ; МИ направлениями, т. е. с0$ $. 

Напишем тождество 


$ Хах-|- Уду-- 2 4г = 
Хх ах Уду ‚, 242 
Фиг. 243, — Ра (реа), 


которое на основании только что сказанного представится так: 
Хах-- Уду-- 242 ==Р45с0$0. (5) 


Произведение Р. 05 + с0$ 6 — элемента пути на проекцию силы на его 
направление — называется элементарной работой, которая может быть 
положительной и отрицательной, смотря по знаку соз6, т. е. смотря 


по тому, будет ли угол 6 = (2.4) острый или тупой. 
Преобразуем теперь вторую часть уравнения (а). Из кинематики 


известно: 
дх`\2 Чу \3 42\2 _ ах-- ду? -|- 422 
2—. (2% АЯ Ех Те 
ы = (4%) +(%#) +(%) ай : 


Дифференцируя это равенство, находим: 


2ах 2х |- 2ау у -- 242 422 


2} — 
9 (0) = а 
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По умножении на т имеем: 


то? ах а2х -- ау ау -|- аз ах 
("т") п ева зева, © 


Подставив в уравнение (а) вместо первой и второй частей их значе- 
ния из уравнений (5) и (с), получим: 


р45 оз = (7). (38) 


Это равенство дает теорему живых сил в дифференциальной форме 
и выражается так. При всяком криволинейном движении элемен- 
тарная работа действующей силы равна дифференциалу живой 
силы. 

Если траектория движения и действующая сила даны, то мы 
знаем Ри 0, как функции пространства, и можем произвести инте- 
грацию уравнения (38), что дает: 


8 
се [| Рсоз0 45 
8 


Произвольное лостоянное определяем по начальным данным. Пусть 

при 5$ == 59 скорость о = 5, зогда уравнение принимает вид: 

р 8 

то 

5 ---С== | Рсоз0а$. 
0 


Вычтя одно уравнение из другого, получим: 


той пи ` 
п | Рсоз0 4, (39) 
8 


$ 


Полученное равенство представляет собою теорему живых сцл: 

Теорема. Приращение живой силы на данном пути равно 
работе действующей силы на этом пути. 

Если сила зависит от времени или скорости, то, вообще говоря, 
нельзя совершать интеграции, не зная траектории. Но если сила 
является функцией координат и зависит только от положения точки 
в пространстве, то выражение теоремы живых Сил в некоторых слу- 
чаях значительно упрощается, когда сила, действующая на точку, 
обладает свойством консервативности. Рассмотрим, в чем состоит 
это свойство и как выражается при наличии его теорема живых сил. 

$ 3. Консервативность сил природы. Все силы природы, могущие 
быть представленными как функции координат, обладают свойством 
консервативности, состоящим в следующем. Работа, совершаемая силами 
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поля при переносе материальной точки из одной точки поля в другую, 
не зависит от пути, по которому совершается перенос, а зависит 
только от положения начальной и конечной точек переноса. 

Математически этот закон выражают тем, что силы природы, завися- 
щие от координат, имеют силовую функцию. Условие существования 
силовой функции заключается в том, что выражение 


Хах -- Уау-- Ёаг 


есть полный дифференциал от некоторой функции координат М, так 
что 


90 ди 90 


откуда следует, что 


х—90 у—9 17—90 


дх ? ду ' 
Таким образом, силовая функция есть такая функция координат, 
частные производные которой по координатам равны проекциям 
действующей силы на соответствующие оси координат. 

Покажем, что не для всяких произвольно выбранных сил суще- 


ствует силовая функция. Продифференцируем уравнение = по =, 
а уравнение 2=500 по у; получим: 


ду _ 20 02 _ 9 


— = —— И = — 

92 ду д ду д2 ду ’ 
откуда, на основании свойств частных производных, дополняя для 
остальных координат, имеем: 


87—08 92 0х дХ_ 0 
02 ду’ 0х 08’ ду дх’ 
Таким образом, для существования силовой функции необходимо, 
чтобы между компонентами данной силы по осям координат удовле- 
творялись выведенные соотношения, 
Допустим, что силовая функция существует. Подставим в уравне- 
ние (39) вместо элементарной работы Р45с0$6 величину @И: 


8 
З З 
то то 
тв 
2 
Во 


2 


ной т 


2 2 


где О есть значение силовой функции в начале движения. Урав- 
нение (40), называется интегралом живой силы и показывает, , что 


= и — 0, (40) 
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приращение живой силы на каком-нибудь пути равно приращению сило- 
вой функции на этом же пути. 

Если положим, что 0 = Р(х, у, 2) и координаты начала движения 
СУТЬ Хо» Уз» 20, ТО 


то? то 


о — = Е (м, у, 2) — Е(ж» У 20). 


Отсюда ясно, что приращение живой силы не зависит от вида пути, 
а только от начала и конца траектории, 
В математической физике равенство (40) пишется обыкновенно 
в другой форме, именно: 
т то 


И 0% (40/) 


то в в “ 
Живую силу —5- принято называть кинетической энергией или явной 


энергией, а (—() — потенциальной энергией или скрытой энергией. 
Это (— И) представляет запас энергии, который может проявиться 
в явной форме движения, Соотношение (40^) выражает закон сохра- 
нения энереци, гласящий, что сумма кинетической и потенциальной 
энергии во всякий момент движения, производимого действием сил 
консервативного поля, во всех точках пути одна и та же. 

Рассмотрим некоторые силы природы, зависящие от координат, 
и покажем, что они имеют силовую функцию. 

1) Сила, постоянная по величине и направлению. Таким свой- 
ством обладает сила тяжести, Направим ось Ох по силе в сторону, 
противоположную направлению силы. Компоненты ее суть 


Х=0, У=0, = — тв. 


В этом случае выведенные выше условия для существования силовой 
функции удовлетворяются: 


Хах--У4у--24г = —тв 42 == 40. 
Интегрируем 
И=— тег С. (41) 


Это есть силовая функция для постоянной силы — силы тяжести. 

2) Сила ньютонова притяжения к некоторому центру. Поме- 
стим начало прямоугольной системы координат в притягиваемом центре. 
Тогда для компонентов силы по осям будем иметь: 


итх рту _ виа 
Х=Ытв, Утв, =. 


Покажем, что силовая функция существует. Для этого составим услов- 
ные уравнения: 
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так как 7? = ^8-|-у?-|-г?, то 


ду 9 (2 2 2 - 
д == —вту „о -ну-г“) ? == 
5 
3 -= _ ЭЗату2 
рву. ай) т =, © 
8 
92 д —= __ Эта 
ду те у; т А, (е) 
Из уравнений (4) и (е) видим, что ох . Точно так же найдем 


остальные два условных уравнения; следовательно, силовая функция 
существует. Найдем ее значение, для чего воспользуемся уравнением: 


хах | уду-- 242 
а0 = Хах--- Уау-- 2 аг = —т——— 
Числитель дроби, находящейся во второй части равенства, есть га/. 


В самом деле, дифференцируем равенство 2? == х2-[-у?-|--2?; 
гаг == хах--уду--24г; 


поэтому 
Я0 = — вт Гари. 
Интегрируем полученное равенство: 
— № 
И=-. С. (42) 


Это и есть силовая функция ньютонова притяжения. 

Скажем теперь несколько слов о свойствах силовой функции. Из 

анализа мы знаем, что такое производная функции по некоторой 

кривой линии. Это есть предел 

2 в отношения приращения функции 

на каком-нибудь элементе этой 

кривой к самому элементу. До- 
кажем теорему: 

Теорема. /7роекция дейст- 
вующей силы на какое-нибудь 
направление равна производной 
силовой функции, взятой по 
этому направлению. Пусть по 
прямой АВ (фиг. 244) движется 
у материальная точка под действием 

Фиг 244. силы Р, которая образует угол 0 

с направлением пути, считаемого 

от точки С, как от начала счета. Если мы проектируем силу Р на 
АВ, то будем иметь: 


. Х ах Уу, 242 
Роя со = (ри тра), 
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или 
ну +242 
Но если существует силовая функция, то мы имеем: 
90 С ди 
Х=зх, У= ду, == 5. 


Подставив эти значения в выражение Р», получим: 


__ 90 ах ‚ 90 4у , 90а 
0х а № бу 892 45° 
Правая часть уравнения есть полная производная от (7 по $, если 


считать О за функцию координат х, у, 2, которые, в свою очередь, 
зависят от $. Таким образом имеем: 


Р=З;, (43) 


что и требовалось доказать. 

Эта теорема справедлива и относительно кривой линии. В нослед- 
нем случае направлением элемента кривой будет направление каса- 
тельной; на нее и берется проекция силы. 

Приравняв силовую функцию какой-нибудь постоянной величине, 
получим уравнение: 


И = сопз+. 


Это уравнение представляет собой некоторую поверхность, которая 
называется поверхностью уровня. Таким образом, поверхность уровня 
есть такая поверхность, уравнение которой мы получим, приравняв 
силовую функцию постоянной ве- 
личине. Изменяя значение (1, мы 7 и 
получим семейство поверхностей Й 
уровня. 

Теорема. Действующая си- 
ла направлена по нормали к по- 
верхности уровня. Пусть имеем РР 
ряд поверхностей уровня. Возьмем 
какую-нибудь точку т (фиг. 245) 
и проведем в ней касательную Г 
к поверхности уровня. Тогда в 0 
силу предыдущей теоремы будем 
иметь: у 


5 = в. Фиг. 945, 


90 
Но 3. ==0, так как И == сопз!. при переходе по поверхности уровня, 


Поэтому Р, ==0, Отсюда мы заключаем, что проекция силы на любую 


818 гл. и. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ МЕХАНИКИ ДЛЯ СВОВОДНОЙ ТОЧКИ [Ч. 11 


касательную к поверхности есть нуль, т, е. сила перпендикулярна 
к поверхности и направлена по нормали к поверхности уровня. 

Найдем, в какую сторону нормали направлена действующая сила Р. 
На основании предыдущей теоремы имеем: 


90 х 
3. ==Рсоз{Р, п), 


где п-—-вектор, имеющий направление 1. Возьмем направление 
нормали в ту сторону, куда направлена сила; тогда 


с0$ (б/и) == 6080 =1 


Ри. (9 


д 
Так как Р — существенно положительная величина, то и ыы положи- 
! 


тельна, поэтому Р направлена в ту сторону по нормали, в которую 
силовая функция возрастает. Из уравнения (Г) также вытекает, что 
действующие силы находятся в обратном отношении к расстояниям 
между двумя поверхностями уровня (если построим ряд поверхностей 
уровня, давая приращению @( при переходе от одной поверхности 
к другой одно и то же значение). Если бы мы предположили, что 
поверхности уровия соприкасаются, то при 4 ==0 и @И =сопз, 
имели бы Р-==с0. Поэтому мы можем сказать, что если сила в данном 
поле имеет конечную величину, то поверхности уровня не могут ни 
соприкасаться, ни пересекаться. 

Укажем поверхности уровня некоторых сил. Мы имели, что сило- 
вая функция силы тяжести есть 


И = тег-- С. 
Если приравняем её постоянной величине, то получим 
2 — С0134., 


т. е. для силы тяжести поверхность уровня есть горизонтальная пло- 
скость. Если возьмем силовую функцию силы ньютонова притяжения: 


И == рт ТЕ С, 
то уравнение поверхности уровня будет; 


1 0151 
р == . 


Это есть уравнение концентрических сфер, имеющих центр в при- 
тягивающей точке. 

Мы уже заметили, что при существовании силовой функции при- 
ращение живой силы не зависит от вида пути, а только от его конца 
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и начала. Объясним это, пользуясь поверхностью уровня. Положим, 
что силовая функция имеет значение М на поверхности АВ (фиг. 246) 
и значение ЦИ на поверхности СД. Покажем, что, каким бы путем 
ни шла материальная точка, переходя с поверхности уровня АВ на 
поверхность СО, путем ЕС или ЕН, или ЕК, во всех случаях при- 
ращение живой силы будет одно и то же, т.е. точка, выйля с поверх- 
ности АВ со скоростью зу, вступит на поверхность СО с одной и 
той же скоростью 9 в точках Ц, Ни К, 
Напишем интеграл живой силы для путей ЕС и БН; 


то’ то 

—_ 5 = -% 
и 

ту? т 0—п 

ии 


где хи 9’ — скорости точки в положении @ и Н. Из этих равенств 
следует, что © (98—07) =0 =’. Е 
дует, что > ( 9’) =0, откуда о==9’. Если же материальная 


точка, выйдя из Е на поверхности уровня АВ, опишет траекто- 
рию ЕТЁМЕ, то в этом случае 
приращение живой силы есть 
нуль, и точка получит прежнюю 
скорость. Действительно, в этом 
случае интеграл живой силы дает: 


откуда 9=5.. 
Отсюда вытекает доказатель- 
ство невозможности устроить «рег- 
решит тоЪЙе» в поле консерва- 
тивных сил. Действительно, на 
практике мы можем иметь дело 
с полем сил лищь на ограниченном Фиг. 246. 
пространстве; пусть эта граница 
доступной нам части поля представлена на фигуре 247 контуром АВС, 
Поверхности уровня этого поля пусть будут О» И., Оз ит. д. 
Представим себе материальную точку М, движушуюся как-нибудь 
в этом поле. В силу того, что поле ограничено, при предположении 
вечного движения необходимо допустить, что точка пересечет одну 
и ту же поверхность уровня неоднократно, а в таком случае при- 
ращение живой силы будет равно нулю за промежуток времени 
между двумя вступлениями точки на одну и ту же поверхность 
уровня, и накопления энергии не будет получаться, 
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Для системы точек, а следовательно, и для всякой машины, это 
положение также справедливо, а потому нельзя устроить машины 
вечного движения. Этого не допускает свойство консервативности сил 
природы. 

Из интеграла живых сил заключаем, что работа, затраченная при 
переносе по замкнутой траектории, равна нулю, так как начальная 
и конечная точки траектории совпадают и значение силовой функции 
в конце и начале одно и то же. Но есть случай, когда это положение 
оказывается неверным. Это — случай, когда поле сил имеет замкнутые 
силовые линии, охватывающие некоторые кольца, поверхности которых 


щи, и Ц, 


Фиг, 241, Фиг. 248, 


служат границами поля. Такое поле получается, например, когда 
имеем замкнугый проводник электрического тока. 

Положим, что ток идет по круглому проводнику АД (фиг. 248); 
тогда силовые линии электрического поля будут некоторыми замкну- 
тыми кривыми РР, лежащими в плоскостях, перпендикулярных к пло- 
скости проводника. Силовые линии охватывают проводник и заполняют 
собой все пространство вокруг него. Таким образом, поверхность 
проводника служит границей поля. Во всех точках замкнутой силовой 
линии ЕР действуют силы, направленные в одну сторону по силовой 
линии. 

Если мы представим себе материальную точку, на которую дей- 
ствуют силы нашего поля, и поместим эту точку на замкнутую силовую 
линию, хотя бы в К, то под влиянием сил поля точка будет двигаться 
по линии РР и, вернувшись опять в К, будет уже иметь некоторую 


т? 
определенную живую силу ——. Затем точка опять опишет эту замкну- 


тоз 
2 
и т. д. Таким образом, оставляя точку двигаться, мы получим беско- 
нечное движение и бесконечное приращение живой силы точки. 

Мы получили «регрешишт шоБЙе», но такое «регречит шоБПе» 
не противоречит принципу сохранения энергии, так как мы не создаем 


тую траекторию и получит еще такое же приращение живой силы 
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энергии из ничего. Нам необходимо для получения указанного поля 
иметь создающий его электрический ток, и мы, в сущности, преобра- 
зовываем электрическую энергию в энергию движения нашей точки. 

Рассматриваемый случай представляет случай многозначной силовой 
функции, который подлежит особому рассмотрению. Если исключить 
из рассмотрения замкнутые траектории, проходящие сквозь контур 
кольца, проведя через этот контур поверхность, которую нельзя 
пересекать, то оставшееся поле будет консервативно. 

$ 4. Теорема площадей. Теорема площадей имеет место тогда, 
когда направление силы, действующей на материальную точку, пере- 
секает постоянно некоторую ось. Положим, что направление силы 
пересекает постоянно ось О2 (фиг. 249). Назовем эту силу через Р, 
а угол, образуемый ею с осью 
Ог, через 1. Проекция силы 
на плоскость Оху есть 


9 =Р Шт. 


Она постоянно будет проходить 
через начало координат. Соста- 
вляющие силы по осям коор- 
динаг суть 


Г. 


Х=— Ри, й 

А 
У-= — Рау, и = 
== —Рс0$1, Фиг. 249, 


где г== От есть проекция радиуса-вектора ОМ на плоскость Оху, 
Напишем дифференциальные уравнения движения 


4х _ „ 4 _ „ 922 
Х=тт, 7-ти, Р=Тая. 
Заменим Х и У их значениями: 
хо 4х у 42у 
—Рявт—ф=т дж, — Раш = Ту. 


Умножим первое равенство на у, второе — на х и вычтем первое из 
второго: 
ау ах , 
т (хи — ив.) = 0; 
так как т не равно нулю, то на т можно сократить: 


4?у 4х 
я-а Уча —°. @) 
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Заметим, что если бы мы взяли производную по времени от выраже- 


НИЯ р 
г ах 
я —У а » 


то нашли бы 


4 („ау ах 4х ау ух 4у ах Фу _, @х 
27 —У и) -=х т = Е Эа Ш ав ат. 


Поэтому уравнение (&) можно написать так; 


а щ) =. 


Интегрируя это уравнение, находим: 


ау ах 


“Шо 


= С. (44) 


Получениый интеграл называется интегралом площадей. 

Выясним геометрический смысл этого интеграла. Преобразуем для 
втого прямоугольные оси координат Оху2 в полярные, поместив полюс 
в начале координат. Пусть материальная точка из М перешла в М”, 
а ев проекция из т в и’. Навовем угол между радиусом-вектором 
проекции точки и осью Ох через ф, тогда 


= хе -|- у, ф= атс 5 . 


Если продифференцируем по времени выражение ф, то найдем: 
х 0 ах у. ах 


44 _ =: (1+) 9 (4 ах 
= д? го д -- уз т 1 —4%). 


Приведя к одному знаменателю, имеем: 


Заменив вторую часть этого уравнения ее значением из уравнения (44), 
находим: 
4? 
т — 
г а = С. (45) 


Обращаясь к чертежу, замечаем, что 24 есть удвоенная элемен- 
тарная плошадь Опр’, описываемая проекцией радиуса-вектора в бес- 
конечно малый промежуток времени. Называя элементарную площадь 
через 43, имеем: 

Гр == площ. (Отл/) == 248, 
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и уравнение (45) орипимает вид: 


[ис 1 
, ео с. (46) 
{2 
Выражение —;, как известно, есть секториальная скорость точки т, 
Итак, уравнение (46), дающее теорему площадей, может быть форму- 
лировано так: 

Теорема. Если направление силы постоянно пересекает неко- 
торую ось, то проекция материальной точки на перпендикулярную 
плоскость движется так, что секторцальная скорость ее относи- 
тельню точки пересечения плоскости п оси есть величина постоян- 
ная. 

Интегрируя уравнение (46) по разделении переменных, находим: 


1 
6 — э СЕ С.. 
При #=0 находим: а ==0, а потому и С; ==0, следовательно: 
1 
“= 01 (47) 


Это уравнение показывает, что если направление силы постоянно 
пересекает некоторую ось, 
то площади, описываемые 2 
проекцией радиуса-вектора 
на плоскости, перпендику- 
лярной к этой оси, про- 
порциональны временам. 
Перейдем теперь к част- 
ному случаю, когда напра- 
вление силы, действующей 
на материальную точку, про- 
ходит через одну и ту же 
точку пространства. Такая 
сила называется дентраль- 
ной силой, а точка, через 
которую она постоянно про- 
ходит, называется дентром 
силы. Пусть действующая на материальную точку М (фиг. 250) сила 
есть Р, а радиус-вектор ОМ ==А; тогда компоненты по осям коор- 
динат суть 


Фиг. 250, 


х __ У га 
= к , У=—Р\ ‚ б=—рР р. 
Из этих равенств следует: 
х у _2 


Это есть признак центральной силы. 


21» 
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Так как центральная сила проходит через начало координат, то 
она пер`секает каждую ось, и следовательно, имеют место следую- 
щие три интеграла площадей: 


42 Г; 
У = А, 


ах 42 __ 49 
ау ах 


^иуше о 


где А, В, С суть произвольные постоянные. Мы видим, что в рассма- 
триваемом случае теорема площадей имеет место для каждой плоско- 
сти коордииат. 

Рассмотрим, к каким геометрическим последствиям приводит одно- 
временное существование этих трех интегралов. Умножив три урав- 
нения (49) соответственно на х, у, 2 и сложив, имеем: 


Ах -- Ву-- С2 == 0. 


Это уравнение, которому должны удовлетворять координаты движу- 
щейся точки, представляет некоторую плоскость, проходящую через 
начало координат. Отсюда заключаем, что траектория есть плоская 
кривая, и плоскость ее проходит через центр силы, 

Если для простоты примем плоскость траектории ва плоскость Оху, 


То 2 == 0, г —=0, а потому А == ВР ==0, и остается только последний 
интеграл: 


который в полярных координатах может быть представлен уравне- 
нием 


т <. == С, 
причем г есть радиус-вектор самой материальной точки. 

На основании сказанного можно дать следующую теорему: 

Теорема. Если действующая на материальную точку сила 
есть сила центральная, то материальная точка движется по 
плоской траектории, плоскость которой проходит через центр 
силы, ц движется, так, что радиус-вектор описывает относц- 
тельно центра силы площади, пропорциональные временам. 

Обратная теорема площадей. Если материальная точка 
движется по плоской траектории так, что радиус-вектор ее 
описываст около некоторой точки, лежащей в этой плоскости, 
площади, пропорциональные временам, то движение происходит 
под действием центральной силы, имеющей центр в упомянутой 
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точке. Отнесем траекторию движения к прямоугольным осям коор- 
динат Охуг2 с началом в точке О (фиг. 251), относительно которой 
описываются площади, пропорциональные временам. Назовем через ©, 
В, 1 углы, образуемые нормалью ОМ к плоскости траектории с осями 
координат. Пусть 43 есть элемент площади, описываемой радиусом- 
вектором, 45, 4,, 4‹,— проекции этого элемента на плоскости 
координат. Налишем равен- 2 
ства: 

40, == 4300$%, 


43, == 43603 В, 
40, = 49605 4. 


Разделим обе части каждого 
равенства на 4 


4 
тар ще 503% 
4 @ 
и —=— $ 
де тар СОЗ В, 
4, 4 
де = ‘ар 6081. Фиг. 251, 


[- 
По условию теоремы ит есть величина постоянная; помножив ее на 


постоянную величину — косинус определенного угла, получим снова 
величину Постоянную, поэтому можно написать: 


#4 _А 4%, _В @, _С 
а Ш 9" 


Но 2 а = 7? 4. ‚ поэтому секториальная скорость п =А. Пере- 


ходя от полярных координат к прямоугольным декартовым, найдем; 


Аналогичные формулы имеем и для других плоскостей и таким обра- 
зом получаем: 


42 4 4х „42 9 4х _ 
УЕ" А, В, Яру == С. 


Продифференцировав полученные уравнения, будем иметь равенства: 


42 Чу ах в _ Фу Фх 
7—2 =о ба Ха, Холл, 
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которые приводят к соотношениям: 


@х 43у 422 
ав _ ав _ ав 


п пб 42 
ав пав _ пав 
х ГИ" ЗЫ 


Числители этих дробей суть вторые части дифференциальных урав- 
нений движения материальной точки; поэтому заменяем их через обо- 
значения компонентов силы А, У, 7: 


Полученное соотношение, как было выведено выше, есть признак 
существования центральной силы. Сида, действующая на точку, есть 
центральная с центром в точке О. 

Примечание. Мы сказали, что когда сила постоянно пере- 
секает одну и ту же ось, то существует один интеграл площадей. 
Если сила пересекает ось Оз, то 


Х=Рэшу. ^, У=Рэщт. >, 
х7 — УХ = 0, 


и мы имеем интеграл площадей для плоскости Оху. Можно показать, 
что один интеграл, аналогичный интегралу площадей, существует и 
в более общем случае, именно, когда выражение хУ — ух есть не- 


1 
которая функция от >, умноженная на „а. Действительно, пусть: 


Написав дифференциальные уравнения движения 
3х у 


аа’ У=тТар 


в умножив первое на у, второе на х, вычтем из второго первое: 


Х==т 


ау а8х\ __ 
т (ха учи) = ху— уд. 


Подставим вместо второй части ее обозначение, а первую часть за- 
меним дифференциальной формой, как мы имели выше: 


а [ау ах) _ 11 (>) 
пищ) в х/` (а) 
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Положим, что = , и продифферениируем это равенство: 
9 
"Е > а 40 
ха * = ДЕ* (5) 


Перемножим равенства (а) м (5), помножив результат на х?, заме- 


ним +(>.) через ф (0); получим: 
ее) аа че 


Всматриваясь в это равенство, мы видим, что левую часть его можно 
представить в дифференциальной форме, именно так: 


та (2 — 7%) |= 


Умножив обе части на @ интегрируем: 


пи = [ФлЧи-+- С, 


откуда :. 
т [п [чаи 


Таким образом, мы видим, что секториальная скорость есть фуикция 
от Е, где 


== 


так что, зная угол ф наклонения проекции радиуса-вектора к оси Ох, 
мы можем узнать секториальную скорость для всякой точки. 

$ 5. Движение под действием центральных сил. Формулы 
Бине. Формулы Бине служат для исследования задачи о движении 
материзльной точки под действием центральной силы. Задача эта 
имеет важное применение в астрономии. 

Ввиду того, что размеры небесных тел несравненно меньше раз- 
деляющих их расстояний, можно вместо тел рассматривать мате- 
риальные точки, сосредоточивая массы тел в их центрах тяжести, 
а в таком случае силы тяготения являются центральными. Если между 
небесными телами, связанными силами тяготения в отдельную систему, 
имеется одно или несколько тел, значительно превосходящих массой 
остальные, то движения тел системы можно считать совершающимися 
под действием центральных сил, центрами которых являются эти 
массивные тела. Формулы Бине дают решение задачи о движении 
небесных тел под действием одной центральной силы. 

Если дано уравнение траектории движения, совершающегося под 
действием центральной силы, и дано расположение этой траектории 
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относительно центра силы, то помощью формул Бине можно опре- 
делить с точностью до постоянного множителя 1} скорость в любой 
точке траектории и 2) силу, действующую в любой точке траектории. 

Положим, имеем центр силы О (фиг. 252). В теореме площадей 
было доказано, что траектория, по которой движется материальная 
точка под действием центральной силы, есть плоская кривая и в пло- 
скости ее движение происходит так, что радиус-вектор описывает 
относительно центра силы площади, пропорциональные временам. 
Примем плоскость траектории за 
плоскость чертежа и будем рас- 
сматривать движение в полярных 
координатах, поместив полюс в центр 
силы. По теореме площадей мы 
имеем: 


22%. 
Р + =— С. (а) 
фиг. 950. Кроме того, движение под действием 


центральной силы имеет еще ту 
особенность, что известны и скорость движения и движущая сила, 
если дана траектория движения, Докажем это. Пусть в какой-нибудь 
момент времени точка находится в /(. Напишем выражение скорости 
в полярных координатах: 


__ гаг\ 4 \? 
(и) +"(#). © 
Определим из уравнения (а) @# 
а 7248 
С 


и подставим эту величину в выражение скорости; 


ау]. (50) 


Если величина г известна как функция $, т. е. дана траектория 
г= ($), то по полученной формуле всегда можно найти скорость. 
Формула (50) имеет большое применение в небесной механике, при 
исследовании движения планет, в несколько измененной форме, именно 
по замене радиуса-вектора его обратной величиной. 
1 1 ац 
Пусть =-, следовательно, г== -. и ат = — я. Внесем эти 


величины в уравнение (50): 


ие 


о Са м-- (4%) |. (51) 


Это и есть формула, употребляемая в астрономии. 


или по сокращении: 
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Определим теперь движущую силу. Назовем ее через Р и будем 
считать положительной, если она направлена по радиусу-вектору от 
центра, и отрицательной, если она направлена в противоположную 
сторону. При таких условиях положительная сила будет означать 
силу отталкивания, а отрицательная — силу притяжения. Для опре- 
деления движущей силы воспользуемся теоремой живых сил. Пусть 
материальная точка под действием силы отталкивательной Р в беско- 
нечно малый промежуток времени перешла из М в №, пройдя эле- 


2 
Ро 
мент пути /ИМ№ == 45. Обозначив угол (Р, 4$) через 8, напишем эле- 
ментарную работу силы, которая, как было доказано в теореме жи- 
вых сил, равна дифференциалу живых сил, именно: 


Р4зсоз6 = 4 (75). 


Опишем из О, как из центра, радиусом г дугу круга ММ’; при 
этом получим прямоугольный треугольник МММ, в котором угол 
М’ММ можно считать равным @, так как элемент 4$ бесконечно 
мал. Из этого прямоугольного треугольника имеем: М’М№М = ММ№соз6 
или @г-= 456050, так как М’”М есть приращение радиуса-вектора. 
Подставим в уравнение элементарной работы @4г вместо 45 с0$ 0: 


Раг=а(" 5), 


или, ПО замене г его обрагной величиной ц, 


По подстановке в полученное уравнение вместо 9? ее значения (50), 
получим: 
Рац _ тб 3 ди 
аа (,) 


Совершим дифференцирование, считая Ф за независимое переменное, 
так что 4% =0; получим: 


р. . 
Рае (ии 2 ч“), 


р: 4 
откуда 
Р аи 
п бий (ия). (52) 


Полученное уравнение есть уравнение Бине и дает выражение цен- 
тральной силы через и и $ф, или через ги $. 

При помощи уравнений (51) и (52} решаются обе основные 
задачи динамики в случае действия центральной силы. Решение 
первой задачи, именно определение силы, производящей данное 
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движение, сводится к дифференцированию уравнения траектории /=Р ($), 
1 
или и = Вторая же задача, состоящая в определении движе- 


ния под действием сил, сводится к интеграции уравнений (51) и (52), 
если 9? определена по теореме живых сил. Рассмотрим приложение 
формулы Бине на примере. 
Пример. Точка движется по логарифмической спирали (фиг. 253}, 
уравнение которой 


РЕ 427, 


Определить центральную силу, дей- 
ствующую на точку. Для этого случая 


1 1 1 
ет 
ы Г аеЁ? & ы 

аи Ё 
ет 

9% а 

и 
@и Я у 
Фиг. 253. ааа — ие м. 


Подставляя в формулу Бине, получаем: 
Р 1 - 1 Е? _ 1 
т= — Се (те № -|- ге м) = — Се 31 (1 -- К), 
Отсюда: 
р 1 


Сила обратно пропорциональна кубу радиуса. Если бы вместо 
ньютонова притяжения действовала притягательная сила, пропорцио- 


1 
нальная в› то планеты или все время удалялись от Солнца, ИЛИ 


бесконечно приближались к Солнцу. 

$ 6. Движение планет. Движение планет исторически разби- 
ралось следующим образом. Сначала из наблюдений были выведены 
законы, по которым совершается это движение. Это суть следующие 
три закона Кеплера. * 

1. Все планеты (и кометы) движутся по коническим сечениям, 
8 одном из фокусов которых находится Солнце. 

2. Площади, описываемые радиусами-векторами планет отно- 
сительно Солнца, пропорциональны временам. 

3. Для планет, движущихся по эллипсам, квадраты времен 
обращения относятся, как губы больших полуосей. 

На основании этих законов Ньютон вывел, какая сила движет 
планеты Из второго и первого законов следует, что движущая сила 
асть сила центральная: из первого закона, кроме того, следует, что 
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ценгром своим эта сила имеет Солнце. Прибегая к закомам Кеплера, 
можно показать, что движущая сила — сила пригягательная, обратно 
пропорциональная квадратам расстояний и прямо пропорциочальная 
массам. Как велика эта сила, можно определить по формуле Бине: 


Р р Фи 
= — Си «+. 

Напишем уравнение траектории, которая по первому закону Кеплера 
есть коническое сечение, Уравнение для всех конических сечений 
в полярных координатах есть 


Р 
Г 1 есоз ф * (58) 


где р-—параметр и е— эксцентриситет. Заменив г его обратной 
величиной, напишем уравнение конических сечений в виде; 


и=1 (1--2с0$$). 
Р 
Аи, 
Пользуясь этим уравнением, найдем а: 


или, по замене п его значением из уравнения траектории, 
Р *( 1 ё е ) Саи? 
= -— О —---— с0$ — — с05Ф ) = — =. 

т р Р ф р Фф р › 


положив 


С ь (54) 


1 
и подставив вместо и==-_, найдем окончательно: 
ит 
Р=— +. 


Полученное равенство показывает, что действующая сила — притя- 
гательная (так как положительная сила по условию отталкиватель- 
ная) и обратно пропорциональная квадратам расстояний. 

Если окажется, что величина ш одинакова для всех планет, то, 
кроме того, действующая сила будег прямо пропорциональна массам 
планет, Действительно, и для всех планет одинаково. Покажем это, 
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По третьему закону Кеплера: 


7? 7/2 ТЗ › 
НЕ = аня... == С0156., (55) 


где Т, Т’, Т”, ... суть времена обращений планет, @, а’, а”... — 
большие полуоси их орбит-эллипсов. Если малую полуось назовем 
через $, то площадь траектории планеты будет каб. По теореме пло- 


щадей плокадь, олисываемая во время &, есть в = с +. Положив #==1, 


С 
найдем площадь, описываемую в единицу времени. Она есть <=. 


2 
2каь 
Вся же площадь паб будет описана во время —. Так как время, 
в которое описывается вся площадь паб, есть время полного обра- 
щения планеты, то 
Т— 2каб 


=—я”. 


Заменив в уравнении (55) Т его величиной, получим: 
Та __ 4720252 4%? 


аз == аа — ‘Сар == 6019, 


Из уравнения (54) имеем СЗ==рь; поэтому 
41а дкаь 


аа —= тра =— с0п$. 


[2 
Так как параметр р=-., то 


эра 3 р] 
4 — 4" = — с0п13$., 
рьа ВР ь 
откуда 
:. 
= ока = соп$. 


Таким образом, мы видим, что № постоянно, т. е. одинаково пля 


всех планет. Число | вычислено с большой точностью Гауссом и 
называется гауссовым числом. 
Положим в == М, где М — масса Солнца; найдем: 


Ре ь, (56) 


Коэффициент А, как было замечено в параграфе о падении тел с боль- 
шой высоты, есть сила, с которой притягиваются два тела с массами, 
равными единице массы, на расстоянии единицы. Формула (56) выра- 
жает закон Ньютона. 

Решим теперь обратную задачу. Определим движение планет, поль- 
зуясь ваконом Ньютона, т. е. найдем траекторию и евязь между 
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положением планеты и временем, Для решения воспользуемся инте- 
гралом живых сил. Мы знаем, что: 

т? той 

Я ——=0—% 


где (и (5 суть значения силовой функции. Равенство показывает, 
что приращение живой силы равно приращению силовой функции. 


Силовая функция ныютоновой силы притяжения, как было показано, 
есть 


ИЕ == рии, 


где и есть обратная величина радиуса-вектора. Подставив значение 
в вышенаписанное равенство, имеем; 


тт тив 


0 
— — —5` —= Ти — Тыц. 
Определим из этого уравнения 97: 


0 — ри -- м — 2, 
Если положим, что 


9—2, ==, 
то 
92 — ви -- а. 


Но для центральной силы имеем: 
2 21 (9% "| 
а == 02 [ и? -|- ( 4) , 
21 (4% "| — 
Са | и + (%&) — 2 -- а. 


Решая это уравнение относительно 4$, найдем: 


а потому 


ао === и. 
а ии а 
ата“ 
Выбор знака при второй части зависит от условий, которыми харак- 
теризуем начальное положение. Пусть мы начинаем считать угол $ 
в таком направлении, в котором радиус-вектор г возрастает. Если Р 


возрастает, то его обратная величина и убывает, а 4й имеет отри- 
цательный знак; тогда 
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Преобразуем выражение, стоящее под корнем, для интеграции: 


Изя щ' = Уз+& —(«—а). 


Цоложим, что 


сумму эту мы приравниваем существенно положительной величипе 
потому, что в противном случае все лодкоренное количество было 
бы отрицательным и 42 было бы мнимой величиной, т. е. такого 
движения не могло бы быть. Положив, кроме того, &=> напишем 
уравнение для ф так: 


а ЕН ИИ 
' 2 а иво" 
Ия (4-7) У 


Представим полученное уравнение, деля числитель и знаменатель 


е 
второй часги на р} в виде: 


РИН: ИИ 
г и |1 (ЧР =) ° 
е 
Заметив, что вторая часть равенства есть дифференциал арккосинуса 


пр —1 
от аргумента “—, интегрируем: 


$ = — 


__ ир—1 
ф-- В ==агс соз —— . 


где В — произвольное постоянное. Решая относительно #, имеем: 


и П-+ есоз(-- В). (а) 


Для определения произвольного постоянного В положим, что мы 
начали рассматривать движение с того места, где радиус-вектор г 
имеет наименьшую величину. Следовательно, для начала движения 


имеем: ф == 0, аи Но и будет максимальным, когда 


1 
с05 (ф-- В) =1, и в этом случае его величина есть И тах = (1 6). 


Внеся в уравнение (%) вместо ш значение й„,, и вместо ф нуль, 
имеем: 


рад =р@-ес058), 
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откуда с038 =1, или В==0. По замене произвольного постоянного В 
в уравнении (4) найденным значением будем иметь: 


и (126059). 


Это и есть уравнение конического сечения в полярных координатах. 

Этот результат мы получили, начав рассматривать движение 
с точки А (фиг. 254) в направлении АВ, в котором радиус- 
вектор возрастает. Результат этот не изменится, если мы начнем 
рассматривать Движение с какой- 
нибудь другой точки, например 
с точки А’, откуда радиус-век- 
тор начинает убывать, лишь бы 
угол Ф отсчитывался от самого 
малого радиуса. Рассмотрим, в 
самом деле, движение с точки 
А’, откуда радиус-вектор убы- 
вает. Если Г убывает, то его 
обратная величипа и возрастает, 
поэтому 4и имеет знак положи- 
тельтый, так что 


аи 
й. ==-|- —_—_—_—_—. 
' И + фиг, 954 
Са Са ИЬ 20% 


Умножив обе части на минус единицу, интегрируем, помня обозна- 
чения: 

а ый __ 2 р 1. 

тя, р; 
получим: 


В’ — о == атс соз ЧР, 


где В’ — произвольное постоянное. Определяем и: 


= 2608 (8—9). 
В точке 4”: 


Подставив эти величины в уравнение для #, имеем: 


5а—д=т п -Несоз (8'’ —т)], 
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откуда с0$ (8’— п) жа — | ==созт, или к — В’ ==т, откуда 5’ ==0, 
а следовательно: 


и -Несоз 9). 


Таким образом мы получили тот же результат, именно, что траек- 
тория есть коническое сечение. 

Рассмотрим, при каких условиях это коническое сечение будет 
эллипсом, параболой и гиперболой. Воспользуемся для этого урав- 


нениями 
в вт 
С: и ы = ’ бор’ 
которые мы имели выше. Возведя второе в квадрат и вычтя из 
первого, находим: 


Ё. ШТ __ 2—1 
С р ра ре’ 
и так как 
а —щ = — №7. т, 
то 
т (ч—2 
р? 2 6 то , 
ИЛИ 


2 2 
2 — 2 в) 
е =] —- 5 (э . 
= \ 90 той 
На основании теорем аналитической геометрии мы знаем: 


1) Эллипс. Коническое сечение будет эллилсом, если е<1. Это 
Условие выполняется при & < 0, или, когда 


2 
< 


2) Парабола. Коническое сечение будет параболой, если е==1. 
Это условие выполняется лри а ==0, или, когда 


2 2% 
$ — 
от, 


3) Гипербола. Коническое сечение будет гиперболой, если е>1, 
Это условие выполняется при а > 0, или, когда 


2 2 
> =. 
|) 


Вид траектории зависит от начальной скорости и начального 
положения, но не зависит от направления скорости, 
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Определяя, с какой скоростью тело упадет из бесконечности 
на поверхность Земли, мы нашли, что эта скорость есть 


Г 
Е. 


Решая эту задачу относительно Соляца, найдем, что в точке А 
(фиг. 255), отстоящей от Солнца $ на расстоянии гу, падающее из 
бесконечности тело имеет скорость: 


— 
- _— — —.—" 
„=> —_-“ 
= 
—_ъя В -_ 
ия ^^. 
27 № 
и,” \ 
‚и, 
Гы ы ©9 
. } = 
ИГРЕ гы й 
хм й 
щх й 
м ий 
\^ „=“ 
5 _- 
3. 1+ 
т ---- — 
о 
о 
— — —.- 
— — 
Фиг. 255. 


скорость для определения вида конического сечения, Таким образом, 
при 
9 < ш траектория есть эллиис, 
9 == » » парабола, 
о>® ь » гипербола, 
Найдем теперь связь между временем и положением планеты, 
Рассмотрим сначала случай параболической траектории, по которой 


движется большинство комет. Пусть комета находится в М (фиг, 256). 
Из выражения секториальной скорости 


определяем а 


22 Зак. 2054. Н, В. Жуковский, 
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Радиус-вектор г определим из уравнения траектории: 
Ро 
1 +2505 9? 
где для данного случая е==1. Внеся в выражение & вместо г его 


величину, имеем: 
49 


63 за - со$ $)3* 
Преобразуем это уравнение для интегрирования. Так как 
1 


4—5 


то 


Я —_ = 


Интегрируя, получаем: 
-- — 2? 9 - 1 39 
17° 2 (= 3 Е $). 


Произвольное постоянное т определим по следующим начальным 
данным. Пусть мы начали рассматривать движение от точки А, 
, когда комета находилась на самом 

и. близком расстоянии от Солнца: при 

ф< = 0 имеем { =Ои т==0, а потому 


И ИИ 2) 
1—5 (8$ +385). 
Вообще С различно для разных 


комет; его лучше ваменить гаус- 
совым числом, получаемым из ра- 


венства сь откуда С= Ур». 
По замене С найдем: 


=. РУ + =). (57) 


Полученное равенство дает связь 
Фиг. 256. между временем и положением ко- 

меты. 
Перейдем к случаю эллиптической траектории. Здесь мы могли 
бы поступить так же, как и в предыдущем случае, т. е. определить 
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из секториальной скорости, и, исключив г при помощи уравнения 
траектории, найти дифференциальное уравнение, связывающее Е 
с истинной аномалией $, которое нужно было бы интегрировать. 
{Истинной аномалией называется угол между радиусом-вектором пла- 
неты и радиусом-вектором бли- 

жайшего к Солнцу положения у 

ее — перигелия). Но эта инте- | 

грация привела бы к довольно 
сложной квадратуре, так что 
для решения задачи мы вос- 
пользуемся вместо истинной 
аномалии эксцентрической ано- 
малией. 

Эксцентрическая анома- 
лия имеет следующее геоме- 
трическое значение. Если про- 
должим ординату точки М 
(фиг. 257), положение которой 
характеризуется истинной ано- 
малией Ф, до пересечения с 
окружностью круга, описан- 
ного из центра эллипса радиу- Фиг. 257. 
сом, равным большой полуоси, 

в точке А и соединим № с О, то получим угол МОА-==е, который 
и называется эксцентрической аномалией. 

Установим связь между эксцентрической аномалией и временем. 
Воспользуемся для этого следующим геометрическим соображением. 
Площадь, описанная радиусом-вектором из фокуса Е во время &, 
есть ЕАМ и выражается, как известно из теоремы площадей, через 


у 


ось если условимся рассматривать движение, пачиная с поло- 


жения А. Выразим эту площадь иначе. Известно, что эллипс есть 
проекция круга, причем, если круг проектируется на плоскость под 


& 
углом о, то необходимо, чтобы ас0$& ==0, откуда 605% ==--. Ило- 
щадь РАМ есть проекция площади РАМ, поэтому: площ. РАМ == 


== площ. РАМ. с0за, или с == площ. РАМ ь. С другой стороны, 


площ, ЕАМ равна площади сектора АОМ без площади треугольника 
РОМ. Так как 


2 
площ. АОМ= >, 


площ, РОМ == 5 ас пе, 


20% 
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где с есть фокальное расстояние ОР, то 


а? асзта ай с 
площ. ЕАМ = =——=— = ( —= Уп °). 


с 
Отиошение —_ равно е; поэтому 


площ. РАМ == “ (&— еп а). 


Пользуясь этими равенствами, представим плошаль в так: 
а? ь а 
8 — е5пз) | — = (#— . 
= [5 ›] 5 (= — езще) 
Но .=Яь как было выведено раньше, поэтому 


С (21. 
== (&—е51%), 
откуда 
= (в—еып), 


[64.] 
или, по замене С его значением из равенс гва ры 


= зы 2). 


ре 
я 
Так как в= ‚ то по подстановке: 
ауа 
== -— (в-—в 508). 8 
Ув . (58) 


Полученное уравнение дает искомую связь между временем и эксцен- 
трической аномалией. Так как через эксцентрическую аномалию можно 
выразить и естинную аномалию, то задача решена. Определение а из 
полученного уравнения через { называется задачей Кеплера. 

8 7. Движение материальной точки под действием центра, 
отталкивающего по закону Ньютона. Пусть материальная точка 
движется под действием отгалктвающего центра. Напишем формулу, 
выражающую леорему живых сил: 


той 1% 


8 =И— И 
где (и [Л — значения силовой нкции. Мы видели, что сил 
{1 , силовая 


т 
функция ньютонова притяжения есть (Л == >. Заменив г его обрат- 


ной величиной и, имеем У== три. Той же формулой выразится сило- 
вая функция отталкивания, Но только 5 противоположным знаком, 
т, в, 


(ыы — при, 
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Если назовем обратную величину радиуса-вектора для начального 
момента через и, так что ==, то, подставив в формулу живых 
9 

сил вначения силовых функций, перепишем её в таком виде: 


т т 


-5 — 5 == рп (п — 1). 
Определим отсюда 97: 
а || 
— ро | 90 -— 2} 
обозначая 2риу-|- 90 через а, имеем: 
9 == а — ры, 
Но в случае центральной силы 


ие 


поэтому 
аи 
| из ==а--' 
С | (=) а--2ри, 
Определяя отсюда 4$, имеем: 


г. 


Предлоложим, что мы начинаем рассматривать движение с того мо 
мента, когла гаднус-вектор начинает возрастать, а следовательно, 
и—-убывать. При этом предположении @и будег отрицательно, и 
уравнение перепишется гак: 


РИ = ПИИНИИ _4и - 
а 2 28 а, в’ | \2 у 
ато Иа -(@+5) 
Положив 
а ы 2? и _1 
с -- С ра и = р, 
найдем: 
4$ = — Чи — аи 


#2 Чи 


е И - (2: 
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интегрируем это равенство: 
ф-- 8 == агс соз РЕ. 


Решая относительно и, найдем: 


и [2605 (-- )— 1. 


Так как мы условились начинать рассмотрение движения с того места, 
где радиус-вектор имеет наименьшее значение, то для определения 
произвольного постоянного В будем иметь: 


ф= 0, аи > (@— 1; 
подставив в предыдущее равенство, имеем: 
5@е— = (есоз 8—1). 
откуда В==0. Таким образом для уравнения траектории имеем: 
и = @с0з#—1). 


Покажем, что это есть уравнение ветви гиперболы в полярных 
координатах с полюсом в обратном фокусе. Что это вообще пред- 
ставляет гиперболу, видно из того, что е > 1. Действительно; 


см а № 1 
ет а- рт И а= р 
так как а ==. Но а= Эрщ-Р 90; поэтому 


и @—1 р? (и, 95) 
А, 1 


Первое слагаемое левой части больше нуля, а потому е> 1. 
Напишем уравнение гиперболы в полярных координатах: 


г=— Ро 
1--ес03$ ° 
Пусть ф соответствует левой ветви (фиг. 258); когда ф будет увеличи- 
ваться, радиус-вектор также будет увеличиваться и при соо — 1 


обратится в бесконечность, т. е. сделается параллельным асимптоте. 
После этого с левой ветви придется перейти на правую: радиус- 
вектор будет иметь противоположное направление, так что уравне- 
яие гиперболы будет: 


Г = Е 
МО 
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или По умножении на минус единицу: 


= Ро . 
ес 9—1 


Таким образом мы видим, что под действием центра, отталкиваю- 
щего по закону Ныотона, материальная точка описывает ветвь гипер- 
болы, обратный фокус которой находится в отталкивающем центре. 
Установим связь между временем и положением материальной точки. 
Пользуясь теоремой площадей, напишем: 


г? 4ф = С 4. 
Введем следующие замены г и ф. Возьмем два уравнения: 


хе (в), убив), 


где А — основание неперовых логарифмов. Координаты х и у суть 


у 


Фиг. 258. 


координаты движущейся точки, так как они удовлетворяют уравне- 
нию гиперболы. В самом деле: 


2 2 1 1 
а = 4 (и. 4=1. 
Обращаясь к чертежу, мы видим, что 
со == х-- ве == 5 (#-- в-)  ае, (а) 


гиф = у= 2 (е— Е), (5) 
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где е есть эксцентриситет. Дифференцируя эти уравнения, находим: 
с05ф 47 — гп ф 4 == 5 (Е — № *) 4е, (с) 
впе и т созе аа = (#9) а. (9) 


Помножая уравнения (а) на (4) и (5) на (с) и вычитая из первого 
произведения второе, находим: 


г фс05ф аг-|- Г? 052 фо — гп о На — 
ее (в — 2 (и — #9 48, 


Сделав приведение, имеем: 


афе 


пай ее — ив Че (и - 6, 
ИЛИ 
да [4 а е-- Е @]; 
НО 7340 == Саё поэтому 
Си Е ее Е а]; 
интегрируем это равенство: 


Ска [+43 (— #5. 


Пусть начальные данные таковы, что {=0, г==0. Эго вначит, что 
точка находится на оси Ох в А, так что при в=0 х==4, у==0; 
при этих данных и т==0, Таким образом: 


с ав [«-- 5 — =]. 


Ир р 
Заметив, что С==Ирь и р==-,› находим по подстановке: 


= ео +525]. (59) 


Полученное уравнение дает связь между временем и положением 
точки. 

Выведенная формула служит основанием для исследования формы 
хвостов комет. Объяснение образования хвостов и их формы при- 
надлежит знаменитому эстроному Ф. А. Бргдихину. Теория, предло- 
женная им, состоит в слелующем: при приближении к перигелию на 
некоторые составные части кометы начинает усиливаться действие 
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отталкивательных центральных сил, центром которых является Солнце. 
Вследствие этих сил некоторые частицы отделяются от ядра комегы 
и начинают двигаться по гиперболам, образуя газвообразные хвосты 
комет (фиг. 259). На основании опытов теперь установлено, что 
световые лучи, проходя через очень редкое газообразное вешество, 
гонят это вещество по своему направлению (исследования П. Н. Лебе- 
дева). Сделав это допущение, Бредихин вполне равъяснил различные 
формы хвостов и их расположение. Разница форм хвостов зависит 


у 


Фиг. 259. 


от свойств составляющей их материи, в связи с которыми стоят раз- 
ные величины коэффициентов отталкивательной силы. Таких коэф- 
фициентов найдено три, и каждому из них соответствуег особый тип 
хвоста. Наблюдения показывают, что комета может иметь одновре- 
менно один, два и три хвоста, что зависит от состава ядра кометы. 

$ 8. Движение тела, брошеиного под углом к горизоиту, в со- 
противляющейся среде. Мы рассматривали задачу о движении тела 
под углом к горизонту в пустоте. Если тело брошено в воздухе, 
то сопротивление среды значительно изменяет движение, и траекто- 
рией является трансцендентная кривая. Рассмотрим сначала движение 
с небольшими скоростями. 

Пусть требуется определить движение шарообразного тела, брошен- 
ного под углом к горизонту, в среде, сопротивление которой про- 
порционально скорости. 

Направим ось О2 (фиг. 260) прямоугольных координат верти- 
кально вверх и расположим остальные оси так, чтобы начальная 
скорость тела 3) лежала в плоскости Огх. Движение происходит 
под действием силы тяжесги и силы сопротивления среды: 


Р=то, == тАз. 
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Таким образом компоненты движущей силы по осям координат 
будут: р р 
х ау 2 
= — — = — — == — ——-15. 
р. ти 9» р тЁ р» тЁ Я 2 
Напишем дифференциальные уравнения движения, заменив в НИХ силы 
данными значениями; имеем: 


ах ах т 522 42 
тя == — ТА, тб = — та д Мн ==— ТА, — тв. 
По сокращении на т и умножении на 4 эти уравнения примут вид: 
ах 
а (=) =——А ах, 
ау ___ 
4 (4) =— #4, 
42 
а (=) —— 42—24. 
г Интегрируем их: 
ах 
2=— #х- С, 
и (9 
ря —^У -Сь 
Фиг. 260. 
ее Сь 


Произвольные постоянные определяем по начальным данным. Пусть 
при #=0 
ах ау 2 
== — 0 — = па. 
42—90 
Подставив эти значения в результаты интеграний, для произвольных 
постоянных найдем: 


С = 90с08а, С1=0, С =, па. 
Таким образом: 


ах 


2 
п = — #х-[- 9005 а, 


—=— у, чЕ == — №2 — ЕЁ о, па. 


Перейдем к дальнейшему интегрированию. Интеграция второго 
уравнения дает: 


в [46 пу = — #2 С.. 


Произвольное постоянное представим в виде Сз == и С), тогда 


Шу = — Е ШС, или у==Сетм. 
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Так как при Ё2=0 у=0, то и С, =0; следовательно, у всегда 
равно пулю. Это показывает, что все движение происходит з пло- 
скости Огх. Перепишем два других уравнения в таком виде: 


й. а ; 
хр = 96080, ВУ == бота — 8 


Легко видегь, что интегрирующий множитель этих дифференциальных 
у 

уравнений есть ей, В самом деле, если мы умножим эти уравнения 

на ей, то сможем их представить в таком виде: 


[:] . 
р (%е®) = ею соза, 
4 2) — ео, $1 ЕЁ оф 
р (22) — ео та — в! 51. 
По умножении на 4 интеграция первого уравнения дает: 
$ 
жейе == > с03 а. 2 —- Сь. 


о 
При {==0 имеем х=0, поэтому С; = — > 6059, следовательно: 


[4 о 
хе — 054. 0М —-.С059, 
откуда 
о 
х==-р соза + (1 —е-№). 
Интегрируем второе уравнение, умножив на @Ё 


ей = т эта. вн | виа Св 

интегрируем по частям; имеем: 
№ в и 
Гена = 21 [ма =“ 


Подставляя это значение в вышенаписанное уравнение, найдем: 


. 


№ — & 8 
2е* = эта. в —=- о! -|- те -|- Се. 
При #==0 имеем 2==0; следовательно: 
_—_ опа Е 
(9+) 
а потому 


Е 
== 9 па (2 — 1) 4 5 (и — п—= А ое 


1 
де№ == ТА зта В еАЁ === 


к 
= (% та -- &) (и — 7 — ом. 
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Разделив на ей, получим окончательно: 
5 # _ г 
= (% 51а &)(1 —е ") Е. 


Таким образом, для рещения вопроса об искомом движении имеем 
следующие три уравнения: 


х= 0 с0за(1 —2-®), 


У=0, (60) 
© & _ т 
2 == (925 «+ 8) —е )—&. 
Исключив из этих уравнений & рголучим траекторию. Так как при 


К. . - 
ф=00 имеем х= > соз а, то траектория имеет асимлтоту АВ, парал- 
лельную оси О и отстоящую от неё на расстоянии 


ОА = 9% соза, 
|: 
Перейдем тсперь к движению со скоросгями более значительными. 
В этом случае сопротивление следует принять пропорциональным 
квадрату скорости, Исследование этого вопроса очень важно в бали- 
стике. Итак, пусть 
Р==те, О==тр5. 


Так как сила сопротивления и сила тяжести действуют в одной верти- 
кальной плоскости, то, приняв последнюю ва плоскость Ох, поме- 
стим начало координат в начале движения, а ось О2 направим верти- 
кально вверх. Составим следующие два уравнения движения: 


4х 2 в ЧХ 
т да == — ТЕЁ "с, 


472 [2 
т Е == — тк? 7, — т, 


4х [4 
гле д и ду Равны косинусам углов, которые сила сопротивления 


среды, направленная все время по касательной к траектории, обравует 
с осями координат. По сокращении получим: 


?х о в @Х 

аа — — 89°, (8) 
42 4 

в о 


4, 
Полставляем в уравнение (а) вместо © его выражение Я 


{: 
фх _ о м 
дн = 118 (42) в» 
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или, сокращая на 4$, получим: 


@х ___ 2 45 ах 
а ВЕ а’ 


ах. 
Делим обе части равенства на —- 


а° 
фх ‚ах о, 95 
зар’ 


Уравнение можно т В следующем виде: 
@$ 
— Р8о — 
< ( | п = вет. 


Умножив на 4 интегрируем, причем произвольное постоянное пред- 
ставим в виде ШС; получим: 


ах 
у == — #45 51 С. 


ах 
Начальные данные суть: 5=0, „==9.с0за. Отсюда находим, что 
С == 9560$%. По подстановке имеем: 


п Ш (9 с0$8) == — 65, 


Г: 
или 
1 ах 
_—_—__- — 5? 
п (5 203 < 1)= 85, 
откуда 
1 ах и 
_—____— —Ё 68 
9% с05 а =е , 
ИЛИ 
Г: 
аа сова е-Ки. © 


Полагаем пе == р (тангенс угла касательной с осью Ох), откуда 
4: = рах. (4) 


Дифференцируем это равенство по Ь разделив предварительно на @ё 


42 ах 422 _ ар ах 42х 
ТЕР. Ее щи ГР ав 


Подставив вместо и его значение (5), получим: 


ар ах — — 29004 
РА ГР Е Е: — 8. 
@х 
“де заменим его величиной из уравнения (а): 
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но 
ах 4г 
2 таз — Бар 
О ИЯ РИ 


так как 42 ==рах, согласно условию. По сокращении имеем: 


Я ит = &, ИЛИ ил = —- ах В 
ЧЕ 
ах 
Подставив вместо р ®ГО значение (©), найдем; 
р ве 
ах 9 08 д" (©) 
Делим уравнение (е) на (с): 
бр ве. (1) 
4 0 со? а ° 


Заменим @х через 95. Возьмем уравнение 
аз = Иах?-| 422, 


заменим 42 через рах: 


4; =ах У 1-Е р?, 
откуда 
45 
ах=- =. 
УТ-р 


Вставив в уравнение (#), разделим переменные: 


арт == 


5 22а ([5. 
5 08“ 


Иинтегрируем это уравнение: 


[ИУСЕЯф=— 


ЕАО с03? а 


Е 


++ с. 


Интеграл, стоящий в первой части равенства и встречающийся при 
квадратуре гиперболы, известен из анализа: 


[УГЕЯр-езруНЕЯ + о--УГЕР. 


Эта функция р, представленная выражением, стоящим в прямых скоб- 
ках, очень важна для решения задач балистики, и для нее вычислены 
специальные таблицы. Обозначим ее через ф (р): 


РУ +шф УГ =9 (р). (6) 
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Пользуясь формулой (61), перепишем предыдущее уравнение: 


2298 


=С— (р. 


20 с05? а 


(=) 


Для определения С заметим, что при начале движения 5 =0и р== ва. 


Подставляя эти значения в равенство (2), находим: 


1 
Са 
Роу СОЗ? а 95 =). 


Далее из уравнения (2) находим, что 


ее — Косоза УС— (р). 


Пользуясь этими уравнениями, выразим Х, у, & через р. 


ния (Ю имеем; 
г] 


9 
4х == —-® с052 а . е-2й10в ар 
Г: . 
Подставляем сюда е* 3 из уравнения (В): 


ах = — СФ. 


Подставим это выражение 4х в уравнение (4); находим: 


4 
= — СФ. 

Ив уравнения (е) имеем: 
—_ 00 Соб а 


и 


ар. 

Подставляя сюда е\9з из уравнения (В), находим: 
и СТ. 

Интегрируя уравнения (К), (1), (11), получим: 


на [2% | 
№ ) С—Ф(р)” 


15“ 


р 
рр | 
№8 )/ С-—УФ) 
[2:5 
р 


= — 


пре 
2) УС-У@) 


(62) 


(в) 
Из уравне- 


4) 


(к) 


() 


(п) 


(63) 
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Формулы (63) служат основанием рещения задач балистики. Для вычи- 
сления их существуют специальные таблицы. 

Положим, что нам известен угол а, под которым брошен сна- 
ряд, и первоначальная скорость снаряда 9); известно также, что 


= тд Требуется определить полет такого снаряда. По обыкно- 


венным таблицам отыскиваем величину а. Затем по специальным 
таблицам функции (р) находим величину произведения ф (р) вс. 
Далее, выяснив по формуле (62) постоянное С, можем определить 
х, уи Ё для всякого р, т. е. определить, в каком месте пространства 
и в какой момент времени движется снаряд, образуя угол агсвр 
с горизонтом. Для этого обращаемся к специальным таблицам следую- 
щих трех функций: 


р р р 
= ЧР = | РР = | 
о [кр Ф, ; СУ)’ Ф. Гуля: ©9 


В этих таблицах мы будем открывать страницы, соответствующие 
вычисленному нами С. На стравицах будем отыскивать значения функ- 
ций при выбранном нами аргументе р и из них вычитать значения 
тех же функций при р, равном вычисленному а. Таким образом 
определяются междупредельные интегралы, входящие в состав фор- 
мул (63), а по ним уже легко определить х, уи 


ГЛАВА 1, 
НЕСВОБОДНАЯ МАТЕРИАЛЬНАЯ ТОЧКА, 


$ 1. Равновесие материальной точки на поверхности. Если 
материальная точка стсснена какими-нибудь геометрическими связями, 
то она называется несвободной. Вопрос о несвободной материальной 
точке решается при помощи четвертого закона механики, состоящего 
в том, что всякие геометрические связи могут быть заменены силами. 
Заменив все связи силами и прибавив эти силы к силам, действующим 
ня материальную точку, мы можем рассматривать несвоболную точку 
как свободную. Пусть мы имеем материальную точку М (фиг. 261), 
которая стеснена тем условием, что она во все время движения должна 
находиться на некоторой поверхности 5, определяемой уравнением 


Ах, у, 2) =0. 


Пусть на материальную точку действует сила Р. Предположим, что 
данная поверхность идеально гладкая. Весь механический эффект та- 
кой поверхности приводится к нормальной силе сопротивления новерх- 
ности. Назовем эту силу №; прибавим ее к действующей сиде Ри 
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будем рассматривать точку М как свободную, находящуюся под 
действием сил Ри №. Напишем условия равновесия свободной мате- 
риальной точки, состоящие в том, что суммы проекций сил на ка- 
ждую ось равны нулю: 


Х-- Мсоза ==0, У--Мс03В=0, 2--Мс0$84 =0, 


где Х, У, 7 суть проекции силы Р на оси координат, аа, В, {— углы, 
образуемые с осямн нормалью к поверхности, так как сила № на- 
правлена по нормали. Из анализа известно, что косинусы этих углов 
выражаются формулами: 


97. 97. 
ду: А» соз1==5,:А 


9/2 ду \2 дя 
А==у (5х) 5.) . 
дх) (ау) (5: 
Выбор знака при А вависит от того, какое направление нормали мы 
принимаем за положительное. Если это направление установлено, 
тогда сила сопротивления Л/ считается положительной, если она на- 
правлена по положительной нормали. Заменив в уравнениях равновесия 


соза, созВ, с05] их вначе- 
ниями, получим: 2 


м 
Хм: 450, 


сова == А; А, с0$ В == 


где 


У + о: =, (65) 


= 
2-Е М: А=0. | 


Это суть уравнения равновесия 
несвободной материальной точ- 
ки на поБерхности. Из этой 
груллы получается соотноше- 
ние 


Хх УМ 
№ ©) Фиг. 261 
х ду 02 ` у 


которое показывает, чго при равновесии действующая сила нормальна 
к поверхности. 

Прибавив к трем уравнениям равновесия уравнение поверхности, 
мы будем иметь четыре уравнения, ив которых определим все четыре 
негзвестных: координаты положения равновесия х, у, 2 и силу со- 
противления поверхности М. 

Пример. Найти положение равновесия материальной точки под 
действием силы тяжести на поверхности эллилсоида, оси кохорого 


23 Зак. 32984. Н. В, Жуковский 
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расположены как-нибудь относительно вертикальной линии. Напишем 
уравнение поверхности, на которой лежит материальная точка; 


ха 3 28 
Дня —1=0. 


Если углы вертикалыюй линии, направленной снизу вверх, с осями 
координат назовем через &, В, 
з | у 1 (фиг. 262), то проекции силы 

2 № тяжести по осям будут: 

„т 

==-— 18 с05а, 

У = — трсоз В, 

—= — 118 0$ 1. 
) Напишем уравнения равновесия 

на поверхности: 


\ м 97 _ 
$ у =, 


Фиг. 262. 25; =0. 


Составим из уравнения эллипсоида частные производные: 
д 2х 0 _ у 922 


дд— я, дут, ба, 


х8 З 22 
А=+2У и+я-и. 


Условимся считать положительной внешнюю часть нормали и возь- 
мем А со знаком (--). Уравнения равновесия перепишутся так: 


откуда 


— те соза-- М ло, 
2№ 

— тр сов ЕЯ =0, 
2№ 2 

— та со81-Е — в =0. 


Определим из этих равенств Х, у, 2 и подставим в уравнение эллип- 
соида: 


х— "89 с08а . А у ТЕ И с058 . А, #2 — ТЕ ° с0З 1 4. 
2 №’ 2 м 2 М 


Уравнение эллипсоида будет: 


208 А 
А (24° с033 а-[ 22 соз?В -|- 62 с03 1) (>) = 1. 
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Отсюда 
М те зу о щ 
= Усов 7] 1 5. 
= У со а со? Г со. (а) 
Внесем в выражения х, у, 2 найденное значение —: 
2 8 
х— = 27 с03*а , 
У 2? соз1 а -- $7 соз1В -[- с соз8 1 
6? с052 В 
У 28 соз? а - 58 с038 Зсозау › (5) 
4? С03? а -|- 68 с052 В -|- са соза т 
ии с? с032 1 
У 2? соза -| 52 с031 В - сё созЯ у | 
Для определения положения равновесия мы получили таким образом 
два решения. Следовательно, две точки удовлетворяют положению 
равновесия. Пусть эти точки суть Аи В. 


Найдем силу сопрогивления Л!, для чего предварительно в выраже- 
ние А подставим вместо координат их значения; найдем: 


у== 


__ с032 о | с032 В | с038 7 
4=2 И ччя-а яя с > Из с03а -- 8? с0328 -|- 8 оз 1 ° 
или 

д == 2 


У <? соз?а -- 52 с0з? В | с? соз? 1 ° 
Подставим теперь в уравнение (2) вместо А его вначение. Решив 
полученное после подстановки уравнение относительно №, найдем: 


№М==== тр. 


Верхний знак (--) силы сопротивления соответствует верхнему 
знаку (-|-) координат, а нижний (—) — нижнему. 

Если мы возьмем первое решение, т. е. точку А, то в этом слу- 
чае сила сопротивления положительна, следовательно, направлена по 
внешней нормали. Это решение имеет место, если материальная точка, 
находясь ца эллилсоиде, не может проникнуть внутрь, а может только 
скользить по внешней поверхности или сходить с нее по внешней 
нормали. 

Для второго положения равновесия, именно для точки В, сила 
сопротивления поверхности отрицательна, т. е. направлена по внутрен- 
ней нормали. Это последнее решение- непригодно для того случая, 
когда материальная точка находится на внешней поверхности эллипсо- 
ида, потому что тогда эллипсоид не мог бы удержать ее на себе и точка 
упала бы. Напротив, если материальная точка находигся внутри 
эллипсоида, т. е. внутри полости, образуемой поверхностью, то вто- 
рое решение имеет действительное значение, а первое непригодно. 

$ 2. Равновесие материальной точки на линии. Если материаль- 
рая точка находится на линии, то она Сстеснена условием, чтобы ее ко- 
ординаты удовлетворяли уравнениям двух поверхностей, пересечением 


23° 
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которых определяется линия. Пусть уравнения этих поверхностей 
суть 


(а, у, 2)=0, ]1(х, у, #) =0. (а) 


Мы знаем, что весь механический эффект идеально гладкой 
поверхности сводится к нормальной силе сопротивления. Поэтому 
эффект обеих поверхностей мы можем заменить нормальными силами № 
и АМ; и рассматривать точку как свободную. Напищем компоненты 
этих сил; они будут: 


му ма мы 
А А ду’ А 02 
И 
м ап м0 М ди 
81 дх ' А ду’ А 05° 


Если на материальную точку действует еще сила Р, компоненты кото- 
рой суть Х, И, 7, то условия равно- 
весия выразятся уравнениями: 


М, 
ммм _ 
ХР дк ая =0, 
мд М, д. 
ао, | 67) 


М у м 9А 
р о, 


= 


Эти уравнения с двумя уравне- 
ниями поверхносгей вполне ре- 
шают вопрос о равновесии мате- 
риальной точки на линии. Из них 
определяются все пять неизвест- 
ных: координаты х, у, 2 положения равновесия и силы сопроти- 
вления Ми №. 

Пользуясь уравнениями (67), покажем, что материальная точка 
находится в равновесии, когда действующая сила перпендикулярна 
к данной линии. 

Во-первых, это ясно из чертежа. В самом деле, сила № (фиг. 263), 
ваменяющая механический эффект поверхности /, перпендикулярна 
к линии АВ, потому что она направлена по нормали к поверхности / 
в точке ЛМ, а линия АВ лежит на этой поверхности и проходит через 
точку М. Тозно так же №, заменяющая механический эффект поверх- 
ности //, перпендикулярна к АВ. Чтобы материальная точка была 
в равновесии, третья сила Р должна быть уравновешивающей сил № 
и №,. Поэтому она должна лежать в их плоскости, т. е, быть пер- 
пендикулярной к АВ, 


Фиг. 263. 
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Во-вторых, докажем это предложение аналитически. Косинусы 


Хх 
углов, образуемых касательной к данной линии с осями, суть =, 
Чу 42 
5‘ Умножив уравнения (67) соответственно на эти величины и 
сложив, Находим: 


ах Чу 4г М [95 ах 0 ау У а 
АНУ ааа = Ну а КЗ Е 


дах ди, лаг _ 
---- пех 8 ду ду 4 9) =0. (5) 


Так как х, у, 2 зависят от $, то, дифферэнцируя уравнения (а) по 
главному переменному $, находим: 


дл ах | бра, 4 _ 
д ав Ку а Кё в = 0 


д, ах дл: ау д а: __ 
ох 45 Году в Га = 0. 


Эти результаты показывают, что обе скобки в уравнении (5) суть 
нули, а потому 


хх У +24: 


или, разделив на Р, получим; 
Х ах уа й 42 
РР (58) 


Так как >, >. Е: суть косинусы углов силы с осями координат, 
245 4 
48? 45 $ 
осями, то по известной теореме аналитической геометрии из равен- 
ства (68) следует, что сила Р перпендикулярна к элементу кривой АР, 
т. е. перпендикулярна к самой линии, что и требовалось доказать. 
Пример. Найти положение равновесия материальной гочки под 
действием силы тяжести на линии пересечения плоскости Оу2 и эл- 
липтического цилиндра, параллельного оси Ох, уравнение которого 


— косинусы углов направления элемента 45 с теми же 


Если направим ось Ог (фиг. 264) вертикально, а ось Ох гори- 
зонтально, то составляютщщие силы тяжести по осям будут: 


Х=0, У=0, Р-==—тв, 
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Составим для уравнений данного эллипса, т. е. уравнения цилиндра 
и уравнения плоскости х =0, частные производные: 


д у 2 2. яя. 
ВЕ я, а А=2У я+= 


ду 92 р у 
ал, дл: д: |. — 
98 == 1, ду 0, 3: =0; А, 1. 


Подставим в уравнения равновесия (67) найденные величины, тогда 
получии; 


м 2 М 22 
М, =0, т =0; — теля =0. 


Первое уравнение, именно №, ==0, показывает, что материальчая 
точка на плоскость Оу2 не давит. Из двух остальных уравнений 
2 
у 
и из уравнений эллипса 2 == Ес. Сле- 
довательно, существуют две точки А 
и В, где материальная точка находится 
в равновесии. Для положения А имеем 
Мд=-- те, т.е. сила сопротивления 
в этом положении направлена по внеш- 
ней нормали. Для положения В на- 
ходим № == — Шо, т. е. сила со- 
противления направлена по внутрен- 
ней нормали. 
$ 3. Движение несвободной мате- 
риальной точки. Вопрос о движении 
несвободной материальной точки можно 
рентить, опираясь на те же основания, 
Фиг. 264, которыми мы пользуемся, рассматривая 
равновесие несвободной точки, 
Движение по поверхности. Пусть материальная точка, 
находящаяся под действием некоторой силы Р, стеснена таким усло- 
вием, что она во все время движения должна находиться на некото- 
рой поверхности, которая удерживает точку на себе. Следовательно, 
во всякий моменг времени координаты движущейся точки удовлетво- 
ряют уравнению поверхности. Весь механический эффект идеальной 
поверхности можно заменить одной силой, нормальной к поверхности, 
и тогда рассматривать материальную точку как свободную, находя- 
шуюся под действием двух сил: действующей силы Ри силы сопро- 
тивления, 
Если уравнение удерживающей поверхности есть Г(х, у, 3) ==0, 
то, называя через М силу, нормальную к поверхности и заменяю- 
щую ее эффект, можно написать следующие три диффереициальные 


видно, что равновесие возможно при у=0. Если у=0, то А = 
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уравнения движения несвободной материальной точки по поверхности; 


м4 
Хе тч, 
м у у 


РР = ав, 
где Х, Г, Я суть компоненты силы Р по осям координат, а 


ми М9 М4 
д 0х’ А ду’ & & 
суть компоненты силы М, причем 


97 \# 91 97\? 
У (:) +(5) +(55). 
Таким образом, задача о движении по поверхности несвободной 
материальной точки сводится к отысканию движения по четырем 
уравнениям (три уравнения движения и уравнение поверхности). 
Исключив из этих уравнений силу № и одну координату, например 2, 
мы получим два совместных дифференциальных уразнения, заключаю- 
щих только две координаты, причем независимым переменным будет #. 
Интеграция этих двух уравнений даст выражения координат х и у, 
которые вообще будут функциями времени. Найдя хи у, легко 
найти = из уравнения поверхности, а потом и силу М№ из любого 
дифференциального уравнения группы (69). 

Движение по линии. Рассмотрим движение несвободной 
материальной точки, стесненной таким условием, чтобы она во все 
время движения находилась на некоторой линии. Положим, что эта 
линия определяется уравнениями 

А (х, у, 2) =0 и У: (х, У, 2) =0. 
Так как это суть два уравнения поверхностей, определяющих своим 
пересечением данную линию, то, заменив механические эффекты этих 
поверхностей нормальными силами М и М;:, будем рассматривать 
материальную точку как свободную, находящуюся под действием 
трех сил Р, Ми М.. 

Называя, как всегда, компоненты действующей на материальную 
точку силы Р через Х, Г, Й, напишем дифференциальные уравнения 
Движения: 


9 м ди. _ „ @х 
ха 9х к т‘, | 
М 9; № а 489. 
У У" а, (70) 
482 


№ 5% м ы 
на 9 тт, 
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По двум уравнениям линии и трем дифференциальным уразнениям 
движения вопрос вполне решается. Общий ход решения этой вадачи 
такой же, как и в предыдущем случае. Именно, исключаем из пяти 
уравнений силы №Ми М, и две координаты; тогда получим только 
одно дифференциальное уравнение с одной неизвестной координатой, 
которую находим, интегрируя дифференциальное уравнение, счигая # 
невависимым переменным. Определив таким образом одну координату 
как функцию времени, нетрудно найги по данным уравнениям линии 
и остальные две координаты, а потом из любых двух уравнений 
группы (70) отыскать силы Ми М№.. 

$ 4. Теорема живых сил для несвободной материальной точки. 
Для несвободной материальной точки приращение живой силы равно 
приращению силовой функции. Эту теорему мы докажем для случая 
движения материальной точки по линии. Случай же движения по 
поверхности получим, положив в уравненгях движения по линии 
М, =0. 

Назовем через 4х, 4у, 42 действительные перемещения точки по 
осям за время 4 Умножим на них уравнения (70) и сложгм: 


ЛИ Кр 
+ (21 ах-- А. п -- бтаг) = т т @х + Еее, (а) 
Так как материальная точка должна находиться на поверхностях 
1%, у, )=би (>, у, 2) =0 


во всё время движения, то координаты ее должны удовлетворять 
условиям: 


ЗРах-- 7 4-5; 8/ 42 -=0, 


д д. 
шо 
Таким образом мы видим, что в вышенаписанном уравнении (а) обе 
скобки обращаются в нуль. Кроме того, если существует силовая 
функция Ц, то 


Хах-т Уау-р 2аг=а0. 
Что касается второй части уравнения (а), то в теореме живых сил 
было показано, что 
т 9х @х + ауФу- 42 422 пит 


ар =@— ° 


Пользуясь этими преобразованиями, уравнение (а) можно представить 
в виде 


туз 
а =а—-. 
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Интегрируя, получим; 


та 
О == —^- С. 
Если в начале движения силовая функция есть (Л, скорость 9%, то 
2 
то 
0 
4 = + С. 
Исключив С, найдем: 
Щи т пнд 
ИИ лы 


Это и есть теорема живых сил для несвободной материальной точки. 

Может случиться, что силовая функция не существует для всего 
пространства, а существует лишь для данной поверхности. Когда 
точка лежит на поверхности, то элементарная работа 


Хах-- Уду-- 2аг 


зависит только от дзух переменных, так как из данного уравнения 
поверхности / (х, у, 2) можно определить одну координату и внести 
в выражение элементарной работы. Определим, например, 2 из урав- 


нения поверхности. Пусть 2=0(х, у). Дифференцируя это уразне- 
ние, находим: 


аг==.0%. ах-- 95 45. 


Исключив при помощи этих данных 2 и 42 из выражения элемен- 
тарной работы, найдем: 


то? 9% 9% 
4 (7% у=(х-- 2) ах (У 255-45. 6) 
Может случиться, что это выражение обладает таким свойством, что 
д 0% = ( -д8` 
5 (Х-+ 298) = эх У 25). 
Если это уравнение имеет место, тогда вторая часть уравнения (5) 


есть полный дифференциал некоторой функции Ф, которая зависит 
только от двух переменных хи у, так что 


пит 
а 2 — @Ф. (с) 
Эта функция Ф-=Р(х, у) называется потенциалом на поверхности. 
Интегрируя выражение (с), найдем; 
той 


Если для начального момента Ф имеет значение Ф, з скорость 9 
значение 9%, то 
то 


ФС. 
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Исключая С из двух последних уравнений, найдем: 
2 2 
то КО 
р] — р] —_. (71) 


Ф—Ф = 


Таким образом, при существовании потенциала на поверхности 
работа силы зависит лишь от конца и начала траектории, проведен- 
ной как-нибудь на поверхности. Материальная точка может как угодно 
перемещаться из положения А 
в положение В (фиг. 265) по по- 
верхности, и во всех случаях (1, 
2, 8, 4) приращение живой силы 
будет одно и то же и равно при- 
ращению потенциала. Но как скоро 
траектория 9 сходит с поверхно- 
сти, тогда для пути, находящегося 
вне поверхности, не существует 
потенциала, и приращение живой 
силы измеряется не приращением 
потенциала, а работой силы и за- 
висит от формы пути. 

Фиг. 965. Пример. Рассмотрим дви- 
жение материальной точки под 
действием тяжести по поверхно- 

сти вертикального круглого цилиндра. Положим, что мы имеем не- 
который вертикальный круглый цилиндр, радиус основания которого 
есть а (фиг. 266). Отнесем цилиндр к прямоугольным осям координат, 
из которых ось Оз направлена вертикально вниз по оси цилиндра. 
Уравнение поверхности относительно этих осей есть: 


х? -- у? — 22 = 0. 
Компоненты силы тяжести те по осям координат суть 
Х==0, У=0, =т5. 


Напишем дифференциальные уравнения движения несвободной мате- 
риальной точки; 


М9 _ 4х № 9 _ „4 М 0/ _ а 
Хата, УР тт, Рад т ая. 
По уравнению цилиндра составим частные производные: 

97 _ 9 _ 55 
92% ду, д:—% 


В, взятое со знаком (--), соответствует внешней нормали. Внесем 
эти данные в дифференциальные уравнения 
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Получим: 


Заметив, что третье уравнение интегрируется непосредственно, нахо“ 
дим по интеграции: 


4 


Произвольное постоянное С исключаем по следующим начальным дан- 
ным. Положим, что в начальный момент времени точка находилась 
на оси Ох в А ией сообщена 
скорость 49, которая составляет 
угол & с осью О2. Проекция 
назальной скорости % на ось 
Огесть ® с0$ ®. Следовательно, у 
при #=0 
42 


др == ® <0за. 


Подставив эти значения в ре- 
зультат интеграции, находим: 
С = #с03а. Исключив С, по- 
лучим: 


42 
-р = 81-Е % с0за. 


1 
| 
| 
1 
1 
р 
т 
р 
р 
1 
} 
} 


Помножив это уравнение на 
&, интегрируем еще раз: 


88 
2 = 25 -- шЁсоза -- С". 


‘ 
В 
1 
! 
} 
| 
В 
\ | 
| 
1 
р 
\ 


д-ра 
= й = 


—... 


! 

} 
Вии 

р 


При #==0 2==0, откуда и 
С’ ==0, а потому: 


2= 87 - висоя а. (а) 


Полученное уравнение показывает, что связь между г и Ё будет та- 
кая, как будто цилиндра нет. 

Обратимся теперь к интеграции двух остальных дифференциальных 
уравнений. Умножим для этого лервое уравнение на у, а второе на х 
и вычтем из второго первое, 

Получим: 


п так как т 30, то 
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Из теоремы площадей известно, что 


у 4х [Е ( ау ==) 


ка У ат И о Ут) 


поэтому, совершив интеграцию, найдем: 


ду ах 
Ха Ур — С» 
Это уравнение есть интеграл площадей, откуда заключаем, что равно- 
действующая силы сопротивления поверхности и действующей силы 
тяжести постоянно пересекает одну и ту же ось, что и очевидно из 
данной задачи. Представим интеграл ллощадей в полярной форме: 
4 
р — 

“р =Сь 

где ф есть угол между а и х. Для определения произвольного лостоян- 
[и 

ного С» пользуемся следующим соображением: а есть проекция 
скорости на перпендикуляр к ра- 
диусу-вектору. Этот перпечдику- 
ляр в положении А (фиг. 967) 


Ра 


Фиг. 267. Фиг. 268. 


при г=0 есть касательная Т к верхнему основанию цилиндра и лри- 
том составляет прямой угол с образующей цилиндра Аг” (фиг. 268), 
параллельной оси цилиндра О2г (фиг. 266). Следовательно, начальная 
скорость составляет с перпендикуляром к радиусу-вектору (касатель- 
ной) угол (90°— а), так что: 


9$ _ и) — 
(* чо — 1 с0$ (90 9) = и за. 


Цля точки А интеграл площадей будет: 
а- па =). 
Исключив при помощи этого уравнения С., получим; 


а. —: 4) Ш @. 
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или по сокращении на а: 


4% 
а т =— ис. 


Разделяем переменные и интегрируем: 


== па С. 


В положении А при #==0 имеем ©==0, следовательно, и С, ==0, 
а потому 


= Ета. (5) 

Зная ф, легко найдем хи у; 
х=ас0зф = 2603 (№ 30а), (5) 
у-азш ф-= азт (№. ё9ша). (4) 


По трем уравнениям движения нетрудно найти траекторию. Но вместо 
связи между координатами мы будем искать снязь между 2 и $ ==а%, 
где $ есть длина дуги, соответствующей углу $. Полученное таким 
образом уравнение представит нам ту кривую, в которую обратится 
траектория нашей точки, если мы развернем цилиндр на плоскость, 
Определим из уравнения (Ъ) #: 
Е: 
фзта т а. 
подставим это значение в уравнение (а): 


$2 
2 5051 ища +5 2 м зтЗа? 
ИЛИ 
_& р 
а са оленя 5. 


Эло есть уравнение параболы, откуда заключаем, что материальная 
точка движется по параболическому винту. 

Определим теперь силу сопротивления поверхности №, Из первого 
дифференциального уравнения движения имеем: 
2х 


а 
= а ` 


ах 
Составим вторую производную я: 


х=ас0з (ЧЁ яп “), 


2 — шута зи (© {ша), 


Ч — т 7 со (* РЗ а). 
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Подставив эти данные в выражение для №, получим: 


т 3 За и 
М = м5 — [ща , 
\ а а 


#, 
с9$ (4 3т “) 
а 


откуда по сокрашении: 
кой 
№М=— т = 5118 & 


Эта формула показывает, что сопротивление поверхности равно цен- 
тробежной силе точки, движущейся по окружности основания цилиндра 
со скоростью по, 

$ 5. Давление движущейся материальной точки на удержи- 
вающую поверхность. Пусть материальная точка М (фиг. 269) дви- 
жется по некоторой поверхности лод действием силы Р, описывая 
траекторию АВ. Проведем нормаль # к поверхности в рассматривае- 
мой точке М и напишем дифференциальные уравнения движения 
в виде: 
Е 
Х-- №соза =т 1х 


< У-- Мсозв == т Р-Н М с0$4 = т -— 42 


а? ав? 
где а, В, { суть углы, образуемые нормалью к поверхности с осями 
коордгнат. В этих уравнениях 
сила М№ представляет силу сопро- 
тивления поверхности. Что ка- 
сается искомой силы давления, то 
она будет равна и противопо- 
ложиа силе М, так как на основа- 
нии третьего закона динамики, — 
закона действия, равного проти- 
водействию, —с какой силой ден- 
ствует поверхность на материаль- 
Фиг. 209. ную точку, с такой же силой, 
но в противоположном направле- 
иии действует и ма:ериальная точка на поверхность. Если назовем 

силу действия через (©), то Ч == — М. 
Перепишем дифференциальные уравнения движения и заменим 

в них Л через ©: 


2х 
ай 


@22 
ще * 


4 


Х— О соза=т-> ав’ 


У — 9 сз В = т й — 0 со 4=т— 


Преобразуем несколько вторые части. Мы знаем, что полное уско- 
рение слагается геометрически из цен'ростремительного и танген- 
циального ускорений. Центростремительное ускорение, направленное 


о 
по главной нормали к центру кривизны, равно > › ГДе р есть радиус 
ьривизны, а тангенциальное ускорение, направленное по касательной, 
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ГА) 
равно ето Если №, у суть углы главной нормали траектории с осями 


координат, а &@, 6, с—углы касательной, то, проектируя полное 
ускорение на оси, будем иметь: 


42х 4 
аи 
Фу 

-да = т со зы 4%. = 5036, 
422 и 


4 
а — 5 608 У +; 605. 


Внесем теперь в дифференциальные уравнения движения вместо 
2х Фу 42 


ав › а’ РТ их значения и напишем эти уравнения так: 


АЙ 
Чсоза = Х—т 08 — ту со5 а, 


93 4% 
0 с0$ В == Итак 


49 
9 со 1 = и сов — п р 6086. 


Определяем из этих уравнений силу @, для чего умножаем их соот- 
ветственно на с0$а, со$В, с0${ и складываем: 


== Хсоза-|- УсозВ-[- 2с0$1— 


7 
—7.- (08% сова -- с0$ р. с0зВ - с039с081) — 


4 
тт (со асо5а-|- с0$6с058 -|- с05сс03{). 


Представим первые три члена второй части в виде: 
Хх у 7 
Р( соза-- 5 503 В со т). 


—`щЩ— 
Выражение в скобках есть с0$(Р, п). Обозначив этот угол между 
направлением силы и нормалью п к поверхности через ф, найдем: 


Хсоза-|-- УсозВ -|- соз1==Р с0$%. 


—^ 
Далее первая скобка во второй части есть с0$ (п, 2), где р есть напр&- 
вление главной нормали. Обозначив этот угол через 6, имеем: 


ти р (с03^ 05% -Г созр со В -- 05,5031) = оз, 
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Что касается последнего члепа 
40 
т-т; (созасоза -|-с050созВ -|- с056с0$ 1), 


—^— 
то он равен нулю, потому что выражение в скобках есть соз (п, Т), 
т. е. косинус угла нормали с касательной, который равен 90°. 
Пользуясь этими преобразованиями, представим наше уравнение 
в таком виде: 


9— Роз — "со 9. (72) 


Покажем механический смысл полученного равенства. Рсозф есть 
проекция действующей силы на нормаль. Что касается второго члека, 


ти 
то вспомним, что силу, равную по величине в и направленную по 


радиусу кривизны ог центра кривизны, условились называть центро- 
бежной силой инерции. Проекция этой силы на нормаль есть 


Ё 2 
у соз(т — 6) == — "о -соз 9. 


Следовательно, второй член нашей формулы представляег проекцию 
центробежной силы на нормаль. Таким 
образом: 

Теорема. Сила давления движу- 
щейся по поверхности материальной 
точки на эту поверхность равна 
сумме проекций на нормаль движу- 
щей силы и центробежной силы инер- 
ции. 

Следует заметить, что угол 8 между 
нормалью к поверхности и радиусом 
кривизны кривой только тогда равен 
нулю, когда кривая геодезическая, т. е. 
представляющая кратчайшее расстояние 
между двумя точками на поверхности. 

Фиг. 970. Для шара (фиг. 270) такой кривой бу- 

дет круг главного сечения, когда и Ю, 

радиус шара, и р, радиус этого круга, совпадают. Другое 

сечение хотя и будет окружностью 0’, проходящей через те же 
точки Ми М’, но 


Мп’ М’> МиМ', 


и К, радиус шара и вместе с тем нормаль к поверхности, с р, 
радиусом кривизны этой окружности, составляет угол 6, косинус 
которого и введен в нашу формулу. 

Пример. Материальная точка движется по поверхности шара 
под действием силы тяжести, выходя из самой верхней точки шара 
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с начальной скоростью 4. Определить силу давления материальной 
точки на поверхность шара и то месго, где материальная точка 
соскочит с шара, 

Пусть имеем шар, радиус которого есть а (фиг. 271). Поместим 
начало координат в центре шара, ось О=г направим вертикально 
вверх, а ось Ох так, что- 
бы начальная скорость 1 
лежала в плоскости О2х. 
Уравнение шара олноси- 
тельно ценгра есть 
у — 27 =0. 
Материальная Точка, вы- 
ходя из А с начальной 
скоростью 1, движется 
под действием силы тя- 
жести, так что компо- 
ненты движущей силы по 


осям суть 
Х=0, У==0. ра 


2 == — тв. 


ЕЕ => < 


Обнаружим сначала, Фи. 271, 
что материальная точка 
будет двигаться в плоскости Огх по меридиану АВ, нока не соско- 
чит с поверхности шара. Напишем для этого дифференциальные 
уравнения движения в виде: 


№9 42 Мод 2 Мд 422 
хата, Уатта, 2-ти 


Сославим из уравнения шара частные производные: 


0; 0 (а 
5х == 2х, ду = у, 5 = 22, 


Ау -- уг = 94, 


Взяв А с плюсом, будем считать положительною внешнюю нормаль. 
Вносим все эти данные в дифференциальные уравнения движения: 


х ях 
М те, 


ау 
М тт СЯ» 


42 
те =. 


94 Зак. 2984. Н. В. Жуковский 
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Умножим первое из полученных уравнений на у, второе на хи 
вычтем из второго первое; получим: 


Фу 4х 
п (хат — Уна) =, 
и так как т 3Е 0, то 
42у 4х 
Кар Ув 
Интегрируя полученное уравнение, находим: 


47 4х с 


==0, 


Это есть интеграл площадей для оси Оз, откуда заключаем, что 
равнодействующая силы тяжести и силы сопротивления поверхности 
постоянно пересекает ось Ог, что очевидно и прямо из условия 
задачи. Для определения произвольного постоянного С обращаемся 
к начальным данным. В положении А х==0и у==0, следовательно, 
и С-=0. Таким образом: 


ду 


ах 
хр — УщЕЕ0. 


Сократив на АБ разделим переменные: 


Совершаем интеграцию, представив произвольное постоянное в ви- 
де ШС,: 
шу=шх--ШС,, 


откуда у==С.х. Для определения произвольного постоянного диф- 
ференцируем по времени полученное равенство; имеем‘ 


ау ах 
ЧЕ = Ср” 
В начале движения скорость и лежит в плоскости Озх, так что 
4. 
5—0, ЧЕ 9. По этим данным находим, что С, ==0. По под- 


становке имеем у==0. Это значит, что движение происходит в пло- 
скости Огх. Траекторией движения будет служить меридиан АВ, 
лежащий в этой плоскости. 

Приступим к решению самой задачи. Определим силу давления 
точки на шар. Было показано, что сила давления движущейся мате- 
риальной точки на поверхность равна проекции действующей силы 
на нормаль плюс проекция на ту же нормаль центробежной силы 
инерции, т. е. 


а 
9=Рсозф—7,-с036, 


& 6] ДАВЛЕНИЕ ДВИЖУЩЕЙСЯ ТОЧКИ НА УДЕРЖИВАОЩУЮ ЛИНИЮ 371 


“^^ гм 
где ф==(Р, п) и 09 == (р, п). Для данного случая: 


Р=т8, с080=—, реа, 


где а — радиус шара, кроме того, 6 = 0. Виесем эти величины в нашу 
формулу: 
__ 2 тт 
9=т- —-—. 
Определим 9? по теореме живых сил, Так как сила тяжести имеет 
потенциал — 1102, если ось Оз направлена вертикально вверх, то 
напишем теорему живых сил в таком виде: 


где — ира есть значение силовой функции в А, так как зцесь 2 = а. 
Преобразуем последнее уравнение так: 


то? = ти? -|- Это (а-—2). 
Подставив в выражение для @, находим: 


а—2 ИХ. 
—т—, 
а а 


@= тЕ- —2тв 

ИЛИ 5 
__ Заа ей 

9=т (5—8 —%). 


Таким образом мы нашли величину силы давления. В тот момент, 
когда это давление @ обратится в нуль, материальная точка соскочиг 
с шара. Координата 2, соответствующая этому месту, определится из 
уравнения 


откуда 


2 
Если начальная скорость очень мала, 2==--а, т. е, материальная 


2 
точка соскочит с шара на высоте = радиуса. Движущаяся точка 


2 2 
соскочит прямо в А, т. е. при 2г==а, если = за, откуда 
® = И ар; тогда ларабола свободного падения вся обнимает дугу АВ. 

$ 6. Давление движущейся материальной точки на удержи- 


вающую ее линию. Пусть мазериальная точка движется по линии, 
определяемой двумя уравнениями: 


1 (<, У, 2) =0 
24» 
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А (<, У, 2) =0. 


Назовем через ©, и @, силы давления, которое оказывает мате- 
риальная точка на по- 
верхности, дающие своим 
пересечением линию. Так 
как линия может быть 
опрелелена двумя поверх- 
ностями,  находящим! ся 
в различных положениях 
относительно друг друга, 
то допустим, что эти по- 
верхности выбраны так, 
что в рассматриваемой 
точке М (фиг. 272) они 
взаимно перпендикуляр- 
ны. Проведем нормаль и; 
к первой поверхности и 
назовем углы её с осями 
координат через а, 8;, {1; 
проведем также нормаль 
па ко второй поверхности и пусть углы ее с осями будуг чо, В., те. 
Напишем дифференциальные уравнения движения материальной точки 
по линии в следующей форме: 


Фиг, 272, 


Х— 9,6084, — О, сов о == т созА -- и й соза, 
@ 

У — 0, с0$ В, — 9,соз вт" совр -- ту с052, 

2— О,соз 1 — сов ль == т сову -- бу сз, 


где ^, в, у суть углы, делаемые радиусом кривизны р, считаемым 
в направлении к центру, с осями координат; а, д, углы каса- 
тельной с теми же осями. Из этих уравнений нетрудно определить 
О: и @.. Умножим эти уравнения соответственно на с05%;, с05В; и 
с0$1 и сложим их: 


Хсоза, -- Усоз В, -|- 2 с0811— ©, — 
— 0. (©03 а. сова, -- 60535 с0$ В, -- с0$ 12 с0$ 1, == 


Я 
== р (05 с05 а, -- сов соз В, -[- с0$У603 41) -- 


т т (со; асоз а, -- с0з0созВ; -|- с0$ с с0$ 11. 


$ 6] ДАВЛЕНИЕ ДВИЖУЩЕЙСЯ ТОЧКИ ЧА УДЕРЖИВАЮЩУЮ линию — 873 


Первые три члена представляют проекцию действующей силы на 
нормаль п. Если угол силы Р с нормальо п, обозначим через ф;, то 


Хсоза, -|- УсозВ, -|- 2 соз1, == Рсозф,. 


Скобка при О, обращается в нуль, так как она представляет косинус 
угла двух нормалей п, и п. которые взанмно перпендикулярны, 
потому что поверхности мы выбрали взаимно перпендикулярные 
в данной точке М. Первая скобка во второй части равенства есть 
косинус угла нормали п. с направлением р главной нормали траек- 
тории; если этот угол назовем через 6,, то 


с03 А с0$ «, —- С03 1 с0$ В, -[-- с03%с03 11 == с038,. 


Что касается последней скобки, то она есть нуль, так как это — 


п 
косинус угла нормали п, с касательной, который равен э. Оконча- 
тельно уравнение наше перепишется так: 


Рсоз4: — т" соб, == О.. (а) 


Точно таким же образом, умножая дифференциальные уравнения на 
с03а., с0о$Во, с0з1., найдем: 


Рсоз &—"” 03 65 == (0, () 


—^ — 
где фз есть угол (по, Р) и 8. — угол (п., р). Так как оба давления 
© и 4. взаимно перпенди- 
кулярны, то полное давление 
на линию будет 


= (9) 


Из уравнений (а) и (Ъ) вы- 
текает следующее правило, 
Если желаем определить силу 
давления на линию движу- 
щейся по ней материальной 
точки, то ны должны спроек- 
тировать действующую силу 
на плоскость, перпендинуляр- 
ную к данной линий, и полу- Фиг. 278. 
ченную проекцию сложить по 
правилу параллелограмма с центробежной силой инерции. Дей- 
ствительно, допустив, что @ слагается из упомянутой проекции Р 


то 
(фиг. 273) в центробежной силы —›_› составим проекцию @ на п. 
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той 
Если станем проектировать на и, силу >>, то придется умножить 


ве на с0з (п —6,) = — с0$8,, поэтому 
той 2 
При, ("^) — — ^^ с0$ 9.. 
` р р 
Проектируя же РЁ, найдем: пр», Р == лриР. Итак: 


пр» @ == при.Р - при, (“^) ‚ 


тт 
©, = Рсозф, —, 036, 


что и дано было уравнением (а). Составив таким же образом проек- 
цию силы @ на ип›, придем к уравнению (Ъ). 
$ 7. Движение материальной точки по поверхности по 

инерции. Если материальная точка движется по некоторой поверх“ 
ности /(х, у, 2) ==0 без действия сил, то дифференциальные урав- 
нения движения будут: 

м9 пк М ПФ М9 1 

А0х 4’ Вду 4’ Ад п ав* 


Силовая функция для такого движения есть величина постоянная, 
так как приращение ее есть нуль. Теорема живых сил даст урав- 
нение 

ту тд 

== =9. 
откуда 9 =9;. Материальная гочка движется с постоянной скоростью, 


т. е. равномерно. Если это так, то все ускорение сводится к одному 
;: 


© 
центростремительному >. Называя А, в, у углы, образуемые радиусом 
кривизны траектории с осями координат, будем иметь: 
я т оз У со со у 
ай р ’ Ср в ав р 5. 


Подставим эти значения в дифференциальные уравнения движения: 


№ тв М4 т №0 то 
А0х = р од р 08 д а 608» 


Возвышая в квадрат эти уравнения и складывая, найдем: 


то тия 


№ = иди М=—=-—. 


р“ ’ 
По замене М в ‘дифференциальных уравнениях обнаружим, что 


91 А Соса: Ш о АА 
7х: А==50$%; Еду: А= 05; =: : А=с0$у, 
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Эти результаты показывают, что направление радиуса кривизны 
траектории совпадает с направлением нормали к поверхности. Такая 
линия на поверхности, радиус кривизны которой направлен по нор- 
мали к поверхности, называется геодезической. В анализе доказы- 
вается, что геодезическая линия есть кратчайшее расстояние между 
двумя данными точками на поверхности. Из сказанного следует: 

Теорема. Материальная точка без действия силы дви- 
жется на поверхности по геодезической линии. Например, если 
движение происходит по поверхности шара, то материальная точка 
будет олисывать дугу большого круга; если движение происходил 
по поверхности конуса или цилиндра, то материальная точка будет 
описывать винтовую линию. 

$ 8. Теория математического маятника. Прежде всего заметим, 
что при рассмотрении движения материальной точки по линии 
выгоднее определять положение ее не 
тремя координатами х, у, 2, а одним 
параметром, именно дугою 9. Так, на- м 
пример, если материальная точка дви- 4 —" 
жется по линии АВ (фиг. 274), то по- 
ложение ее вполне определено дугою $, Фиг. 97а. 
отсчитываемою от некоторого начала О. 
Знак при $ покажет, в какую сторону от начала О происходит дви- 
жение, если влеред установлено, какое направление считать поло- 
жительным. Допустим, что существует силовая функция; напишем 
теорему живых сил: 


той то 
= 
откуда определяем 9: 
2 
== я 2 (0— (14) 


Пусть знак (--) соответствует движению, происходящему по стрелке 
45 
на нашем чертеже; тогда, заменив © через -7;, имеем; 


4$ 


и 
У чи 


затем, разделив переменные, интегрируем: 


вс 
Е ТА т 


Уравнения (74) и (75) решают вполне вопрос о движении материаль- 
ной точки по линии в случае существования силовой функции. Если 
же силовая функция не существует, то можно пользоваться теоремой 
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живых сил в дифференциальной форме: 


то? —^ 
4 (7) = Р 45соз(Б, 5), 


45 
т’ или же можно пользоваться тем 
соображением, что проекция действующей силы на касательную 
равна массе материальной точки, умноженной на тангенциальное 
ускорение, т. е. 


где 9 можно заменить через 


а 425 
Татр ==т а 

Теперь перейдем к вопросу настоящего параграфа. Математи- 
ческим маятником называется материальная точка, которая под 
действием силы тяжести движется по некоторой кривой. Положение 
и вид кривой вообще могут быть различны, но ее обыкновенно 


г 


Фиг, 275. 


берут в вергикальной плоскости и располагают симметрично отно- 
сительно некоторой вертикальной прямой. Пусть маятник движется 
по траектории АВ (фиг. 275), которая симметрично расположена 
относительно вертикальной оси О2. Примем эту прямую за ось 
координат О=г, а касательную в самой нижней точке траектории за 
ось Ох. Пусть в начальный момент маятник находится в точке М, 
где он не имеет скорости, т. е. 9, =0. Будем определять положение 
маятника одним параметром — дугою 5, которую будем отсчитывать 
от точки О. Кроме того, услозимся считать напразление от Ок В 
положительным, а обратное — отрицательным. Так как движущая 
сила — сила тяжести — имеет силовую функцию, то по формуле (74) 
имеем: 


2 
== #2 (и— 0), 


где 9=0 и МФ-==—Щ тай. Напишем выражение скорости для 
какого-мибудь положения Л, где И = — тв2. Имеем: 


ф=- У = {—теё-Н ЕР) === У (#—2). 
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Так как точка будет двигаться по направлению к О, т е. против 
положительного направления для отсчета дуг, то 


9= —\У 3—2. 


Легко видеть, что наибольшее по абсолютной величине значение 
скорость будет иметь при 2 ==0, т. е, в точке О. Тогда 


[9 | нах == И 2%. 
Заменим х через Е и разделим переменные; 
У2в (#—:) 


интегрируя, получим: 


45 
‚--| УеЕя "С 


Пусть 5 = ОМ ==5, при (=0, тогда для этого положения: 


8% 


45 


О пре 
у У2=@—э 


с 


Исключив произвольное постоянное С, находим: 


4$ 
= — | = о. 
/ У2&@—2 ; Уж@—2 


Полученное уравнение дает связь между временем и положением 
маятника. Пользуясь им, найдем время полного размаха маятника. 
Пусть это время есть Т. На прохождение пути от М до О, кото- 
рым соответствуют $=5, 5==0, т. е. для половины размаха, маят- 


ник употребляет время поэтому 


>, 
1 50 

15 
2 У УзЕв—э (76) 


Это есть основная формула математического маятника, 

Рассмотрим несколько частных случаев. 

1) Маятник движется по кругу. Пусть радиус этого 
круга есть {/ (фиг. 276), а угол размаха, т. е. угол наиболь- 
шего отклонения от оси симметрии, есть 9. Будем определять 
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положение маятника вместо дуги $ углом ф, причем: 
5=, #==1—1с0$$, 
@ ==1[4$, №==1— [с08%%. 


Заметив, что ф-е0 при 5==0 и ф=9, при 5==5., подставим эти 
данные в уравнение (76); получим: 


Фо 
Ту ИИС В 
2 ; 221 (сз — с03 0) 


ИЛИ 


_ ® 
1 { 4$ 
2 8 р У 2 (037 — с030) (77) 


Вычислим приблизительную ве- 

личину этого интеграла, которая 

Фиг. 976. достаточно точна, когда размах 

маятника очень мал, а потом выве- 

дем точную формулу. Разложим созф и с03$о В ряды по степеням ф 
и 9, 


о” 


КЕ ИК ИИ: . 
605 ==1 — Ра РК * 
я 4 6 
$0 $0 Фо Фо 
608 Фо ==1 —г г — м РК." 


Составим разность 2(с03ф —с0$$0), пренебрегая членами выше 
третьей степени: 


а 2 
26039 — сз) = 2 (9—5) = 9%. 


Нодставив эту разность в формулу (77), получим: 


— 4 
1т=У 1 | 4$ 7 Е 
2 5 Уве г и: 
Г] Фо 
ИЛИ 
1 Фо 7 
{ $ =у- 
5 Т = | = ага (3. =5 2’ 
о 
откуда 


т=И 2 (78) 
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Это и есть приближенная формула кругового маятника, достаточно 
точная при малых размерах. 


Выведем теперь точную формулу. Заменой переменного инте- 


грал (77) приводится к нормальному виду эллиптического интеграла 
первого рода. Положим: 


Яй + == ® о $; (а) 


пределы интеграции при новом переменном будут: $ ==0 при ф==0; 
ф = 5 при Ф==$,. Определим @ф дифференцированием равенства (а): 


соз $ 4%. — зи ® 2 05$ 4$, 


22 
откуда 
2 эп 5‘ с0$ ф @ф 
а = —— 
$ 
с0$ 
Но из равенства (а) следует: 
с05 : = 1 — 5112.20 > 31? $; 
поэтому 
2 зп 20 о’ 60$ $ 4 
[#{ =— НЫ * 
У 1-я" я $2 
Далее; 


созф == 1-— 294125 э ==1— 2 9% 118, 
$ 
с03 о == 1— 252 -. 
Составим разность (с03Ф — с0$$)). 
059 — с05 фо == 1—2 3012 оф — 1--2 зи © 
== $112 я (1 — $12 $) =2 а 03? {. 
Следовательно: 


2 (С03ф— 08$) - 2 а © 5. с03$. 


При помощи этих преобразований уравнение (77) получает вид 


ез 
> 


Уд: 2 © 5. с0$ $ 4 
Е 2 т 9 с0$$ | р зше $” 
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или по сокращении 


27- Уз И ет 


Этот интеграл есть эллиптический интеграл первого рода, который 
по обозначению Лежандра можно представить в виде 


Р (+ ‚ а %). 
Представим этот интеграл так: 


з 
— 1 
5 1 у | (1 11" 317$) 349. 


Чтобы интегрировать, развернем подинтегральную функцию в строку 
по биному Ньютона: 


1 
(1 — 31 2 зи? +) * =—1-+- 5 зи о ше -|- 


1 3 1 3\(—5 


$108 ъ 


ИЛИ 
_4 
(вич) В = 


1.3.5 
2.4.6 


=! +5 5. $11? 10 т 3? ив: "Азии ® 314 ф — 5106 0. о $... 


Общий член этого ряда есть 


1.3.5... (21 —1) оп а 
об аа "о 9$, 


так что общий член в интеграле выразится так: 
в 
з 


11.3.5... (21 Па за [я 4$; 
в-У т 5..6. э”” 5 ф ф; 


но 


зв фу = 5 


ыы 
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ноэгому после интеграции общий член ряда будет: 


В — Г1.3.5... О в %0 1.3 5... (2—1) 
#=2-4.6... 2 22.4. 6, 21 


Г[1.3.5..- 21-1 и 
ЗИ [ити 4.6... 2 О вши 


Чт касается первого члена, то ои есть 


з 
4= | += $. 
[о 


. Я 


 _— 
"5 = 
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С: { 
Взяв в ряду за скобку = = и умножив обе части равенства на 2, 


получим: 


ту че учи о 


Вот точная формула, которая показывает, что действительное время 


размаха больше, чем дает приближенная формула (78). 


2) Маятник движется по циклоиде. Когда кривая дви- 
жения есть циклоида, то между расстоянием ОМ==$ (фиг. 277) и 


= существует следующая 


связь: 5 = 8аг, где а есть 2 
радиус образующего круга, 
откуда ==. Очевидно, что 


Е] 
5 
й = 3 Напишем основную 


формулу 


ат | 
2 ) У2&@-2 


Фиг. 271, 


и заменим Ви 2 данными значениями, Заметим, что пределы инге- 


грации остаются те же: 


85 


85 
1 Т— 45 — 4а 4 
2 5—5 Е Уз 
Г] 28 0 
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Совершая интеграцию, получим: 


т т= у = атс —, 
а 
ИЛИ 
1._= У 42. 
1 э Г. э 
следовательно: 


Полученное равенство показывает, что каков бы ни был размах маят- 
ника, время колебания одно ий то же. Это свойство циклоид- 
ного маятника называется изохро- 

р: низмом. 

Гюйгенс, пользуясь тем сообра- 
жением, что развертка (эволюта) ци- 
клоиды есть также циклоида, пред- 
ложил следующий способ. В точке 
А (фиг. 278), откуда идут две ветви 
циклоиды, привешен маятник на 
гибкой стальной полоске, которая 
при качании может во всех точках 
прилегать к ветви циклоиды. Тогда 
конец маятника будет двигаться по 
кривой 616, которая есть также 
циклоида. 

$ 9. Задача Абеля. Задача Абеля относительно маятника состоит 
в следующем: определить вид кривой, по которой движется маятник, 
для случая, когда время колебания есть функция наибольшей высоты. 

Напишем основное уравнение маятника; 


Фиг. 278. 


а 
1 
5 Г= =. 
$ У2Е@-—э 
Положим, кривая, по которой движется маятник, такова, что 


8=1(2). 
Заменим в выражении Т переменное 5$ через 1 (г), 4$ черев /” (г) 4г. 


Что касается пределов интеграции, то нетрудно заметить, что 2==0 
при $=0 и г=й при $==5 (фиг. 219), где # есть высота паде- 
ния маятника, По подстановке находим: 
[2 
ии | Г (=) 4 
— жж, 
ПУ 
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или по умножении обеих частей на Ур: 
ь 
8 Л (2) 42 
т | РОГ 
У= в Уё—# 


Так как по условию задачи время колебания маятника есть чекото- 
рая известная функция высоты 
падения, то положим: 


У Ет=е®. 


Если найдем }(2) так, чтобы 


ГО 
—| ла 
=, @ 


то задача будет решена. 
Абель дал такое решение 
этой задачи: 


п 
в) = Е ( ве а Фиг. 279. 


Докажем это. Заменив в уравнении (а) # через х и умножив это 
ах 

авнение на -— = 

УР Ух’ 


от него определенный интеграл 
от 0 до й. Находим: 


возьмем 


ь 

$(х) ах __ 

У —х 
[1 

р м 
— | Л (2) 4гах о 
Уи—е-э. 

Во второй части полученного 
уравнения мы имеем двойной ин- 
теграл, который нужно сначала 
брать по 2 в пределах от 0 до х, 
а потом ло х в пределах от 0 до #. Переменим в этом интеграле 
порядок интеграции. Но сначала выясним при помощи геометриче- 
ского представления, какой смысл имеет порядок интеграции. 

Возьмем прямоугольные оси координат Охг (фиг. 280) и прове- 
дем через начало О линию ОМ под углом 45° к оси Ох. Отложьм 
от О по Ох линию ОМ-==Й и в М проведем ординату, которая 


Фиг. 280. 
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также будет равна #. Первая интеграция при постоянном х по = 
в пределах от 2==0 до 2==х идет по плошади бесконечно малой 
пластинки афа’’. Изменяя затем х от 0 до й, мы получим после 
второй интеграции интеграл, распространенный на всю площадь Л, ОММ. 
Изменим теперь порядок интеграции, взяв сначала интеграл по х, 
распространенный на бесконечно малую площадь с4с’4’. Пределы 
интеграции будут х=е и х=Й, а интеграя будет: 


| ах 
; Ув—-9(=-—2‘ 


Пределы второй интеграции найдем, ивменяя 2 от 0 до А. Поэтому 
уравнение (5) можно написать так; 


_одах_ ‚ , 
У=5 - [по ее. © 


Изменив таким образом пределы интеграции, совершим самую 
интеграцию сначала по х, а затем по 2. Пусть для краткости 


[иены = 
; Уйв—*“— 2) | 


Раскроем скобки под корнем в подинтегральной функции: 


= | ах 
У —#2=—ф же -а’ 
* 
у 
и, прибавив под корнем -- ( + #2): — #8 ‚ составим полный 


квадрат: 
ах 


= Гу Е. ЕЕ 


—& 
оз 


й 
Разделив числитель и знаменатель подинтегральной функции на 


нетрудно заметить, что в полученном выражении 


зах 
й—2 


и: =) 
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подинтегральная функция ес1ь дифференциал от 


агс $т (Иа), 


поэтому по инлеграции находим: 


= [ак вит (И) = агс чи (1) — агс эт (—1) = —(-#)}; 


8 


следовательно, /==м. 


через к, находим. 


| 
ах 
Заменив в уравнении (5) /== уе 
> © 1 У-9е-8 


в 


1 @) = ®/®), 


» 
$ (х) ах т р [6 аг—т 
| Уё—х [ 


0 


так как / (0) =5=0 при 2==0. Отсюда определяем Ё(#): 
ъ 


1 ф (№, их 
= [еа. (80) 
; Ух 


Таким образом задача Абеля решена. 
Пользуясь полученным результатом, можно решить вопрос, есть 
ли циклоида единственная изохронная кривая. Для этого будем искать 


такую кривую, чтобы время колебания было посгоянной величиной, 
Пусть 


+= тес. 
По формуле (80) имсем: 
в ь 
С ах 2С =—_—_ 2С 
ее Ию == ИЙ. ( 
О ася ие 2 @) 
9 [и 


Так как С — произвольная величина, то допустим, что 


25 а. 
Тогда уравнение (4) примет вид: 
1@® = 8ай. 


Мы получили уравнение циклоиды и, таким образом, видим, что 
циклоида ес:ь единственная изохронная кривая. 


95 Зак 2084 Н Е. Жуковский. 
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$ 10. Движение маятника в сопротивляющейся среде. При 
исследовании движения маятника в сопротивляющейся среде будем 
принимать сопротивление среды пропорциональным скорости, Это 
предположение довольно близко к истине, так как обыкновенно рас- 
сматривают малые колебания 
маятника. Пусть эта сила со- 
противления есть @=Ату, 
где Е—о некоторый фактор 
пропорциональности, а т— 
масса колеблющейся матери- 
альной точки. Будем рассматри- 
вать движение маятника в мо- 
мент, когда он находится в М 
(фиг. 281) и образует с вер- 
тикальной линией некоторый 
угол 8. В положении М маят- 
ник находится под действием 
двух сил: силы тяжести Ри 
силы сопротивления среды ©: 


Фиг. 281. Р= тв, О== тА. 


Для определения движения воспользуемся теоремой живых сил 
в дифференциальной форме, по которой дифференциал живой силы 
равен сумме элементарных работ действующих сил. Сила Р произ- 
водит положительную работу, и эта элементарная работа есть 


—^щ 
Р45соз(Р, @5) == Рсоз (90° — 6) = их 6 45. 


Сила же © производит отрицательную работу, которая есть 


— © 45 == — Ато 4$. 
Подставив найденные величины в теорему живых сил, имеем: 
23 
а (“> == Ир ЗП 0 4$ — Ато 4$, 


или 
то 49 = те 516 45 — Ато 45. 


Пусть угол, соответствующий бесконечно малому элементу пути 45, 
есть 29, тогда 4$ = — 1% (если движение происходит от Мк 0), 
где / есть длина маятника. Подставим эту величину в наше уравне- 
ние; 


ту 49 == — тет 0 46 Г Ето! 48; 


но 


420 
= 8—1 = — и. 
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Поэтому 
Е 
ний я 48 = — ип 6 4 -— тй 98 и. 


Сократив э:0 равенство на 11 44 и перенеся все члены в первую 
часть, найдем дифференциальное уравнение второго порядка 


90, 8 
чи -Н Е -- 2 918 == 0, 


Интегрировать это уравнение с тригонометрической функцией п 6 
представляет неодолимые трудности. Но так как угол @ весьма мал, 
то мы можем заменить 910 через 9. Тогда 


4260 46 
аще 0=0, 


Это уравнение интегрируется легко. Его общий интеграл есть 
— Сем -- Съем, 


где е есть основание неперовых логарифмов, С; и С, суть произ- 
вольные посгоянные, а А) и А, определяются, как корни уравнения 


№ --& ==0. 


Рещая это уравнение, находим: 


г] 
А = — ы == РЕ . 
2 4 1 
Е Е? 
Так как т всегда больше то этот корень всегда есть мнимая вели- 
чина, Представим его в виде 
А = — ти, 


Ё 2 т 
где Шу, ап = 1— ти есть действительная величина. Тогда 


оба корня уравнения будут: 
М=—Щт--в, М=-—т—Ш м, 
Общий интеграл будет иметь вид 
= е-те (Се Г Се-тН), 
или по формуле Эйлера 
б==е-яи [(С, -- С.) созё -Н (С, — С.) зш ий. 
Положив 


1 1 . 
<= (А-В, <= (А-В), 


25* 
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найдем 
)Э жзе- №! | А со$ ПЕ - - ВЫш ив. (а) 


Эгим уравнением характеризуется движение маятника. Определим А 
н В. Пусть в начале движения, когда маятник был в М, скорость 


48 
его равна нулю, т. е. при #==0 имеем —-==0. Определим из урав- 


4 & 
нения (а) 27: 
г — — Те-т! (А с0$ п — В т п) — пе-"" (А зтвё -- Всозий. (5) 
Положив #=0 и а. —0, найдем: 
0== —ША —пВ, 
огкуда 
В=—т А 
п 


Подставив это вначение В в уравнения (а) и (Ъ) и сделав приведе- 
ция, получим: 


6 — деи (соз иё-- ши), (81) 
р 2 
р =— ре" Аге-" 511 ПЕ (82) 


Формула (82) показывает, что скорость маятника — будет обращаться 


кк 
в нуль при 2==--, где &— какое угодно целое число. 


В начале движения 0 ==0; при #==0, откуда по подстановке в 


формулу (81) имеем: 8% ==А. Игак, А есть амплитуда качания маят- 
ника. Посмотрим, как она изменяется. 


При #=0 =, 
ь 1“ 9. = — Де № , 
я 
2 п: 
> = в == Ае 8“, 
5 18 = -— Де в“ 
РЕ 


Из этих значений 68 мы заключаем, что абсолотная величина ампли- 
туды все убывает, Чтобы судить об этой убыли, возьмем отношения 
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последовательных амплитуд; 


т 
85 в” 91 х* 
=” ‚ г =” ,... 


Логарифмируем эти отношения: 
т 
118 — 118, = т, 


116, — п бт, 


Мы видим, что амплитуда убывает так, что логарифм ге уменьшается 
на постоянную величину 

т п =: — п =—0). 

п 2 тп 
Величина эта называется логарифиическим декренентом и служит 
для определения коэффициента А сопротивления среды, когда известны 
последовательные значения амплитуды и время колебания маятника. 
Именно: 
11 6% — тв 

п 


Эт 2п 


в = = 2 (1—0). 


Что касае'ся времени колебания маятника, то оно равно: 
у { 
и — 
— ы — & 
п 5 _ № и 1—2 | 
{ 4 4: 
Так как Ё— весьма малая величина и притом входит в квадрате, то, 
пренебрегая под корнем вторым членом, имеем: 
7 
Т=* —, 
| 
откуда заключаем, что время качания маягника почти не зависит от 
сопротивления среды. 
$ 11. Относительное движение материальной точки. Вопрос 
0б огносигельном движении заключается в том, что движение нско- 
торой материальной точки набл’одается относительно некоторых дви- 
жущихся в просгранстве осей координаг, движение которых известно. 
Вопрос этот решаегся вполне на основании динамической теоремы 
Корголиса, которую и докажьм. 
Динамическая теорема Кориолиса. Относительное 
движение материальной точки можно исследовать по правилам, 


890 ГЛ. ТП, НЕСВОВОДНАЯ МАТЕРИАЛЬНАЯ ТОЧКА [ч. ит 


изложенным в теории абсолютного движения, если прибавим 
к действующим силам еще две новые силы, из которых первая 
равна произведению массы натериальной точки на переносное уско- 
рение и направлена в сторону, прямо противоположную перенос- 
ному ускорению, а другая равна массе материальной точки, умно- 
женной на поворотное ускорение, и направлена в сторону, прямо 
противоположную поворотчому ускорению. 

Заметим, что если рассматривается относительное равновесие, то 
надо прибавить только первую ив упомянутых сил, так как поворот- 
ное ускорение в случае, когда относительная скорость равна нулю, 
само есть нуль 

Положим, мы рассматриваем движение материальной точки массы т 
относительно некоторых осей координат Охуг, движущихся в про- 
странстве. Пусть равнодействующая всех сил как непосредственно 
действующих, так и заменяющих связи материальной точки, есть КА. 
Нам иввестно, что полное ускорение ] в абсолютном движении 
направлено по действующей силе Ю и связано с силой Р и массой т 
равенством 


К == т]. (а) 


С другой стороны, на основании докаванной нами в кинематике тео- 
ремы Кориолиса, полное ускорение ] слагается из трех векторов: 
относительного ускорения &, переносного ускорения Г и поворотного 
ускорения А, т. е. 


1=а-Н Г. (5) 
Назовем углы силы А с осями координат через а, В, 1 и умножим 


обе части уравнения (а) последовательно на соза, созВ, сот. Умно- 
жая на соза, имеем: 


Ю соза == т] воза, (©) 


Юсозя есть проекция на ось Ох как силы, непосредственно действую- 
щей на материальную точку, так и сил сопротивления. Положим для 
общности, что материальная точка движется по линии, и назовем 
силы сопротивления через № и №, а составляющие по осям непо- 
средственно действующей силы — через Х, У, 2, тогда 
—^— , ^^ 

Юсоза = Х-- Мсоз (и, х)-- № соз (м’, х). 

Что касается т] с0$ 4, то 
]соза = пр -- пр -- про. 

Но прод есть ускорение по оси Ох того движения, которое мы рас- 


ах 
сматриваем, и равна =, поэтому 


4х 
[с08& == ав Е пр! -- пр. 
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При помощи этих преобразований уравнение (с) можно представить 
в виде 


Х—т.при—т. прый -- Мсоз (, Х) Е № оз, т, | 


У— т. при— т. пруй -Е №соз (п, рум соз (ИИ, у Уи, | ва 


2 


—м— „—мщ 
— т. пр/— т. пр. -- М№соз (п, 2) -- М’ соз (п’, 2) = тя. 


{Последние два уравнения написаны по аналогии.) Это есть группа 
обыкновенных дифференциальных уравнений движения материальной 
точки по линии с той только разницей, что кроме сил сопротивле- 
ния и действующей непосредственно, входят еще две силы, компо- 
ненты которых суть 


т. пр» т. пр, т. пры, 
т. прьё, т. пр,уй, т. пр, 


© отрицательным знаком, т. е. силы (—1/) и (— т^). Таким обра- 
зом, динамическая теорема Кориолиса доказана. 
В случае относительного равновесия 


их 4? 
= = 9—0 и А=0, 


и дифференциальные уравнения будут: 
^^ г 
Х— т. при -- М. с0$ (й, ЭМ. сз (И, х)==0. | 


У— т. при -Е М. с0$ я. У) № +505 У) = 0, (84) 
2— т: при -Е М. со$ (п, „м * с0$ (й’, ТА = 0. 


Силы (—1/) и (—тА) называются силами Кориолиса в относи- 
тельном движении. Сила (— А) называется также сложной центро- 
бежной силой, 

Решим несколько примеров на относительное движение. 

$ 12. Задача Ампера. Определить относительное движение тяже- 
лого шарика, помещенного в наклоненную прямую трубку, вращаю- 
шуюся равномерно около вертикальной оси, проходящей через нее. 
Возьмем вертикальную ось, вокруг которой врашается трубка, ва ось 
координат Ог (фиг. 282) и расположим остальные оси так, чтобы 
трубка ОЁ, проходя через начало О, находилась в плоскости Одх. 
В каком-нибудь положении М иа ОЁ шарик будет находиться под 
действием силы тяжести Р== та, компоненты которой суть 


Х==0, У=0, П=-— тв, 
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и сил сопротивления № и №, нормальных к ОД, из которых № лежит 
в плоскости чертежа Огх, а № параллельна оси Оу (если трубку 01 
будем рассматривать, как прямую пересечения плоскости Огх с пер- 
пендикулярной плоскостью, проходящей через ось Оу). 

Чтобы можно было рассматривагь движение шарика, как абсолют- 
ное, нужно к этим силам прибавить силы Кориолиса. Найдем для 
этого Ги А; Гесть переносное ускорение и равно ®?х, где ® есть 
угловая скорость равномерного вращения трубки вокруг оси Оз, а 
х—- расстояние ЛМ ог О2г. Действительно, в движении влечения 
точка М описывает круг около оси О2г, и ускорение в этом движе- 

нии состоит только из центро- 


©. 
стремительного > так как тан- 


ао 
генциальное ускорение =. при 
в == С01$4, есть нуль, Следова- 
тельно, =5, О р= м, а 9 == 


==®х, поэтому 


Эго ускорение направлено по 

оси Ох, вследствие чего 
пр! = пр/ == 0. 

Таким образом первая сила 


Кориолиса (— т) сводится 
к центробежной силе 


— 5 


Фиг. 282. 


— = — Той х. 


Для определения поворотного ускорения Ё воспользуемся выведен- 
ными в кинематике формулами: 
прил == 2 (4 * при — г + пр‚и), 
пруй =2 (г. прьй — р. пр,п), 
прьй == 2 (р + пруи — 9 + прод). 


Здесь й есть скорость того движения, которое мы рассматриваем, 
т. е. относительного; поэтому 


вх ау 


а2 
прьй ==, при =, прий == ч;. 


Далее р==4==0, г=а, Так как « направлена по оси Ох, а р, 4, г, 
ау 
суть проекции угловой скорости на оси координат. Кроме того, -- = 0, 


> 4 
так как движение происходит в плоскости Огх, а у==сопз{. Внеся 
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эти данные в написанные равенства, получим: 
ах 
Про ==0, пре = 2-1, пр, == 0. 


Таким образом, вторая сила Кориолиса выразится так; 


ах 


К = — 27 т. 


Рассмотрим, с какой силой давит шарик на трубку. Для этого 
воспользуемся вторым уравнением из группы (83): 


—м— —^м #] 
У— т + при! — т + пруё-- М соз (п, у) -Е М соз (й’, у) = таз. 
В этом уравнении, как выше было найдено, 


@у 
У =0, прь/ == 0, = ; 
—мщмщ 
кроме того, соз (мл, у) ==0, так как п | Оу. По сокращении находим: 


— т. прьё -- №’ соз @ У) == 0, 
Но 


м 
гру == 24, а 60$ (7’, у) =1, 


поэтому сила сопротивления 


/__ ах 
№’ = Эта 22. 
"Гак как сила давления ©’ == — №, то 
ах 
' =— — —- 
[9 ато Е 


Сила же сопротивления № будет уравновешиваться суммой проекций 
на перпендикуляр к ОЁ в плоскости Огх сил Р==тше и пы, а сле- 
‘довательно, сила давления (©), равная №, будет: 


© = тот 0 Е табх соз 0. 


Что касается движущей силы, заставляющей шарик двигаться по 
трубке в направлении ОЁ, то она есть 


то?х т 9 — 112 с0$ 0. 


Если обозначим через & расстояние ОМ, то х= 310, и мы будем 


имегь гакое дифференциальное уравнение движения шарика во вра- 
щающейся трубке: 


т р =: И? $102 0. — те со$8, 
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или 

425 ваза 0 "ЕН 2 с0$0 =0 

ав . 
Это — дифференциальное уравнение второго порядка с постоянным 
членом. Прежде чем интегрировать его, освободимся от постоянного 
члена заменой переменного. Положив &==<--@, найдем: 


2 — ом 509 — ола зы 0-8 08040. 


Так как а произвольно, то мы выберем его так, чтобы постоянные 
члены обратились в нуль. Этого достигнем, положив 


25038 
— 63а 5070 --2с050==0, откуда а= ар. 
Дифференциальное уравнение тогда будет: 
ой зн 0. 


Общий интеграл этого уравнения есть 
© == Се - Сем, 


где Су и Сь суть произвольные постоянные, а Л и Х„-— корни урав- 
нения 
2 — 023112 0 ==0. 


Решая его, находим: 

А = 085110, Ао == — ® 9100, 
Вносим эти значения в общий интеграл: 

{= Се вт 8 + Се в 9, 


или, по замене & через & —@ и а через его значевие, 


360 
Е Сие 80 Со ов -- Век. (85) 


Полученный результат дает уравнение искомого движения. 

$ 13. Влияние вращения Земли на падение тел. Пусть мы рас- 
сматриваем падение тела в точке О (фиг. 283) на земном шаре, где 
широта есть $. Направим ось О2 вертикально вверх, ось Ох по 
касательной к меридиану на юг, а ось Оу по касательной к параллели 
на запад. Напишем дифференциальные уравнения относительного дви- 
жения: 


42 
Х— т. прь/-— т прьй == та, 

42 
У—т.при/—т. пруй == т ат, 

4?2 


Е—т пр — т + пр. == иг. 
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Что касается вектора /, то его находить нет необходимости, так 
как ом входит в выражение силы тяжести, которая собственно есть 
равнодействующая силы земного притяжения и центробежной силы, 
к которой сводится вся сила инерции влечения вследствие равно“ 
мерного вращения земного шара. Поэтому 


Х— т. пр == прь (тр) = 0, 
У — т. при == пр, (т8) = 0, 
2—т + пр// == пр, (тв) = — тк. 


Чтобы найти вектор А, заметим следующее. В кинематике было 
доказано, что всякое дви- 
жение можно рассматривать, 
как поступательное со ско- 
ростью некоторой точки 
теля и вращательное около 
мгновенной оси, проходящей 
черев упомянутую точку. 
Поэтому движение наших 
осей мы можем рассматри- 
вать как поступательное 
со скоростью точки О и 
вращательное около оси, 
проходящей через О. Эта 
ось есть ось ®, параллель- 
ная оси Земли. Скорость 
вращательного движения ® 
будет равна угловой ско- 
рости врашения Земли. Зная 
«, нетрудно найти р, 4, г, Фиг. 283. 
которые суть проекции 
мгновенной угловой скорости ® на оси координат. Проектируя, 
находим: 


^^ 
р=0с0$ (а, Х) == %с05$, 
— 
4 = эс0$(®, у) ==0, 
^^ 
ГЕ 0508 (№, 2) == — «Я. 
Определяем А по формулам 
Г: а. 
прый = 2 (4-1 — = ‚ 


прив = 2 (› 4—4), 


пр»в == 2(р 9 Ч). 
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Подставив вмесго р, 4, г их величины, получим: 

про^ == 2 $ ф 5, 

пруё == — 2% (5 9% -|-с05Ф <) , 

пр.А == 2 с0$ ах. 


Если мы подставим полученные величины в дифференциальные 
уравнения движения, то, сократив на т, найдем; 


@х ду 

ат = — 29 ЧФ щ, 

4?у 4х 42 
—==- —-ы — 
ай +25 (по ар Г 60$ #), 
422 __ р Чу 

т == — 8 — 26008 Фу. 


Интегрируем эти уравнения по одному разу: 


ах 


2 `-4— 20 ЧФ. у, 

2 6-2 (та х-- со8ф. 2), (86) 
42 $ г, 

-р == 6-81 — 2605$ + у, | 


где а, 2, с суть произвольные постоянные, предсгавляющие проек“ 
ции начальной скорости на оси координат. Уравненгя (86) мы могли 
бы совместно интегрировать, что не представляет особых трудностей, 
и решить таким образом вопрос вполне гочно. Но, так как Хх, у, 2 
представляют малые отклонения от решения, в котором не прини- 
мают во внимание вращение Земли, то мы будем искать приблизи- 
тельное решение. Отбросим члены с ®: 


ах _ ау 42 __ 
г = ‘р ар ЕЬ 
По интеграции найдем: 
х=аь у=б $= 1—5; 58, (а) 


Произвольных постоянных мы не пишем, так как, положив, что 
точка выходит из О, легко видеть, что Х==у==2==0 при [== 0 и 
произвольные постоянные суть нули, 
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Заменив в уравнениях (86) х, у, г их вначениями (4), получим. 


ах 

ит == а-— 9% И зш оф, 

Г.) 

= = 6-2 аи э--(е —&) сз |, 
Г: 

т —=5-— 21 — 2% 0150$. 


Интеграция этих уравнений дасг 
Хх ==а{ — 0 по, 
у =62-- ва? зто -|- вс с03Ф — ® = с0$ф, 


й 
2==01— &— — в со$т. 

Положим теперь, что тело падает без начальной скорости (сво- 
болное падение), так что а==р == с==0 при Ё=0. Тогда последние 
равенства дадут: 


—_ 2в —_ 28 
*х—=0, у —®.--у 605$, =, (87) 
т. е. тело падает по тому же закону, как если бы Земля была 
неподвижна, и, кромв того, от- 
клоняется на восток. 
Время падения есть 


[= и”, 
8 


где через А обозначено абсолют- 
ное значение высогы, с которой 
тело падает. Что же касается от- 
клонения, то, выражая его функ- 
цией высоты падения, найдем: 


2 у2 18 
= — — —_. 8 
у З %с0$5ф ( 8) 


$ 14. Задача Фуко. Пусть 
где-нибудь на поверхносги зем- 
ного шара производится опыт с 
маятником Фуко. Направим ось Оз Фиг. 284. 
(фиг. 284) вертикально вверх че- 
рез точку привеса С маятника. Начало координат возьмем в точке О, 
где ось О= пересекает поверхность земного шара. Ось Ох направим 
по касательной к меридиану на юг, а ось Оу — по касательной к со- 
ответствующему параллельному кругу на запад. Уравнение поверхности, 
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на которой должна оставаться магериальная точка, будет: 


С] р 
ау — = 1, (а) 
тле Ё есть длина маятника. 
Напишем дифференциальные уравнения относительного движения: 


мод @х 
Х— т. пр/— т. пруё-- —- г 9 = т, 

М д 42 
У— т. пр — т - пруй -Н-- = тт, 
—т-ири— т. пр, + м т ==, 


Относительно векторов Ги А справедливы соображения предыду- 
шего параграфа, где мы имели для вектора { следующие соотноше- 
ния: 

Х— т. пр == пр» (те) = 0, 


У — т. пру/ == пр, (713) = 0, 
Е —т. пр»! == пр, (тв) = — 18, 


для определения же Ё вывели формулы: 
прий == 2 5тф “х , 
пруй = — 2° (т ф Е - соз т), 
пр, == 2ю с05ф Е , 


где $ есть широта месга наблюдения. Из уравнения сферы (а) най- 


дем теперь входящие в наши дифференциальные уравнения величины 
977 на 


9х’ ду’ 92 Дифференцируя уравнение (а) по х, у, 2, нахо- 
ДИМ 

д д д 

дю зу, ие 


Ау уа-Е (2 — [= 21. 


Внеся все найденные величины в дифференциальные уравнения дви- 
жения, находим: 


т 2% 
— Это зто Е ем а › 
2та зтф Е то сов ф.-м. 2 =т „= (89) 


425 


— ив — Это сов Ем 2% = г. | 
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Полученные дифференциальные уравнения представляют систему 
совместных уравнений. Интегрирование их, хотя и может быть дове- 
дено до конца совершенно точно, но оно было бы продолжительно, и за- 
труднением было бы то обстоятельсиво, которое в природе имеет 
весьма малое влияние. Угловая скорость вращения Земли 


Ш 
24.60.60 43200’ 


® = 


42 
вта величина — весьма малая; также и т весьма мало, потому что 


обыкновенно в опыте Фуко маятник берется весьма длинный, размах 
его весьма незначителен (всего несколько минут). Поэтому мы будем 
пренебрегать членом 


42 
Это с —- 
059-, 
содержащим произведение означенных двух весьма малых величин. 


Умножим первое уравнение группы (89) на у, второе — на х и вычтем 
первое из второго; получим: 


ах ау\ _ &у @х 
ото т (р-р) т (ще ЧН). 
Сократив на т, представим это уравнение в виде 
ах 
Е]  — — и — 
®зтфа (х° -|- у") 4(х —г— У 2), 
откуда по интеграции получим: 
Г!) ах 
ое (Ну хе у -[ С. (5) 


Для определения произвольного постоянного С перейдем для про- 
стоты к полярным координатам. На основании теоремы площадей имеем; 


и ах а 40 
ы Ур —Р р» 


где 
р = 1 -- у и 9 — агс1е 2 
(фиг. 285). При помоши преобразования уравнение (5) примет вид: 
шр? эт ф = р? га С. (с) 


Произвольное постоянное определим, сделав следующее допущение 
относительно начальных данных, которое упростит нам дальнейшее 
решение задачи, хотя оно на практике почти не выполнимо. Обыкно- 
венно, для того чтобы привести маятник в движение, отводят его 
на некоторый угол я в сторону, привязывают нитью и, подождав, 
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пока маятник успокоится, пережигаюг нить. Маятник начинает коле- 
баться, и можно доказать, что даже при этих прелосторожностях 
он никогда, в самом нижнем положении, не пройдет через ту точку, 
которую занимал при равновесии. Поэтому мы допустим, что при- 
водим маятник в колебательное движение центральным ударом. При 
таком допущении в начале движения 
при #=—=0 радиус р=0, а потому и 
С==0; следовательно, уравнение (с) 
будет: 


9 
опен или озир =, 


Умножив это равенство. на @ инте- 


грируем: 
9 — об зтФ-Е С, 


Пусть при {=20 будет 6 =6,, тогда 
= 
С {1 


6 == 0, -- ото. (90) 


Полученное равенство показывает, что 
плоскость качания маятника будет 
Фиг. 285, постоянно отступать по насовой 
стрелке от востока к западу, вра- 
щаясь вто же время вместе с Землею. 
Угловая скорость вращения плоскости качания есть 


98 _ : 
р = ® 91 Ф. 


ра 
На полюсе при Ф == -—- она равна угловой скорости вращения Земли 
р у р , 


а на экваторе при ф ==0 она равна нулю. 
Решим теперь вопрос, каково время качания маятника и будет 
ли оно изменено вращением Земли, Для этого умножим группу урав- 


4х Чу а2 , ‚ 
нений (89) на -, 2, др и сложим; получим: 


ах ах ау 
— 2то т ф-т 2 -- Это зп ф ара = 
с Чу 42 
Е 2 то с0$ф—=— # — 2тосово 47° - ме 


+ (а У т @— р) тер = 


4х 4х - Чу Фу 4 42 2 
в“ 
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Заметив, что из уравнения поверхносги следует: 
4х Чу 42 
ху @-, др ==0, 


по сокращении получаем: 


42 ах бх-- ау у + 42482 1 
С р. 


но 


т ах 4х -- ду у - а2 922 а / т 
[7143 ЧЕ ( ), 


откуда, по подстановке и умножении на 44 получим: 


— та = 4(1-), 


или, по сокращении на т: 
ГР 
-ишна(®. 


9 -—С— 202. 


Ингегрируем: 


Пусгь высота самой высокой точки М (фиг. 286), на которую 
поднимается маятицик, ссть Я. В точке 
2=й, скорость 9==0, поэгому 
0—= С-—2рй, откуда 


С = 22й. 


Заменив произвольное постоянное С 
его значением, имеем: 


8—2 (й— 2). 
Скорость $ слагается из скорости 
45 
относительного движения - = (где 5 


есть дуга ОЛ) и скорости движения 
влечения: ®7 п ф, т. е. 


4; \ 
9 = (“;) -|- 020? $12 Ф. Фиг. 286. 


Пренебрегая вторым членом, так как &? и р?-— малые величины 
второго порядка, и заменив 0” его значением, получим: 


45 \ 
Это есть обыкновенная формула скорости маягника, огкуда заключаем, 
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что вращение Земли не оказывает влияния на время качания 
маятника, которое есть 


$ 15. Задача Ньютона. Определить центральную силу, которую 
нужно прибавить к силе притяжения Солнца для того, чтобы орбита 
планеты, не меняя своего вида, вращалась вокруг Солнца. 

Пусть имеем орбиту, отнесенную к осям Охуг (фиг. 287), и пусть 
к силе притяжения Солнца добавлена сила №. Вся действующая сила 


= жжщж.. 


Фиг. 287. 


буцет слагаться из силы Ньютонианского притяжения, компоненты 
которой суть 


хо в м 
г#? тз’ 18 


и из силы А, так что компоненты по осям Ох и Оу действующей 
силы будут: 


ых х У 


Напишем дифференциальные уравнения движения, прибавив силы 
Кориолиса: 


х Юх 42 
и —т.при— т ‚ прай = т мы, 
а? 
фм. пру/ — т + пруё = т <=. 


Так как относительное движение планеты не нарушается и это 
движение характеризуется дифференциальными уравнениями 


вх ах ВУ _ „4 22 „а 


т аа, яп, НТ, 
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то написанные иами дифференциальные уравнения упростягся сокра- 
щением равных членов, и мы получим: 


х 
кК:—т ‚ При»/ — т. Пр» ==0, 


(а) 


в=—т. пру/ —т. пруй ==0. 


Найдем силы Кориолиса. По формулам кинематики (глава У, $ 4) 
имеем: 


прай == 2. —У ЧР НН р(рх-- ау г) — в, 


й 
прин 9 (рх--ау-Ё га) — ой. 


Далее там же ($ 7) формулы (96) можно паписать так: 


[1] а 
пр = 2 (9 ы —), пруё = 2 (77 —р =). 
Так как для нашего случая р=д==0, г==а, то 


Чу 


пры == — у — ах, прьй == — 29-2, 


пру/ == хе — в, пр = 25 . 


Подставляя эти данные в уравнения (а), получаем: 
[21 
В = му я - пох |- Зто 9 = 0, 


у 4% о 4х 
к-— тхй т -- то?у — 2то -7;- =0. 


Определим из этих уравнений ® и Ю. Умножаем для этого первое 
уравнение на у, второе — на х и вычитаем второе из первого, Нахо- 
Дим: 


ах ау 
У) Ета ущ 6 
или, сократив ма т и положив х®-- уз ==; 


49. м 
Р-р | чар) = 0. 
Умножив на 4/, разделяем переменпые: 


Ч = 


2. Е 0. 
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Интегрируем, представляя произвольное постоянное в виде шл: 


Шо -- Ш 22 = Шл, 
откуда «г? == и, или 


6) 


| 
= 


(91) 


Чтобы определить А, умножаем уравнение первое на х, второе 
на у и складываем: 


к^+х той (а у) т (х и = 0. 


Последняя скобка есть интеграл площадей: 


ау ах 


Хр = С. 


п 
Заменив в уравнении (х?-- у?) через /? и ® через —5, находим: 


г2 
12 2Сп 
Ку == — т (= +-— ), 


Е? 


о!куда 
тпз + 2тпбС 
—я——. 


Так как здесь числитель постоянен, то искомая сила обратио пропор- 
циональна кубу расстояния: 


в=— 


(92) 


в == -— сопз1, 


а 


ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ, 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА. 


$ 1. О связях. Механической системой называется собрание 
материальных точек, которые связаны или геометрическими усло- 
виями, или взаимодействующими силами. 

Если материальные точки связаны только взаимодействующими 
силами и, следовательно, каждая точка может иметь любое переме- 
щение, то такая система называется динамической. Пример динами- 
ческой системы мы видим в солнечной ситеме, где планеты связаны, 
как материальные точки, взаимодействующими силами, именно силами 
ньютоновского притяжения. Другой пример динамической системы 
представляют тела газообразные, состоящие из частиц, между кото- 
рымп развиваются взаимные силы. 

Если точки механической сисгемы связаны геометрическими усло- 
виями, т. е. если для них не всякие перемещения возможны, то система 
называется геометрической. Пример геометрической системы предста- 
вляет абсолютно твердое тело, характеризуемое тем, что расстояние 
между каждыми друмя точками остается одно и то же. Твердое тело 
называется также неизменяемой системой. Пример геометрической 
системы представляет и жидкость, если мы определим последнюю 
под тем условием, что объем каждого ее элемента не можег измениться. 

Как силы, действующие на точки сисгемы, так и геометрические 
условия, их связывающие, могут быть внешними и внутренними. Внеш- 
ними силами называются такие, которые наблюдаются при действии 
на точки системы других тел, в систему не входящих. Например, 
для солнечной системы сила притяжения звезды на Солнце будет 
вненней силой. 

Напротив, силы, действующие между материальными точками 
системы, будут внутренними силами. ‘Так, например, сила тяжести 
есть внешняя сила для падающего тела. Если булем рассматривать 
как систему Землю и Луну или, вообще, какую-нибудь планету со 
спутниками, то сила действия планеты на спузников будет сила вну- 
тренняя, а сила действия Солнца будет сила внешняя, Точно так же 
внутренними геометрическими условиями называются такие, которые 
связывают между собой материальные точки самой системы; так 
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например, условие твердости неизменяемой системы представляег 
внутренние связи. 

Внешними же геометрическими условиями называются такие, кото- 
рые свявывают данную систему © внешними неподвижными телами. 
Например, система, перемещающаяся по какой-либо неподвижной 
поверхности, стеснена внешним геометрическим условием всегда оста- 
ваться на этой поверхности. Если вообразим в неподвижном сосуде 
жидкость, которую рассматриваем как систему, то условия стенок 
сосуда будут внешние связи. 

Если система стеснена одними внутренними геометрическими усло- 
виями, то она называется свободной, 

Геометрические связи выражаются уравнениями между координа- 
тами точек системы, Если положим, что система состоит из п точек 
и отнесена к прямоугольным декартовым координатам, то положение 
системы вполне определяется Зи координатами ее точек. Пусть 
система стеснена { условиями связей, которые выражаются уравне- 
ниями: 


Е; (Х, У, 2, №1» У 2. 3› Хв-ь Ува 2-1) ==0, } 
Ро(х, У, 2, Х1ь У, 21, -.-, Хи-ь Уп-ь 2,1) ==0, 


(1) 
Ву (х, У, 2, Хр Ур 2 +... Хв-ь Уп-ь 2-1) =0. | 

Если {=8п, то из Зп уравнений (1) определяются все Зп коор- 
динат, и система может иметь одно или несколько вполне опреде- 
ленных положений и перемещаться не будет. Для того чтобы система 
могла перемещаться, необходимо, чтобы {было меньше Зя. Наиболь- 
шее значение { ссть 83й —1. Система, перемещения которой стеснены 
числом условий, на единицу меньшим числа координат всех ее точек, 
называется системой с полным числом условий. 

Нетрудно усмотреть, что в такой системе каждая точка может 
двигаться по одной определенной кривой и что все точки подвинутся 
по своим путям на определенные пространства, если одну точку по- 
двинем на какое-нибудь расстояние. Действительно, если из Зи —1 
уравнений исключим 3л—2 координаты, кроме х и у, то получим 
одно уравнение, связывающее координаты х и у вида 


Ф(х, у) =0; 
таким же образом, если исключим все координаты, кроме х и 3$, то 
получим одно уравнение между этими координатами вида 

ф(х, 2) =0. 
Эти два уравнения определяют некоторую кривую, по которой может 
двигаться точка, характеризуемая координатами х, у, 2. Подобным 


же образом можно обнаружить, что все остальные точки могут яви- 
гаться, каждая по определенной только кривой, 
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Если какая-нибудь точка, например первая, подвинется на опре- 
деленное пространство, то мы будем знать ее коорлинату х; и тогда 
из 3—1 уравнений определим все остальные координаты и узнаем 
положение системы. Все движение такой системы характеризуется 
изменением одного параметра; поэтому такую систему можно назвать 
системой с одним свободным перемещением. Примером такой системы 
может служить всякая машина. 

Если рассмотрим, например, механизм часов, то заметим, что ка- 
ждая точка механизма описывает определенный путь. Когда приведем 
в движение какую-нибудь точку часов, то этим самым дадим часам 
вполне определенное движение, 

Если система стеснена 3н — 2 уравнениями, то ее называют систе“ 
мой с двумя свободными перемещениями. В такой системе всякая 
точка может перемешаться только по вполие определенной поверх- 
ности. Это видно из того, что, исключив из Зи —2 уравнений все 
координаты, кроме х, у, г, т. е, Зп —3 переменных, получим одно 
уравнение между х, у, г вида 


Ф(*, у, г) =0, 


представляющее некоторую поверхность, по которой перемещается 
точка (х, у, 2). То же самое можно 
сказать и о всякой другой точке 
системы. 

Легко усмотреть, что при пе- 
ремещении одной какой-нибудь 
точки по ее поверхности на ка- 
кое-нибудь расстояние все осталь- 
ные точки подвинутся по скоим 
поверхностям на определенное про- 
странство. Подобным образом 
можно получить систему с { сьо- @М (19 
бодными перемещениями, если мы 
ее стесним Зл —{ уравнениями. 

Посмотрим теперь, сколькими (85 
условиями стеснена неизменяемая Фиг. 288. 
система. Чтобы охарактеризовать 
неизменяемую систему, состоящую из и точек, поступим так. Вообра- 
зим, Что три материальные точки (0, 1, 2) неизменно связаны в тре- 
угольник линиями АВ, ВС, СА (фиг. 288). Так как АВ, ВС, СА 
постоянны, то должны иметь место следующие уравнения: 


(хо фУ-е—2)=8, 
иж, Ще —2=)=й р (2) 
(*, — х - (>, —* + (г, — 2} = В 
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Сланем теперь с А, В и С соединять неизменяемыми линиями 
точки О, В,...; чтобы показать, что Д неизменно соединена с А, 
Ви С, надо написать для трех линий РА, ОВ, ОС уравиения вида: 


(хо — У (а, — = 
(х.— Хх - (, — - (=. — 2 — В 
(х, — х, -- (У; — + (=. — 2.) = 1 з- } 


Таким образом для каждой новой точки (кроме трех основных точек 0, 
1, 2) надо написать три уравнения, а для п — 3 точек всего 3 (п — 3) 
уравнения, которые вместе с уравнениями (2) составят 3 (п — 3) -- 3 = 
—8н-—6 условий. Отсюда заключаем, что неизменяемая система 
имеет шесть свободных перемещений. 

Иногда условия, стесняющие координагы гочек сисгемы, выражают 
не тем обстоятельством, что некоторая функция координат равна нулю, 
а тем, что некоторая функция должна или оставаться равной постоян- 
ной величине, или изменяться в определенном смысле, т. е. или только 
увеличиваться, или только уменьшаться. Так, например, положим, 
что две материальные точки связаны нерастяжимой, но сгибаемой нитью; 
тогда расстоянге между материальными точками или должно оставаться 
равным длине иити, или может уменьшаться. Эти условия выразятся 
равенстгом или неравенством: 


(хх (уф 8-Е @ —2) < Р, 
(фу @е—2)—В<0. (3) 


В этом случае стстема может освобождаться от связи, сосгоящей 
в постоянстве расстояния, в одну сторону, — именно, в сторону умень- 
шения этого расстояния. 

Но в задачах о движении и равновесии ищугся всегда такие пере- 
мещения, которые удовлетворяют равенства, потому что если равенство 
переходит в неравенство, то условие, которым стеснены координаты 
точек, перестает иметь силу; так, например, если имеет место нера- 
венстго (3), выражающее собой, что нить сгибается, то материальные 
точки, когда нить ослабнет, надо уже рассматривать, как свободные, 
а не как связанные между собой. 

Нетрудно заметить, что неравенство является условием, от кото- 
рого система может освободигься; поэтому такие условия называются 
освобождающими условиями. 

$ 2. Метод возможных перемещений для материальной точки, 
Вопросы о ра!новесии и движении механической системы могут быть 
решены с помощью одного метода Лагранжа, данного им в его ана- 
питической механике, который называется методом возможных пере- 
мещений. Чтобы лучше рассмотреть этот метод, приведем его сначала 


ИЛИ 
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для одной материальной гочки, а потом уже распространим его на 
случай нескольких материальных точек, т. е. системы. 

Метод Лагранжа основывается на рассмотрении возможных и невов- 
можных бесконечно малых перемещений. Если материальная точка 
совершенно свободна, то мы можем ее передвигать в какую угодно 
сторону на бесконечно малое расстояние 85. Будем обозначать про- 
екции этого бесконечно малого перемещения на оси координат через 
8х, ву, 82. 

Если материальная точка сгеснена некоторыми геометрическими 
условиями, то одни бесконечно малые перемещения ее будут возможны, 
а другие — невозможны. Например, если материальная точка находится 
на некоторой поверхности, которой совсем не может покинуть, то 
для нее гозможны только бесконечно малые перемещения, направлен- 
ные по поверхности. Если же она может покинуть поверхность, сходя 
с нее в определенную сгорону, то для нее невозможны все бесконечно 
малые перемещения, направленные от касательной плоскости внутрь 
тела, ограниченного рассматриваемой поверхностью, а возможны пере- 
мещения, направленные от касательной плоскости в ту сторону, где 
нет тела. 

Если магериальная точка находится на линии, которой не может 
покинуть, то возможны только два бесконечно малых перемещения 
в ту или другую сторону по линии. При этом, если материальная 
точка, находясь на линии, может двигаться только в одну сторону, 
остается возможным только одно бесконечно малое перемещение. 

Будем называть Неосвобождающими те бесконечно малые пере- 
мещения, при которых материальная точка не освобождается от стесне- 
ний, на нее наложенных, и 
освобождающими те, при ко- 
торых точка освобождается от бя 
этих стеснений. Легко усмо- ' 
треть, что если перемещение р 6; 
неосвобождающее, то оно бы- ——> 
вает двухсторониее, т.е. одному 
неосвобождающему возможно- 
му перемещению соответствует 
другое, тоже возможное бес- Фиг. 289. 
конечно малое перемещение 
в прямо противоположную сторону; а движения освобождающие — 
односторонни. Так, например (фиг. 289), магериальная точка, нахо- 
дясь на некоторой поверхности, с которой она не может сходить, 
может перемещаться по касательной 85 в ту и другую сторону, не 
освобождаясь от наложенного на нее условия; напротив, если точка 
сходит с поверхности и, таким образом, освобождается от условия, 
чтобы она была на поверхности, то ее перемещение будет лишь 
односторонним бесконечно малым перемещением 85:, так как противо 
положное перемещение невозможно. 
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Перейдем теперь к определению термина момент силы отно- 
сительно перемещения и докажем относительно этой величины 
несколько теорем. 

Моментом силы при совершении материальной точкой какого- 
нибудь бесконечно малого возможного перемещения называется 
элементарная работа силы Р при этом перемещении, т. е. 


—^Щ 
Рсоз(Р, 85).85. Докажем относительно момента силы следующие 
теоремы. 

Теорема. /ЛМомеят равнодействующей силы относительно 
какого-нибудь перемещения равен сумме моментов всех слагаемых 
сил относительно этого перемеще- 
ния. Пусть 85 (фиг. 290) есть беско- 
нечно малое перемещение, А — равно- 
действующая сил Р, Р,, ВР, Рь... 

Проектируя Ю, Р, Р,, Р.,... на напра- 
вление 45$ и заметив, что проекция рав- дз” 
нодействующей силы на какую-нибудь 


й 60 
{24 
р р. д 
6; д 2 
65 
Фиг. 290. Фиг. 291. 


ось равна сумме проекций слагаемых сил, можем написать равенство 
—^м —^щЩ5 —^Щ 
К соз (А, 85) = Рсоз(Р, 85) -- Р, соз(Р., 8) -+..., 
откуда, по умножении всего равенства на 85, получим: 


—^Щм 
Юсоз(Ю, 8$) +85 = Рсоз (2/8) . 854+ Р;соз(Р, $5) .55--..., 


что и требовалось доказать. 

Теорема. Момент силы относительно какого-нибудь пере- 
мещения, слагающегося геометрически из нескольких перемещений, 
равен сумме моментов этой силы относительно всех слагаемых 
перемещений. Пусть Р— сила, бо — перемещение, слагающесся из 
бесконечно малых перемещений 85, 85',... (фиг. 291). Проектируем 
$а, 85, 85',... на направление силы Ри, ваметив, что проекция 83 
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есть сумма проекций 85, 85',. ., имеем: 


80. с05 (2, ва) == 85 + с05(, 85) 85". соз (В, 8) .. 


Умножив все равенство на Р, получаем: 


Рсоз (В, ®) . в = Рсоз(Р, %) . 85 -- Рсоз (р 8). +. 


что и требовалось доказать. 

Теорема. Если назовем через 8х, 8у, 82 проекции 85 на оси 
координат, через Х, Г, 2 компоненты силы Р на этих осях, то 
момент силы Р выразится формулой 


—^—М 
Рсоз(Р, 85$) . 85 = Х8х-|- УЗу-- 282. 


Напишем формулу косинуса между двумя направлениями Ри 55: 


соз (Р, ЕЕ уе. 


Умножив все равенство на Р85, получим желаемое: 


Рсоз( 85) . 85 == Хх + Уёу-- 282, 


Георема Лагранжа, Условие, необходимое и достаточное 
для равновесия материальной точки, согтонт в том, чтобы для 
каждого из возможных перемещений момент равнодействующей 
силы равнялся нулю или был меньше нуля. 

Для равновесия точки необходимо и достаточно, чтобы сила 
образовала прямой или тупой угол с направлением возможного пере- 
мещения; острого же угла при равно- 
весии Сила образовать не может. 

Обнаруживаем сначала достаточ- № 
ность этого условия, т. е., что при Р 
существовании его будет равнове- 
сие. Пусть со всеми возможными 
перемещениями сила образует тупой 55 
или прямой угол: утверждаем, что г 
при этом условии движения не бу- 
дет. Допустим (фиг. 292), что мате- 4 
риальная точка приходит в лвиже- 
ние, совершая одно из возможных 
перемещений 65, которое образует —щА 
с силой Р тупой или прямой угол. Фиг. 292 
Мы не изменим этого движения, ИГ, 29%. 
если прибавим к точке новые связи, 
так, чтобы она могла перемещаться только по линии АВ, по кото- 
рой направлено предполагаемое перемещение 85. Но если мы имеем 


№.) 
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точку, могущую перемещаться по линии, то весь оффект линии 
сводится к силе №, расположенной в плоскости, нормальной к линии. 
Когда эту силу № прибавим, то можем рассматривать точку М как 
свободную. Но как бы мы ни прибавляли силу №, мы никогда не 
получим, слагая ее с Р, равнодействующую, направленную по 85. 
Таким образом, нельзя предположить, что какое-либо из возможных 
перемещений произойдет, т, е. точка должна быть в равновесии. 
Покажем теперь необходимость этого признака, т. е, покажем, 
что при равновесии сила непременно образует со всеми возможными 
перемещениями тупой или прямой угол. Здесь воспользуемся тоже 
доказательством от противного, т. е. докажем, что равновесия быть 
не может, если сила обра- 
5, р зует с направлением одного 
из возможных перемещений 
острый угол. 
Пусть имеет место рав- 
новесие, а сила Р образует 
с направлением одного из 
возможных перемещений 
Г. острый угол. Равновесие не 
р перестанет существовать, 
если мы прибавим новые 
Фиг. 298. связи. Пусть этими связями 
будет условие, что матери- 
альная точка может двигагься только по линии АВ (фиг. 293). Заме- 
нив механический эффект линии через нормальную силу М, мы можем 
линию АВ подобрать так, чтобы равнодействующая сил Ми Р имела 
направление 85; тогда материальная точка будет двигаться, и равно- 
весия не будет. Следовательно, при равновесии Р с 85 острого угла 
образовать не может, а может образовать только угол тупой или 
прямой. 
Таким образом, необходимым и достаточным условием равновесия 
будет: 


——мщ 
соз(Р, 85) < 0, 
или, если умножить это неравенство на Р85, 


—^Щ 
Р%5 соз(Р, 8$) < 0, 


так как Ри 65 существенно положительные величины. Последнее 
уравнение и есть аналитическое выражение теоремы Лагранжа. 

Пользуясь теоремой Лагранжа, решим несколько вадач, которые 
разделим на две категории; к первой категории отнесем задачи отно- 
сительно матергальных точек, имеющих голько одни неосвобождающие 
перемещения, а ко второй — задачи относительно материальных точек, 
могущих иметь как неосвобожда ощие, так и освобождающие пере- 
мещения, 
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Первая групда задач. Напишем условие равновесия 
Рсоз(Р, 83) 85 < 0. 


Если материальная точка имеег неосвобождающие леремещения, 
то, как было замечено выше, эти перемещения двухсторонни, т. е. 
каждому возможному перемещению 65 соответствует такое же пере- 
мещение 85, в прогивоположном направлении. Если эго так, то не 
может иметь место неравенство 


Рсоз(Р, 8$) 85 <0. 


В самом деле (фиг. 294), вместе с перемещением 85, которое обра- 
зует с направлением силы Р тупой угол, должно существовать пере- 
мещение прямо противоположное (в силу двухсгоронности неосво- 
бождающего перемещения) 055,, 
которое образует острый угол 
гак, что 


Рсоз (Р; %51) 85, > 0, 


что невозможно при равновесии. 
Поэтому при равновесии для всех 
возможных перемещений 


^^ 
Рсоз(Р, 8$) 85 =0, (4) 


1. е. если перемещения двухсто- 
ронни, то сила образует со всеми 
возможными перемещениями прямой угол. Обозначим компоненты 
силы Р по осям через Х, У, Й, а бесконечно малые перемещения 
через 8х, бу, 82, мы можем тогда представить уравнение (4) в виде: 


Хх -- УЗу-- 282 ==0. (5) 


1-язадача. Определить равновесие свободной материальной точки. 
Если материальная точка свободна, то всякое перемещение для нее 
возможно; следовательно, величинам 8х, ду, 82 можно давать совер- 
шенно произвольные бесконечно малые значения. Допустим, что точка 
перемещается параллельно оси Ох; тогда 8х-Е0, бу =0, 82 0. 
При гаких значениях 8х, ву, 82 для удовлетворения уравнения (5), 
выражающего условие равновесия, необходимо, чтобы Х==0; также 
докажем, что У=0, (==0, откуда следует, что если материальная 
точка свободна, то для равновесия необходимо, чтобы 


Р == 0, 


Фиг. 294. 


2-я задача. Материальная точка лежит на некоторой новерх- 
ности, которой покинуть не может. Найти положение равновесия, 


Пусть 
Г, у, 2) =0 
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есть уравнение поверхности, на когорой лежит материальная гочка; 
в таком случае бесконечно малые перемещения 8х, ду, 8г не могуг 
рассматриваться как произвольные. Посмотрим, каким условием 
стеснены эти величины. Положим, что материальная точка из поло- 
жения (х, у, 2) переместилась в положение (х-- 8х, у--8у, 2--83); 
так как материальная точка не может сойти с поверхности, то ее 
координаты должны удовлетворять уравнению поверхности, т. е. 


(хх, у-8у, 2-8) =0. 


Развернем функцию } в ряд Тэйлора: 
Их-8х, узду, "ель У, о 8х Мы 
р чьеры 4. 


Ограничиваясь бесконечно малыми первого порядка и заметив, что 
1(х, у, 2) =0, находим: 


9 9х 9 
Вх 820. (6) 


Полученное уравнение (6) и есть то условие, которым связаны 
величины дх, ду, 82, т. е. проекции возможного перемещения на осях 
координат. 

Двум из этих величин можьо давать какие угодно произвольные 
значения, а третья уже будег вполне определенная величина. Обра- 
тимся теперь к условию Лагранжа, когорое представим уравнением 


Хёх- УЗу 2820. (1) 


Так как 82 — величина, зависимая от 5х и ву, то мы ве исключим 
при помощи уравнения (6). Для этого пользуемся способом неопре- 
деленного множителя. Умножим уравнение (6) на А и сложим его 
с условием Лагранжа; находим: 


(ха) (У-+^ 5) + (2--А 9) 2 =0. (8) 


Выберем Л так, чтобы последний член обратился в нуль; для этого 
нужно положить; 


Р-НА 
Тогда уравнение (8) примет вил; 
ду и, 
(хехе) ая- (Ук) ы=0. 
Так как в этом уравнении 8х, ду величины соверщенно произволь- 


ные, то положим, что 
8-20, ду-=0; 
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тогда из условия Лагранжа останется: 


(х--» 9) 8х0 


и так как 8% 32 0, то необходимо, чтобы 


97 _ 
Х-ЕА 9х == 
Точно так же докажем, что 
9 
У-НА ау = 
Полученные т, уравнения 
97 7 7 _ 
Хх» 9 ==0, А ду =, РА; =0 
суть уравнения равновесия, прибавив к которым уравнение поверх- 
ности 
Л (х, У, 2) =0, 


мы можем найти координаты х, у, 2 положения равновесия и не- 
определенный множитель ^. 

Если мы сравним полученные уравнения с уравнениями равнове- 
сия точки на поверхности 


м4 _ ма Ми __ 
Хак =0, УрО, = 


которые были выведены нами в динамике точки заменой механи- 
ческого эффекта поверхности нормальной к ней силой, то легко 
усмотреть, какой механический смысл имеет множитель ^, Из срав- 
нения этих уравнений видно, что 

м 


А? 


`-У 0 ГЕТАТ (27 (57 

(5-) +(5; у (9: ) 

т. е. Х есть не что иное, как нормальная сила, заменяющая механя- 
ческий эффект поверхности, деленная на А. 

3-я задача. Определить положение равновесия точки, лежащей 
на линии пересечения двух поверхностей, которых точка покинуть 
не может. Это есть собственно задача о равновесии материальной 
точки на линии, определенной пересечением двух поверхностей. Пусть 


где 


Л (>, У, 2) =0 И Да (х, У, 2) =0 


суть уравнения двух поверхностей, опрекеляющих линию, по которой 
может перемещаться точка, не схопя с нее, 
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Так как материальная точка не может сходить с поверхности 
1(х, у, ==0, то способом, приведенным в предыдущей задаче, 
найдем следующее уравнение, связывающее проекции возможного 
перемещения по осям координат: 


д и. . 
=. (6) 


Точно так же условие, что материальная точка не может сходить 
с поверхности Л! (х, у, 2) =0, выразится уравнением 


9. ах 8-91 82 =0. (6) 


Вследствие того, что 6х, 8у, 82 связаны двумя уравнениями, можно 
считать произвольной только одну из этих величин, например бх. 
Прибавим к этим двум уравнениям условие Лагранжа 


Хёх-- Уву-|- 782 =0 


и исключим из этих уравнений ду, 82 способом неопределенных 
множителей. Умножив для этого уравнение (6) на ^, уравнение (6’) 
на Х, и сложив все три уравнения (6), (6”), (7), находим: 


(КЕ Зах ыы 
(ЕАН 20. 


Выберем \ и Х, так, чтобы коэффициенты при бу и 82 обратились 
в нули, для чего ие положить 


д |уа 
уе, Аи = 
тогда 


(ха Нм 29) вх, 


0х 


и так как 8х -Е0, то 
Х-А Им 0 
Таким образом, мы получим три условия овес 
АА Р-н 0 = 0, Уфа и = 
ААА м 
к которым прибавим два уравнения линии: 


1х, у, г) == 0 и Да (ж, У, 2) == 
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Мы будем иметь пять уравнений, из которых определим А, и 
координаты х, у, г положения равновесия. 

Из сравнения этих уравнений равновесия с уравнениями равно 
весия на линии, данными раньше в динамике точки, 


м М, дА 
Хак Рад 0 ит. д. 


заключаем, что 

м 
=, 
т. е., что АХ и А суть две нормальные силы, заменяющие эффект 
линии, деленные на Аи А!, где 


Вторая группа задач. Пусть материальная точка может 
иметь бесконечно малые перемещения, как освобождающие, так и не 
освобождающие. Напи- 
шем условие Лагранжа 2 
в общей форме: 


Що 
Рсоз(Р, 85)85<0 


и, чтобы не иметь дела 
с неравенством, предста- 
вим его в форме 


Рсоз (5%) 85 == 8, 


где 4% < 0, т. е. бп =0 
или есть существенно от- 
рицательная величина. 
В этой форме мы и бу- 
дем пользоваться усло- 
вием Лагранжа при рас- 
смотрения следующих 
задач. 

1-я задача, Мате- 
риальная точка лежит на Фиг. 295, 
поверхности, которую 
может покинуть, схоля с поверхности в определенную сторону. Чтобы 
показать, какое стеснение налагает это условие на возможные пере- 
мещения 8х, буи 2, возьмем частный пример (фиг. 295). Пусть точка 
лежит на плоскости, данной уравнением 


уса -|- усозВ-- 260$ { =р, (9) 


37 Зак. 2384. 5. Е. Жуковский. 
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и может сходить в сторону, где ие находится начало координат. Допу- 
стим, что точка получила такое перемещение и перешла из положе- 
ния М в положение М,. Проведем через новое положение точки М, 
плоскость параллельно прежней плоскости; тогда углы а, 8, 1 будут 
те же самые; р изменится в р-|-8р, где 8р > 0; координаты х, у, 2 
получат приращение 8х, бу, 82. Уравнение новой плоскости будет: 


х 605% -- усозВ -|- 2505 4 =р- др. 


Подставив сюда координаты точки М, (х 6х, у-- ду, 2-82), через 
которую эта плоскость проходит, получим: 


(х-- 8х) соза -- (у- 8) созВ- (2-82) с0$ 1==р-Н8р. (10) 
Раскрывая скобки и заметив, что 
хоз а -- усоз В -- 2с0$ {==р, 
имеем по сокращении 


94 соза -|- бу с058В -|- 8260$ 1 ==8р, 


где знак бр будет вполне определенным. Это и есть искомая зависи- 

мость между 8х, бу, 82. Обра- 

2 щаемся теперь к нашей задаче, 

Пусть поверхность, на ко- 

торой лежит точка, характе- 
ризуется уравнением 


1(%, у, 2) = С. 


Положим (фиг. 296), что мате- 
риальная точка совершила одно 
из возможных перемещений 
своих, сходя с данной поверх- 
ности, и перешла из положения 
М в положение М,. Через но- 
вое положение точки проведем 
поверхность, уравнение кото- 
рой отличается от предыду- 
щего уравнения лишь значе- 
нием величины С. Эта поверх- 
ность вместе с данной будет 
принадлежать к семейству по- 
верхностей, которое дано вышеприведенным уравнением, если будем 
считать в нем переменным параметр С. Точкам, лежащим по одну сто- 
рону от АВ, будет соответствовать возрастание параметра С, а точ- 
кам, лежащим по другую сторону, — убывание, 


Фиг. 296. 
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Предполагая, что точке М, соответствует поверхность с парамет- 
ром С--8С, имеем: 


(и --8х, у--ду, 2 8=) == С-Р8С. 
Это уравнение будет иметь место для всех возможных перемещений, 
причем С есть некоторое количество, совершенно произвольное по 
величине, но стесненное знаком, так как материальная точка может схо- 
дить только в определенную сторону. Разлагаем первую часть послед- 
него уравнения в ряд Тэйлора, довольствуясь бесконечно малыми 
первого порядка: 


д 
ДЕЛ, у, авиа в = СНС, 
и, заметив, что /(х, у, г) = С, по сокращении находим: 


ЗА вк 97 В О = 8С. (11) 


Этим уравнением стеснены проекции 8х, ву, 8= возможных переме- 
щений на осях; поэтому произвольно выбирать можно только две из 
них, а третья будет вполне определенная величина по двум первым 
и по 8С. 

В этом случае при произвольно заданных 8х и ду проекция 8г 
стеснена некоторым неравенством. Объясним это на чертеже (фиг. 297). 
Если ду и 8х мы выберем так, как это представлено на чертеже, то, 
чтобы удовлетворить условию, что точка может, например, сходить 
с поверхности вверх, должно иметь место неравенство 


82 > М.Е. 


(ММ;|тт., где тт, есть проекция 8$ на плоскость Оху.) 
Чтобы точка находилась на поверхности в равновесии, нужно 
удовлетворить условию Лагранжа, которое напишется так: 


Х8х -- УЗу-- 285 = (12) 


в предположении, что возможные перемещения удовлетворяют урав- 
нению (11). 

Мы видели, что при произвольных 8х, &у величина 82 будет свя- 
зана некоторым неравенством. Чтобы освободиться от неравенства, 
исключим дг посредством уравнения (11). Для этого умножим урав- 
нение (11) на некоторый произвольный множитель А и сложим с урав- 
нением (12); находим 


(ха ы- (ина А) + (2+ Фа ны-ас 


Выберем Х под тем условием, чтобы коэффициент при 482 обратился 
в нуль, т. е. полагаем 


Е--А и = 


27* 
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Для равновесия, следовательно, нужно удовлетворить условию 
[2 9; 
(ЖЕ вж- (У--А5) = «АЗС. 


В этой формуле 8х и ду совершенно произвольны как по знаку, так 
и по величине, а 8С произвольна по величине, но стеснена знаком, 


2 


фиг. 297. 


Пользуясь этим, допускаем такое перемещение, при котором 8х -Е 0, 
Ву -=0, 8С==0; тогда из условия Лагранжа остается: 


9 \; 
(хх Вх ==, 


где 5х совершенно произвольно по знаку. Утверждаем, что выраже- 
ние в скобках должно быть равно нулю. В самом деле, допустив, 
что скобка положительная величина, не равная нулю, и Давая 6х по- 
ложительный знак, что мы вправе сделать, так как 8х не стеснено 
знаком, мы получим, что положительная величина равна дж, гле дк < 0, 
что быть не может; точно так же нельзя допустить, что скобка пред- 
ставляет отрицательную величину, потому что, давая 6х знак минус, 
получим опять, что положительная величина равна бп. Необходимо 
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поэтому допустить, что скобка равна нулю, т. е. 


х-- х9 А —0 
Точно так же найдем, что 


У-- а 
Итак, мы получили три условия равновесия: 


и _ д/ д/ 
ХА, У 0, 2—0. 


Но из условия Лагранжа осталось еще уравнение 
0 = А 5С. 


Будем рассматривать такое перемещение, когда 6С -0; в таком слу- 
чае, чтобы удовлетворялось последнее условие, необходимо Х8С > 0, 
т. е. А должно иметь одинаковый знак с 8С. 

Пользуясь тремя условиями равновесия и уравнением поверхности 
{=С, мы можем найти координаты положения равновесия и коэф- 
фициент Х; из нескольких решений надо выбрать такие, где А 
имеет подходящий знак, т. е. знак, одинаковый с 8С. При удовле- 
творении этого последнего условия равновесие будет иметь место. 

Мы уже указывали, какой механический смысл имеет множитель А: 
это есть нормальная сила сопротивления, заменяющая механический 
эффект поверхности, по которой движется точка, разделенная на 
величину А. То обстоятельство, что множитель А в данном случае 
(т. е. при освобождающих перемещениях) стеснен знаком, соответ- 
ствует тому, что поверхность, с которой может сходить движущаяся 
точка, развивает нормальную силу сопротивления только в одну опре- 
деленную сторону. 

. 8-я задача. Материальная точка лежит на пересечении двух по- 
верхностей и может покинуть их, удаляясь от той и другой в опре- 
деленную сторону. 

Пусть материальная точка лежит на пересечении поверхностей 


ЛС, у, 2) =С и ЛС, у, 2) =С 


и может перемещаться так, что С получает приращение 8С, а С; при- 
ращение 8С;, где знаки 8С и 6С, совершенно определенны. В этом 
случае к условию Лагранжа 


Хёх | УЗу-- 282 = бк 


надо добавить условия, которые налагают на возможные перемещения 
та и другая поверхности. Эти условия суть для первой поверхности 


д. 9; 9 
Зы ду -% ш—8С (13) 
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и для второй 


ЗА. эь 91 у У: эл 2 = 8С!. (14) 


Так как 8х, бу, 82 стеснены двумя уравнениями, то мы можем счи- 
тать совершенно произвольной одну величину, например 8х, а вбуи 
ёг будут стеснены неравенствами. Чтобы асвободиться от неравенств, 
поступаем, как и в предыдущей задаче, именно, исключаем ду, 82, 
выразив их через 8С и 8С\. Тогда в условие Лагранжа войдут: совер- 
шенно произвольная величина 8х и величины 8С и 8С,, которые про- 
извольны по величин?, но имеют определенный знак. 

Исключение 8у, 82 делаем помощью неопределенных множителей. 
Умножив уравнение (13) на ^, уравнение (14) на А, и складывая 
с условием Лагранжа, находим: 


(нЕ ая (У ЕН ча) + 
(ЕАН, ыы рлюыю, 


Выбираем Хи \, под тем условием, чтобы коэффициенты при бу и 
52 обратились в нуль, для чего нужно положить: 


а и 
У О, АА 
При таком выборе А и А, от условия Лагранжа останется: 
(АЕ Эа === лас-- А, 8С,, 


Так как мы располагаем указанным выше произголом при выборе дх, 
$С и 8С:, то выберем их так, чтобы 
8х-Е0, 8&С=0, 8С, =0, 


т. е. берем перемещение точки по линии пересечения поверхностей. 
При таком выборе 8х, 8С и 8С, от условия Лагранжа остается; 


Юй ОЙ 
(х+ АА 51) 8х =. 


Пользуясь теми же соображениями, что и в предыдущей задаче, не- 
обходимо допустить для удовлетворения полученного равенства, что 
скобка равна нулю, т. е. 


ХА РН», 21. = 0. 


От условия Лагранжа остается еще 


== А8С--А,8С,. 
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Пусть перемещения таковы, что 8С-ЁЕ0, а 8С, ==0. Это значит, 
что точка остается на второй поверхности и сходит с первой. Чтобы 
удовлетворить при этом последнее условие, необходимо, чтобы знаки 
при Х и при 8С были одинаковы, Т. е. ХС >> 0; точно так же най- 
дем ^.8С, >0. Итак, мы имеем три условия равновесия: 


9х 9х 

и А 
Уна - а, Ао, 

и _ 
Р-НА д М 6; =0, 


прибавив к когорым два уравнения поверхностей 
1=С и 1 =С, 


найдем координаты положения равновесия х, у, 2 и коэффициенты Х 
и А; что касается неравенств А8С>0 и 
\,5С, > 0, то они служат для выбора надле- 
жащих решений; именно, действительное равно- 
весие дают только те решения, для которых 
удовлетворяются эти неравенства, т. е. где 
знаки Хи \, одинаковы со знаками 8С и 8С.. 
3-я задача. Материальная точка лежит 
на пересечении трех поверхностей и может 


сходить с них только в одну определеннуо м 
сторону. Определить положение равновесия. 
Пусть материальная точка лежит на пере- Фиг. 298. 


сечении поверхностей Л, Ми 1/1 в точке М 
(фиг. 298), т. е. в вершине трехгранного угла, образованного пере- 
сечением данных поверхностей, уравнения которых пусть будут: 


1=С, Л=С, Ь==6С,. 


Допустим, что материальная точка может сходить внутрь трехгран- 
ного угла. Напишем условия, стесняющие бесконечно малые переме- 
щения для каждой поверхности, которые выразятся уравнениями: 


ах 5 8-5: ол 8&2=8С, | 
и 5 А 82=8С,, | (15) 
Зах -- 25. у 3у-- 2 2-80, 


где 5х, бу н 82 сугь проекции возможного перемещения 85 на осях, 
а 80, 87, и С, — количества, совершенно произвольные по величине, 
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но имеющие определенный знак, так как возможные перемещения по 
условию могут происходить только в определенную сторону. При- 
бавляем к этим трем уравнениям условие Лагранжа 


Х8х РУЗу--782==8к 


и исключаем из всех уравнений 8х, бу и 82 по способу неопределен- 
ных множителей. Умножаем для этого уравнечия (15) соответственно 
на А, ^) и № и складываем с условием Лаграижа. Находим: 


(ЕН (ха 
Ч (Е-НА--На, А-а, ыы ак --А8С-- 1, 8С,-- №80, (16) 


Выберем неопределенные множители А, №, и № под тем условием, 
чтобы скобки при 8х, бу и 482 обратились в нуль; для этого нужно 
положить 


Хы А), 9—0, 
А о 
2-9 ЗА РА а, 090. 

При этих условиях из уравнения (16) останется еще 
О— в --л8С--^,8С, НА. 5С.. 


Так как в полученном уравнении количества 8С, 6С,; и 8С. стеснены 
только знаком, то [по величине] мы можем давать им какие угодно 
произвольные значения. Пусть 8С -Е 0, 8С, == 0, 8С. == 0. Такой выбор8С, 
8С; и 8С, соответствует такому возможному перемещению, когда 
точка ходит с поверхности / и перемещается по линии пересечения 
двух остальных поверхностей. Условие Лагранжа при этом будет: 


0—2 лёС, 


это значит, что А должно иметь знак 8С; аналитически это условие 
иначе выразится неравенством 


АС > 0. 
Так же найдем: 


А, 8С, > 0 и 4,8С, > 0. 


Таким образом, для решения предложенного вопроса мы имеем шесть 
уравнений; три уравнения поверхностей, из которых можно определить 
координаты х, у и г положения равновесия; три уравнения, опреде- 
ляющие величины неопределенных множителей А, \)) и 4;; к ним 
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добавляются еще три неравенства, определяющие знак множителей А, 
А, и ^.. 

4-я задача. Определить равновесие тяжелой точки на поверх- 
вости эллипсоида, оси которого распо- 
ложены как-нибудь относительно вер- 
тикальной линии. 

Пусть эллипсоид отнесен к си- 
стеме главных осей (фиг. 299). Напи- 
шем его уравнение 


5? уз 22 
= += ==6, гле С==1. 


Допустим, что материальная точка, 
перемещаясь под действием силы тяже- 
сти тг, может сходить с поверхности 
эллипсоида наружу; тогда очевидно, 
что 8С_>0. Назовем через а, Вит фиг. 299. 

углы вертикальной линии, направлен- 

ной снизу вверх, с осями координат и найдем составляющие силы 
тяжести те по осям: 


2 


Х= — т5соза, У = — тр с0$3, = —т8с0$1. 
Напишем условия, равновесия материальной точки на поверхности: 


— 97 — 
х-- 0, УНА ау 0, 2+ = 


и составим по уравнению эллипсоида 2, у И 9: 
9 2. 9 2. 9 _ 


0х 1? ду № › 02 г ; 


% 9, 4% 


вносим в уравнения равновесия величины Х, У, 2, д 5 


Находим: 
— 18 сова -- ла = 0, 
— те со 8-2 0 , 
— та созт-- А = 0. 


Исключаем из этих уравнений и из уравнения поверхности х, у из, 
для чего определяем из трех уравнений х, у и г: 


— ИЕ у МЕ ра 2. МВ 
х=-) 4 с03а; у= 5) 2 058; = 066051 


и вносим в уравнение эллипсоида; 


ПЕ а? с05? а -|- 0? со32 В -|- с с05* 1 
4 
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отсюда: 
== 5 тЕУ а? со а - А соза В - сот. 


Для коэффициента Х мы нашли два значения, из которых одно только 
удовлетворяет положению равновесия, именно А с положительным 
знаком, так как ЗС должно быть больше нуля при 8С > 0. 

Найдем теперь координаты положения равновесия; 


т аа а? соз? а 

а 9 60а = А, 
2% У 4? созЗ а -|- $? с032 В -|- с? с032 1 
т $? со3? 

у= Е (2 соз? В == В ‚ 
2 У 22 со а -[ 52 с032 8 -[ с? соз2 | 
т 62 с032 

27 02 со? {= т 


У <? соза -- 20528 -| с соз? 1 ° 


Таким образом задача решена. 

5-я задача. Материальная точка лежит на пересечении некоторой 
сферы и плоскости. Определить положение равновесия, если мате- 
риальная точка под дей- 
ствием силы тяжести может 
перемещаться внутрь сферы 
и в ту сторону от пло- 
№ скости, где не лежит начало 

координат. 

Примем центр сферы О 
за начало координат (фи- 
гура 300) и направим ось Оз 
по вертикальной линии вверх. 
Составляющие силы суть 
Х=0, У=0, Д=— тв. 
Выберем плоскость Огх так, 
чтобы она была перпенди- 
кулярна к данной плоско- 
сти, и напишем уравнения 


с. 
| 
№ 
2 
сферы и плоскости: 


22| 22 — р 
Фиг. 300. ТУР, 
хсоза--усо$8--2с0$1 == р. 


2 


1% 


В силу выбора плоскостей координат с0$ 8 = 0, с0$ = Эта, и уравне- 
ние плоскости примет вид: 


хсоза-|- 251 ==р. 


Установим знаки 8Ю? и др. Так как точка может сходить внутрь 
сферы, то 8? < 0; что касается до 8р, то вр >0, так как точка 
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может сходить в ту сторону от плоскости, где нет начала коор- 
динат. 
Напишем условия т на линии: 
Хх 9—0, 
У о = 
Е 91 = 


По данным уравнениям  еры и плоскости составляются частные 
производные: 


ЗЕ = ах, ор = 3, 9 = ==02; 9 = оз <, = —0, 9 = ута, 
которые и вносим в уравнения равновесия; тогда, заметив, что 
Х=У-==0, а 2 == — тв, находим: 

а) 2Ах-|- \, соза ==0, 

|) Ау =0, 


с) —те-2-- А эта ==0. 


Рассмотрим уравнение (5). Оно показывает, что или \ =0, или 
у==0. Но \ нулем быть не может, потому что тогда из уравнения (а) 
найдем /, =0, а из уравнения (с) получим тё==0, что, очевидно, 
невозможно; поэтому Х -Е0, а у=0. Из уравнения (а) 


с0$ а 
=; 


по подстановке в уравнение (с) имеем: 


— и — М5 сова . 22 -|-- А) па ==0, 
откуда 
т т 
А сы д=— И . 
сова (18а — =) 2* (=) 


Так как у==0, то положение равновесия будет либо в ВБ, либо в Р; 
посмотрим, какая из этих точек удовлетворяет условиям равновесия. 
Для этого обращаемся к знакам Ли ),. Так как АЗА? >> 0 при 8? < 0, 
то ^<0; далее, №5р > 0 при 8р>>0; следовательно, №, > 0; что 
касается ^, то 

х 


2—1 
х — 15$, 
где ф есть угол радиуса, проведенного из О через положение точки, 


С осью Ох; поэтому для равновесия должно быть я > 2, чему удовле- 
творяет точка Р. 
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Этим мы закончим изложение метода возможных перемещений для 
одной материальной точки и перейдем к доказательству основной 
теоремы Лагранжа для системы. 

$ 3. Метод возможных перемещений для системы. 1. Леммы. 
Предварительно изложим две вспомогательные леммы. 

Лемма 1. Всли две равные и противоположные силы действуют 
на две неизменно соединенные материальные точки по прямой, 
соединяющей их, то для всякого бесконечно малого перемещения 
атих двух точек сумма элементарных работ сил равна нулю. 

Отнесем рассматриваемые точки Аи В к прямоугольным осям 
координат (фиг. 301), и пусть коорлинаты точки А суть х, у, 2, 


Фиг. 301. 


координаты точки В суть х/, у’, #’, а длина неизменной прямой АВ, 
соединяющей эти точки, есть /[==с00$. Выразим длину АВ через 
координаты концов; тогда 


их -- фу — 2 =. (17) 


Предположим, что АВ бесконечно мало переместилась, Так что 
координаты точки А получили приращения 8х, бу, 82, а точки В — 
приращения 6х’, ду’, 82’. Уравнение (17) для нового положения АВ 
булет 


в Ну Ву фи гы —ы, 
или 
фи — вх фу — вуз 
-- и — 2—9 9-20 @’—5)+ 
--2 (7 — 2) (627 —82) = А. 


Пренебрегая бесконечно малыми второго порядка и заметив, что по 
уравнению (17) 


ре фа = 
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по сокращении находим: 


име фа 
Ни) 5—8 (2—#/)82==0. 


В полученном равенстве делаем следующие преобразования. Делим 
все уравнение на [ умножаем первые три члена на Р’д5’ и делим 
на 85’; вторые три члена умножаем на Р85, причем Р-Р’, и делим 
на 8$; находим: 


Р%5 (2 —х и — ху Вы 7—2 $2’ № )-+ 
65" / 
х— 4’ . У-У 3 2—2’ 81 
НН в), 


Первая скобка есть косинус угла между 85’ и прямой /, взятой 


5^м 
в направлении от А к В, т. е. соз(Р", 85'), вторая скобка есть косинус 
угла между 8$ и прямой [ взятой в направлении от Вк А, т. е. 


—щЩщх 
соз (Р, 85). Пользуясь этим, полученное равенство можем переписать 
так: 


Р’$5' соз (57% )-- 28$ соз И —0, 


что и требовалось доказать. 

Лемма 2. Бесконечно малые возможные перемещения системы 
нисколько не стесняются, если три точки системы саединить 
неизменяемыми прямыми с некоторой 
свободной точкой. 

Пусть точки А, В и С получили воз- 
можные перемещения (фиг. 802) и пере- 
местились в А”, В’, С’. Соединим их со 
свободной точкой Е неизменяемыми пря- 
мыми АЕ, ВЕ и СЕ. Легко усмотреть, 
что точки попрежнему могут быть пере- 
мещены в 4”, В’, С’, так как для этого 
нового положения их мы сейчас же най- 
дем соответственное положение точки Е: 
стоит голько на основании А’В’С’ по- 
строить пирамиду по данным ребрам. 

В основание докавательства теоремы 
Лагранжа кроме этих лемм лягут еще Фиг. 309. 
некоторые положения, которые можно 
считать за начала, характеризующие идеальную геометрическую си- 
стему. Эти положения суть: 

1) Равновесие системы не нарушится, если приложить к системе 
или отбросить уравновешивающиеся силы. 
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2) Если система находится в равновесии, то равновесие не 
нарушится от прибавления новых связей; а если система движется, 
то движение не изменится от прибавления таких связей, которые 
допускают рассматриваемое движение. 

Обращаемся теперь к доказательству теоремы Лагранжа, которая 
формулируется так: 

Теорема Лагранжа. Условие, необходимое и достаточное 
для равновесия системы, заключается в том, ито для всех воз- 
можных перемещений сумма моментов действующих сил (сумма 
элементарных работ) равна нулю или меньше нуля. 


и В 


Фиг. 303. 


Эту теорему мы докажем сначала для системы с полным числом 
условий, состоящей из нечетного числа точек. Выделим мысленно из 
системы (фиг. 303) точку А, а остальные соединим в пары. На осно- 
вании второй леммы мы нисколько не изменим возможные перемеще- 
ния системы, если прибавим новые связи способом, указанным в лемме: 
берем свободные точки М, №,... и соединяем каждую такую точку 
с точкой А и с одной парой; так, № соединяем с А, Вис; № 
с А, ри Бит. д. 

Так как система с полным числом условий, то каждая точка может 
перемещаться только по определенной кривой; этим свойством будут 
обладать также точки №, №,..., потому что их движение обусло- 
вливается движением точек системы. На основании первого начала 
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прибавляем к точкам В и М взаимно уравновешенные силы ©), = о, 
направленные по неизменяемой прямой ВМ; что касается величины 
этих сил, то выберем их так, чтобы (©., слагаясь с Р,, действующей 
на точку В, дала равнодействующую, перпендикулярную к траектории 
в точке В. Такой выбор всегда возможен, потому что нам известна 
сила Р и направление равнодействующей. Также подберем ©. = Оз, 
которые приложим по направлению неизменяемой прямой СМ к концам 
этой прямой, Приложим, наконец, по направлению А№ две силы А; == В, 
так подбирая К, чтобы эта сила, слагаясь с силами (л и 0ь, дала 
равнодействующую, перпендикулярную к траектории точки №. Точно 
так же поступаем с точками О, Е, № и А ит. д. 

Назовем через 85$, 05., 05,,. . возможные перемещения точек А, 
В, С,...‚ а через 83, 85', 85”, ... возможные перемещения точек Л", 
№, №, ... Так как равнодействующая сил Р, и @, перпендикулярна 
к 851, то момент этой равнодействующей силы при перемещении 65, 


равен нулю, а следовательно, и сумма моментов сил составляющих 
также равна нулю, т. е. 


“У ^^ 
Р1 5$, с0$(Р;, 55,)-|- 9, 85, с0$ (©, 851) =0. (для В) 
Равным образом найдем: 


Р.852 с0$ (ВБ. $55) 95855 с0$ (95. 35) —=0, (С) 
———^мщ ——\щ. —^мщ. 
0 83 соз (©, 83) -- ©, 83 с0$ (Ч, 63) -|- К, 8 соз (Ку, 63) =0, (М) 


—^Щ „—^— 
Ру 85 со$ (Рь» 633) - @з 853 с0$(@». 858) =0, (Л) 
—^Щщ —^мщ 
р, 85. с0$ (Рь, 854) -- 9, 85. соз (Ц,, 854) =0, (Е) 
и! и, д! у 7 бо’ и — у 
©, 89" соз (Ч, 82’) | 0,9’ с0$ (©., 83’) -|- Ю, 83’ соз(К„, 85') =0, (№) 


Эти уравнения показывают, что все точки системы, кроме точки А, 
уравновешены, и весь вопрос о равновесии системы сводится 
к вопросу о равновесии точки А. Допустим, что последняя может 
перемещаться только в одну сторону; тогда для равновесия нужно, 
чтобы равнодействующая сил Р, Ю,, Ю., ..., приложенных в А, 
образовала прямой или тупой угол с возможным перемещением 85, 
т. е. чтобы 
—^щЩщ —^щЩ —^щ. 
Рёзсоз(Р, 85) | Ю, 83 соз(Юь, 85) -- К 85 соз(К. 65) |... ==8т, 


Складывая это уравнение с полученным выше, находим: 
5— к — , —^ 
У Р85соз(Р, 85) -- ©, 55, с0з (, 55.) -|- 01 85 соз (В, 8°) -|- 


Щ их / о, 
-- 90.59. с03 (Ч», 855) @83 соз (0, 868 )--... 
—^мщ —^щмщ 
...-- А, 85 с0$ (Кь, 85) -- Е, 890$ (Ю, ва) --... ==8м, 
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где 
—^м —^щЩщ —^— 
УР5соз(Р, 85) = Р85соз(Р, 85) + Р, 8$, соз(Р., 85)... 
На основании первой леммы все члены этого уравнения, кроме 


^^ 
УР 85 соз(Р, 85), попарно сокращаются: поэтому по сокращении 
находим: 


У 285 соз (В, 89) == 5х, (18) 


что и требовалось доказать. 

Мы доказали основную теорему Лагранжа для системы с полным 
числом условий, состоящей из нечетного числа точек. К этому случаю 
нетрудно привести и тот, когда система состоит из четного числа 
точек. В самом деле, на основании второй леммы мы можем приба- 
вить К системе еще одну точку, соединив ее неизменяемыми прямыми 
с тремя точками системы, и предположить, что на эту вновь приба- 
вленную точку не действуют никакие силы. Таким образом мы полу- 
чим систему с нечетным числом точек, для которой теорема Лагранжа 
доказана. 

Перехолим теперь к доказательству теоремы Лагранжа для системы 
с неполным числом условий. Для этого обнаружим сначала, что при 
равновесии такой системы непременно имеет место условие Лагранжа. 
Пусть система с неполным числом условий находится в равновесии. 
Мы можем прибавить к ней новые связи, не нарушая равновесия; 
прибавляем их так, чтобы сделать ее системой с полным числом усло- 
вий. Так как система и после прибавления новых связей будет нахо- 
диться в равновесии, то, по доказанному 0 системе с полным числом 
условий, имеем: 


324505 (5. =дп, 


т. е. сумма моментов действующих сил для перемещений, оставшихся 
возможными после прибавления связей, равна нулю или меньше нуля. 

Так как мы можем прибавлять новые связи различными способами 
и оставлять возможными разные группы перемещений данной системы, 
то подобным же образом обнаружим условие Лагранжа для всех групп 
возможных перемещений. Отсюда следует, что при равновесии такой 
системы необходимо, чтобы для всех возможных перемещений сумма 
моментов действующих сил была равна нулю или меньше нуля, т, е. 
чтобы условие Лагранжа удовлетворялось. 

Покажем теперь, что это условие достаточно, т. е. при существо- 
вании его будет равновесие. Пусть условие Лагранжа удовлетворено, 
но система с неполным числом условий приходит в движение; тогда 
точки системы получают некоторые перемещения 85, 85:,... Налагаем 
на систему новые связи, которые, во-первых, допускают данные 
перемещения 85, 8$, ... и, во-вторых, сделают ее системой с полным 
числом условий. Это, по сказанному, не нарушит движения. Но если 
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для системы с полным числом условий удовлетворено условие Ла- 
гранжа, то она должна быть в равновесии. Следовательно, нельзя 
допустить, что при удовлетворении условия Лагранжа система придет 
в движение, т. е. при удовлетворении этого условия будет равновесие. 

Ц. Приложение начала Лагранжа к выводу уравне- 
ний равновесия системы. Мы рассмотрим две группы залач, 
как это мы делали при выводе уравнений равновесия одной материаль- 
ной точки. К первой группе отнесем задачи относительно системы, 
имеющей только одни двусторонние перемещения (т. е. не освобождаю- 
щие перемещения), а ко второй -— задачи относительно системы, ко- 
торая может иметь как освобождающие, так и неосвобождающие 
перемещения. 

Первая группа. Пусть система имеет только неосвобождаю- 
щие перемещения. Напишем условие Лагранжа: 


У Р55 соз (5. 8%) == 8х. (18) 


Если перемещения системы не освобождающие, то они двусторонни, 
т. е. каждому возможному перемещению соответствует возможное 
же перемещение в прямо противоположном направлении. В этом слу- 
чае ни одна из групп возможных перемещений не должна давать 
суммы моментов меньше нуля. В самом деле, если бы для одной из 
групп перемещений имели 


У Р85с0$ (Б. %) < 0, 


или 

У (ах -- УЗ 25) < 0, 
где ЛХ, У, 2, Х, Г, 2... суть проекции по осям Р, Р.,..., 
а 8х, бу, 52,...— проекции по осям перемещений 8$, 85,..., то 


для противоположной группы перемещений тоже возможной — мы 
должны взять проекции перемещений 


— 8х, — у, —82, —68х,— 8, — 62, 
и получим: 


У1х(—Ф5-- 7—8) 2(—82] > 0. 


Поэтому для двусторонних перемещений условие равновесия выра- 
жается только равенством 


У (8х УЗУ-- 282) =0, 


которым мы и будем пользоваться при рассмотрении первой группы 
задач, 
Пусть точки системы связаны уравнениями вида 


Ре, У, <, рт У: 2, ...)==0. 


28 Зак, 2981, Н. Е, Жуковский, 
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Посмотрим, какие стеснения налагают эти условия на возможные 
перемещения. Для этого координатам даем соответствующие прираще- 
ния и левые части полученных таким образом уравнений 


1-Е ах, у--3у, 2-Наз, Е 8х, у Еву, =, . ро 
разлагаем в ряд Тэйлора по степеням 8х, ду, 82, 6х., ву, 82.,..., 
причем довольствуемся бесконечно малыми первого порядка. Находим: 

д: 9; 9; 
Л (х, У, 2, ^1, У 2, . "ОЭ -Ноя8х-Рду 5: де даб. . 
Заметив, что 
1(%, у, 2, м, У» 2...) ==0, 


по сокращении имеем: 
УЕ: 8х г $у-- — г) 0, 


Вот условие, стесняющее проекции возможных перемещений. Если 
нам дано р уравнений 


ф==0, Н=0, Да ==0, ...у №ь-1==0, 


связывающих Зи координат точек системы, причем р < Зи, то проек- 
ции возможных . перемещений будут стеснены р условиями 


У ое) 0 бы + 34) 0, 


так что произвольных перемещений 8х, ду, 82,8х,,.., будет только 
3п —р, а остальные будут вполне определены из уравнений, 

Исключаем по способу неопределенных множителей р зависимых 
перемещений. Для этого умножаем р последних уравнений соответ- 
ственно на /, Л,, А.,...,А,.: И складываем с условием Лагранжа. 
Находим: 


У + Ана, +. + 
На -ы а. ..)8у-- 
(Ее. =. 


Выберем р величин \ так, чтобы координаты при р зависимых пере- 
мещениях обратились в нули; тогда у нас останется Зп — р произ- 
вольных перемещений, коэффициенты при которых должны обратиться 
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в нуль, так что получим: 
ХА... =0, У ь И ... =, 
ЕАН... =0; 
жа и ма. 0, У А ма... =0, 
2 РН. 


9 д д. 
ЖА на. . =0, УРА А 1 ду» и ие. .=0, 


Аа... =0. 


Всех условий будет 3п; прибавим к этим Зн уравнениям р уравнений 
вида: 


1=0, Д =0, №=0,..., р-1==0. 


Тогда мы будем иметь Зи -|[-р уравнений, из которых определим Зп 
координат положения равновесия и р множителей А. Посмотрим теперь, 
какое механическое значение имеют множители Х, 


Ш. Механическое значение множителей Х в усло- 
виях равновесия Лагранжа для системы. Рассмотрим 
систему точек, стесненную одним условием, выраженным уравнением 


1 (%, У, =, Хь Ув 2, ...) =0. (19) 


Тогда условия равновесия системы будут следующие: 


х 9 __ у 7 9х , 

| ^ ох } У] ^ у , ^ 52 ? 
97 — 97 7 — 

МЕ Аа, = 0, А зу. =0, Р-Р Аз, = ; 


ооо 


Мы знаем, что если к точкам системы прибавить те силы сопроти- 
вления, которые развиваются от действия связей, то можно точки 
системы рассматривать как свободные. В нашем случае пусть эффект 
связи, выраженной уравнением (19). сводится к силам сопротивле- 
ния №, М, М., ..., Направления которых пусть образуют с осями 
координат углы а, В, 1, @;, В:, 11, .-. Приложив эти силы к точкам 
нашей системы, мы, как сказали выше, можем рассматривать точки 
системы свободными, и тогда условия равновесия для каждой точки 
системы можем написать в таком виде, как это было указано 


98% 
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в динамике точки: 
Х-- №соза=0, У-- МсозВ=0, 1-|- Мсозт==0; 
Х, + М, соза, =0, Г, -- М, созВ, = 0, 2, -- М, с0о$ 11 = 0; 
Сравнивая теперь эти условия равновесия, которые мы вывели из 


механического рассматривания вопроса, с теми, которые мы нашли 
методом Лагранжа, находим: 


0 9 
Мова = Аб, № созВ = ду» №051 =А 3: 


д 9! 
Му сова, АХ, №1 0581 — Хау, Ми сов, = А; 


Отсюда увидим, чем характеризуются силы сопротивления, вноси- 
мые одним стеснением, а также найдем утлы, образуемые направле- 
ниями этих сил с осями координат. В самом деле, из первых трех 
уравнений получаем: 

у. 97.07. 


05 &: 0$ В : СОЗ = 5; : ду: 02; 


из следующих трех: 


4.49.9 
с0$ а; : 0$ В; : 60511 = =: д: ри 
потом: 
| 9.07. 0у. 
С0$ вр : СОЗ В : С0$ {а == эк: ду: ° 02° 


Постараемся выяснить геометрический смысл этих уравнений. 
Пусть А, В, С будут точки системы (фиг. 304). Закрепим непо- 
движно все точки, кроме А (х, у, 2). Тогда в уравнении (19} коорли- 


РА 
й 


6. 
а( 2 


Фиг. 304. 


наты Хх, У1, 21; №, У» 2... будут постоянными и изменяться могут 
только х, у, г. Это уравнение, связывая три координаты с некоторыми 
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постоянными, выражает собой определенную поверхность, иа которой 
будет находиться точка А. Таким образом точка А при закреплении 
всех остальных точек системы может двигаться по некоторой опре- 
деленной поверхности А,А,. Постараемся определить направление 
нормали к этой поверхности. Известно из анализа, что косинусы 
углов А, в, у наклонения нормали к поверхности с осями координат 
опрелеляются формулами: 


д 
08 А == та г. Я? 
И (5#) = (55) = (2) 
97 
от 
ув + (55) + =) 
д/ 
Со$У = 02. 


или 


Уб:) +5) +9) 


д 1 14 
сотах, С05 р = у, — С0$% = у 


‚ИЕ 


Соединив последние уравнения, находим следующую пропорцию: 


СОЗ совр сова: 0:95. 


ты 


где 


Но мы еще прежде нашли: 


с05 а : 058 1 совы: 


следовательно, 
60$. : СОЗ: С0$% == С05 @ : 058 : С0$ 1. 


Если же косинусы углов пропорциональны, то самые углы равны 
или разнятся на ж, т. е. 


а-\ Вер У= 


а=А рт, Вывр--т, уеву-т. 


Отсюда видим, что направление нормали совпадает с направлением 
силы или противоположно, 


или 


438 АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА (Ч. ту 


Итак, сила сопротивления для какой-нибудь точки системы, разви- 
ваемая одной связью, направляется по нормали к поверхности, по 
которой перемещается точка, если все остальные кроме нее закреплены. 
То же самое должны мы сказать и об остальных силах сопротивле- 
ния, развиваемых одной связью для других точек системы. 

Посмотрим теперь, каковы самые силы. Если возвести три первые 
уравнения в квадрат и сложить, то найдем: 


му АВ 
мау ель, 


№ ==^А., 


ОВР ОИ ОАК. ОИ ВОИ ЗОО ЗОО ООО ОИК ЗОНАХ ООО ЗОО ЗОВИ ОИ ЗОВИ ЗС 


т. е. силы сопротивления (№, №, №, ...), развиваемые одной связью, 
получаются от умножения одного и того же множителя Х па опре- 
деленные величины А, А,, А», ..., которые суть не что иное, как 
квадратные корни из суммы квадратов частных производных от /, 
взятых по трем из координат х, у, 2, Х., У, 2, ... Знак множи- 
теля Х определит ту сторону нормалей, в которую направляются силы. 
[У. Способ независимых параметров. Вместо этого 
способа решения, ввиду большого числа уравнений, которые надо 
решить для нахождения координат х, у, 2, х;, У; 21,... и множителей А, 
можно пользоваться также другим, который, собственно, и употреблял 
Лагранж при решении вопросов о равновесии. Будем определять поло- 
жение системы не Зл координатами точек, а Зи —р параметрами, 
которые совершенно независимы друг от друга, и посредством прира- 
щения этих параметров выразим первую часть условия Лагранжа. 
Пусть система стеснена р условиямн между координатами вида: 


1 ==0, А =0, Да ==0, ..ь) р-1=50. 


Выберем {== Зл —р параметров 9, которые определяются через коор- 
динаты уравнениями 


4 == (х, У, 2, Аа, Ул» 2 ...), 
91 = (х, У, =, Хь Уь 2, ...), 
== 4-1 (>, У, 2, №» Ув 2ь ...). 


Рещая эти р-Е уравнений относительно х, у, г, ..., найдем: 
& = Р (4, Чь 9» ...› 4—1), 
у = ЕР (4, 91, до, ...› 93-1), 


= Ро (4, 9, да, ...) 9-1), 
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Для определения 8х, ду, 62 берем вариации: 
[ТЫ 9Р 9ЕР дЕ 
вх = до ВЧ да 91 д, 4 |... Ра: 81-5 


подставляя значения 8х, 8у, 42,..., выраженные через 89, 84, 
89, ...› 84; В условие Лагранжа 


Уи Убу-- 282) =0 
и отбирая коэффициенты при 849, 84., 84, ..., 84;_1, найдем: 


54 - 9, 89, | 9845--...-Н Ч 1 89;-1 =0, 


где ©, 9, О, ..., 9;_, суть суммы коэффициентов при соответ- 
ствующих 84, 841, 84, -.., 84-1. 

Так как 34, 641, 645, ..., 844_: совершенно произвольные величины, 
то для удовлетворения условия Лагранжа необходимо положить, что 


9 ==0, ©, =0, ©. =0, ...) ©; _1==9. 


Таким образом, вопрос решается : уравнениями, из которых нахо- 
дится # параметров, определяющих положение системы. 

Иногда пользуются тем и другим способами, разобранными нами, 
для решения вопроса; в таком случае положение системы определяют 
одновременно и коорди- 
патами и произвольными у 
параметрами. 

Решим несколько при- 
меров. 

1-я задача. Пусть 
имеем некоторый угол и 
горизонтальную плоскость 
(фиг. 305); тяжелая па- 
лочка скользит по пло- 
скости, которая считается 
идеально гладкой, опи- 
раясь на стороны угла. 
Определить, Какую силу 
Е надо приложить к 
концу, скользящему по 
плоскости, чтобы при дан- 
ном угле Ф палочка нахо- Фиг. 305. 
дилась в равновесии, 

Назовем длину палочки через а, силу тяжести через Р, высоту 
угла над горизонтальной плоскостью через й. Мы имеем дело с си- 
стемой с полным числом условий, потому что при данном угле ф 
положение палочки вполне определено, Рассматривая систему 
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относительно прямоугольных осей координат Оху, определим работу 
силы Р: 

раб. Р=Хах- Уёу; 
так как Р|Оу, то 

Х=0, У=—р. 
Из чертежа имеем: 
у=азтф, Зу=ас0з8$. 

Следовательно, 

раб. Р= — Рсозф 8. 


Найдем теперь работу силы Е: 


раб. Е=Х, 6х, -Ё У, 8у.. 
Так как Р| Ох, то 
У =0 Л =— В; 
далее 


7 
х = с, дл, = — зе 86. 


Итак, для работы силы ЁР имеем: 
й 
6. РЕ. 8, 
ра $112 ф ы 
Для равновесия необходимо, чтобы 


раб. Р--раб. Р=0; 
поэтому 


5 э(—аРсозе-- Е. зи) =0; 
так как 5% --0, то 
— «Резо -5- 


511 те ы 
откуда 
Е— @Р с0$ $ ып? о 
и. 

2-я задача. На идеально гладкий цилиндр положены две палочки 
равного веса и длины, соединенные шарниром в точке А (фиг. 806). 
Определить угол 6, при котором возможно равновесие. 

Пусть вертикальная линия АО, проходящая через точку соедине- 
ния палочек, пересекает ось цилиндра. Обозначим радиус основания 
цилиндра через г, длину каждой палочки через 2а и примем точку О 
пересечения АО с осью цилиндра за начало координат, а линию АО — 
за ось Оу. Заменим вес каждой палочки силами Р, приложенными 
в центрах тяжести В и В” палочек, причем центры тяжести палочек 
лежат на их серединах. Составляем сумму элементарных работ, ко- 
торая есть 2 раб. Р: 


2 раб. Р-=2(Хёх-[ Уду); 
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так как А==0, У=—Р, то 
2 раб. Р=—2Рзу. 
Из чертежа для у имеем: 


у= ВС== АО — АРр= и —асо8. 
Дифференцируя, находим: 


ду — 76050505088, 


$112 6 


Подставив величину бу в выражение элементарной работы, получим 
2 раб. Р=—2Р(а зи — 6056. 
Для равновесия 9 раб. Р=0, поэтому 


—2Р(а54— т) 6 =0. 


Так как 2Р-Е0, а 80 вообще произвольно, то для удовлетворения 


Фиг. 306. 
равенства необходимо, чтобы 
ат 6 —л от =0, 
или в 
т. 8 г=0 


Решая уравнение огносигельно №8, найдем три решения, из кото- 
рых два вообще могут быгь мнимы, а одно действительное, 
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3-я задача. Даны оси координаг Оху=. Найти положение равно- 
весия палочки, один конец которой А перемещается по окружности 
круга, лежащего в плоскости Оху и имеющего центр в начале коор- 
динат; другой же конец В палочки находится в плоскости Оу2 
(фиг. 307). 

Пусть Р—вес палочки, сосредоточенный в ее центре тяжести. 
Назовем координаты точки А через хи у (г==0), а точки В через 
Уи 2’ (Хх =0). Тогда ко- 
ординаты центра тяжести 
булут: 

1 
ух, ЗО-У), 5г. 
Так как Х=:У=0, а И= 
=—-Р, то —э-ементарная 
работа силы Р равна 


2’ 
— 28/7 
р (5). 
Для равновесия необхо- 
димо, чтобы 


— 28 (5) 0. @) 


Напишем условие, связываю- 
щее координаты точек си- 
стемы. Точка А лежит на 
окружности круга; поэтому 


д? НУ? = 28, ( 
где а— радиус круга. Да- 


лее, так как длина палочки 
неизменяема, то 


(уу В, (0) 

где /— длина палочки. Дифференцируем данные уравнения; 
хх уду =0, (5) 
х8х-[- (у— У) бу—8у) 7 =0. (©) 


Условиями (5) и (©) связаны вариации 6х, ду, ву’, 8г’. Умножаем 
теперь уравнение (5) на ^, а уравнение (с) на А, и складываем 
с условием равновесия (а); тогда 


— ОР’ (евх ву) ах — У) був) 50. 


Фиг. 307. 
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Из этого уравнения получаем следующие условия равновесия: 


0) — РА" =, 1) УЕ, (у— у) =0, 
В) хо») =0, 9) (уу), =0. 


Рассмотрим уравнение (5). Оно удовлетворяется при ^, ==0 и при 
‚у==у’. Но А, не может быть нулем, потому что тогда из уравнения (&) 


имеем 5 Р= 0, чего быть не может; следовательно, нужно допустить, 


что у=у’. При этом условии уравнение (1) обращается в Лу ==0, 
которое может быть удовлетворено при А=0 и при у=0. Рас- 
смогрим каждый из этих случаев. 

1) ^=0. Уравнение (8) при этом условии дает \,х =0, и так как 
А, -Е0, то х==0. Если х ==0, то уравнение (1) дает у == = а. Это зна- 
чит, что палочка лежит вся в плоскости Оуг. параллельно оси Оз, 
опираясь одним концом на точки пересечения окружности с осью Оу. 
Таких положений будет два, именно при: 1) у==а, 2) у= — а. Одно 
из этих положений (у==а) представлено на чертеже линией А,В.. 

2) у==0. При этом условии из уравнения (1) имеем х==7-а, 
а из уравнения (8) д = —^.. Это решение соответствует двум поло- 
жениям равновесия, когда 
палочка опирается одним 
концом на ось Ох, а дру- 
гим на ось О2. Одно из 
этих положений (при 
х=а) есть А.Вь. Что 
касается множителей Ли 
\., то в этом случае 


. Р 
=== 
ЕАН 
Ува’ 
4-я задача (а- 
дача Брашмана). 


Определить положение 
равновесия лалочки вну- 
три эллиптической чашки. 
Пусгь палочка лежит 
внутри эллиптической 
чашки в положении АВ Фиг, 308. 

(фиг. 308). Направим оси 

координат так, как показано на чертеже, и, полагая, что вллиптиче- 
ская чашка представляет собой эллипсоид вращения около верти- 
кальной оси, будем искать положение равновесия в вертикальной 
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плоскости, проходящей через ось вращения. Называя координаты 
точки А через х, у, а точки В через х’, у’и заменив вес палочки 
силой Р, приложенной в середине С палочки (палочка предпола- 
гается однородной), будем иметь для работы веса: 


раб. Р== 28 ит”. 

Вместо того чтобы положение палочки определя1ь четырьмя коор- 
динатами х, х’, у, у’, будем определять его двумя эксцентрическими 
аномалиями Ри Е’. Для получения эксцентрической аномалии для 
какой-нибудь точки эллипса, как нам известно, нужно радиусом, рав- 
ным большой полуоси, очертить окружность, опустить перпендикуляр 
из рассматриваемой точки эллипса на его большую ось, продолжить 
перпендикуляр до пересечения с окружностью и соединить получен- 
ную таким образом точку с центром эллипса. Эксцентрические ано- 
малии связаны с координатами следующими равенствами: 


==ас05В, х’=ас0$ 8’, уч=озшЕ, у’=озш Е’, 


Из этих равенслв имеем: 


2—9 оз Е-Н соз Е’) = ас0$ 


Ввелем для краткости обозначения: 


р у. 
ЕЕ —_— 60$ 22. 


тогда для 


= 0150$ # С05 9. 


хх 
2 


хх’ 
Составляем вариацию аи, 


хх" 
2 2 


== — 2 (5910 460$ 9 ди -|- со5 и зто 85). 
По подстановке найденной вариации в выражение раб. Р, которую 
приравняем нулю, для равновесия находим: 

— Ра (чтисозо ви -- сози по 89) =0. (20) 


Обращаемся теперь к условиям, которые связывают координаты 
х, Хх’, у, У. Мы имеем только одно условие: длина палочки не 
изменяется: 
В = (х— хр (у— у’)? == сопз4. 


Заменив здесь координаты через аномалии, имеем: 
В == а? (соз Е — соз Е)? -|- 62 (51 Е — чт Е’), 
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ИЛИ 
В == 442 51 и чп? о-|- 463 $1129 с08? и. 


Преобразуя выражение для Й, находим: 
В — 451120 (2? эт? и -|- 22 с05? и) = 492 ${и? о (1 — е? соз? и). 


Берем дифференциал для нахождения зависимости между вариациями 
ди и 89. Имеем; 


8а? [311 9 с0$9 (1 —22с037 и) 8% -|- 2? $11? о с0$ и зп и 84] == 0, 
или 


$119с0$9 (1 — 2205? и) 80 -|- г? $1? 0 с0$ и 51 и 8и = 0. (21) 


Решаем теперь совместно уравнения (20) и (21). Умножаем урав- 
нение (21) на ^Х и складываем с уравнением (20), причем отбираем 
коэффициенты при ди и 80: 


ди (122 т? о зш и со$ й — Ра $ и с089) -- 
-- 40 [А япосозо (1 — 2? с03? и) — Ра соз и 919] = 0. 


Приравниваем нулю коэффициенты при би и 89: 
а) Хе? $112 9 чт # с0$ и = Ра яп ис05%9, 
Ь) Аялосозо (1 — 22 с03? 1) = Расоз и по. 


Исключим из этих уравнений ), для чего умножаем накрест получен- 
ные равенства: 


2? 5108 9 с0$2 и п и ==с0$2 © Зи и $1 о (1 — 22 с08? и); 
делаем возможные преобразования: 
зп и то [22 $112 9 с032 & — с058 9 (1 — 22 с08? и] = 0, 
откуда 
типо (22с053 и — 0$? 9) == 0. 
Это уравнение может быть удовлетворено при трех условиях: 
а) зпи=0; 8) зпо==0; 1) есози == с059. 


Условие (2) имеет место при 1) и==0и 2) и==к. Но и нулем быть 
гоу 


не может, потому что ц == $ ЧТО же касается условия и =к, 


2 
то оно возможно и показывает, что палочка лежит горизонтально, 
потому что тогда Д’==2* —Е или Е’-- Е ==9т. Это есть положе- 
ние А’В’. Условие В невозможно, потому что по подстановке нуля 
вместо 5то в уравнение, выражающее длину палочки, нашли бы 
{ =0, чего быть не может. Условие 4 представляет одно из возможных 
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положений равновесия и показывает, что при этом положении равно- 
весия палочка проходит через фокус. 

Чтобы доказать это, напишем уравнение палочки, принимая во 
внимание, что она проходит через две точки С и В. Называя через 
Х и У текущие координаты, имеем: 


хх 
х— 2 хдд’ 


= и. 
ВК уу 


Ищем точку пересечения палочки с осью Ох, для чего надо поло- 
жить Г ==0; тогда, заметив, что 


хх’ 


5 — =460$ и с03 9, х—х’ = Защиту, 
$; 
2-Х = фз и оз, уу == соз из ©, 
находим: 
Х— @ 605 ис059 Зазти зто 
—фзти сви 26 с0зизшо’ 


откуда по сокращении 


Х — ас0$и ©05 # ти 
$1 и с05 # 0034 


Заменяем есози через с0з® по условию (1), тогда получим: 


Х— ае сои __ а пи 
езт и сви “ 605и? 


откуда 
Х == ае (с03? и-|- зи? и) == ае. 


Это есть фокусное расстояние. Итак, мы видим, что палочка в поло- 
жении равновесия проходит через фокус. 

Считаем не лишним привести очень простое и изящное геоме- 
трическое решение. Пусть палочка АВ (фиг. 309) проходит через 
фокус. На нее действуют три силы: сила тяжести, приложенная в О, 
середине Палочки, и направленная параллельно болыншой оси, силы 
гопротивления поверхности, действующие на концы А и В. Эти силы 
направлены по нормалям к эллипсу; равнодействующая их должна 
быть равна и противоположна силе тяжести и проходить через сере- 
дину 0) палочки, иначе равновесия не было бы. Поэтому достаточно 
доказать, что если через точку С перссечения двух нормалей 
к поверхности эллипсоида в точках А и В, которые суть концы не- 
которой прямой, проходящей через фокус, провести линию СД парал- 
лельно большой оси, то эта линия прямую АВ разделит в точке 2 
пополам, 


$31 МЕТОД ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ДЛЯ СИСТЕМЫ 447 


Из подобных треугольников АЕЁЕ и АОС имеем: 


АР АЕ. 
Ср” РЕ’ 


из подобных треугольников РОВ и СЬВ имеем: 


вр _ ВЕ 


Ср Е’ 


Нетрудно показать, что вторые части этих пропорций равны. Соеди- 
ним для этого точки А и В с фокусом Е;. Так как нормаль делит 
угол между  радиусами-векторами 
пополам, то мы имеем: 

ВР _ ВЕ, _ ВЕ ВЕ, _ 24 

Ра ‚Ч Ра-оР ЕЁ 


Таким образом, 


Ар __ ВО 
ср СВ 
и, следовательно, АД == ВО. 

Один из главных недостатков 
этого решения тот, что не видно, 
единственный ли это случай равно- 
весия или есть еще и другие. 

Вторая группа. Переходим 
теперь к случаю, когда система 
может иметь перемещения как осво- 
бождающие, так и не освобождаю- 
щие. В этом случае условия, стес- 
няющие координаты точек системы, 
выражаются не только равенствами, 
но еще и тем, что некоторая функ- 
ция координат 


Ф(х, У, 2, Хь Уь 2 .. .) Фиг. 309. 


в положении равновесия равна параметру С и при возможных бес- 
конечно малых перемещениях или остается постоянной или изменяется 
в определенном смысле, т. е. приращение 5С этой функций или равно 
нулю или имеет определенный знак Тогда 


Фе 8х, уеду, 2-22) =С-8С, 
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Разлагая Ф в ряд Тэйлора и ограничиваясь бесконечно малыми 


первого порядка, имеем 
9% 9% 
УЕ: ве -- 282) = 8С. 
Пусть, например, имеем систему, состоящую из и точек, которая 
стеснена р уравнениями 
АС, У» 2; 1 Ув 2 +--) Хи-ь Ув-ь 21-1) ==0, 
Л (х, У, 2, ^ь 7 21, +...) Ми-а Ув-Ь 2-1) ==0, 


- 1 (х, у, 2, Ж, р 2. с: Мавр Ул-ь 2-1) 20, 
и пусть 9 функций координат 
$ (>, У, 2, Хь Ур 2 +. Ат-ь Уп-ь 2 ""- С 
фи (Х, У, 2, Х1, Ур 2 +.) Мь-ь ”- 1 эс» 


Фа-1 (Х, У, ?, Хр Уз» 21, +.) Хы У. 1 г) == С 4-1? 
могут меняться так, что приращения этих функций 6С, 8С,, 6С., ... 
...) 8Са-: имеют определенные знаки. 
Положим, что р--9 < 31. Напишем условие Лагранжа в общей 


форме 

Ух УЗ 28) = (22) 
и будем искать те стеснения, которые налагают на вариации дх, ву, 
$2 данные условия. Уравнения вида 


А (х, У 2; +. Авер Уп-ь 2-1) =0 
в числе р дадут нам р условий, которым должны удовлетворять 8х, 
А\, 62, ... Эти условия, как мы видели, выражаются р уравнениями 


30: вы баг) ==, | 
Уз х-- А 9 ву-- 91 Э\ ‚)— о, ы (03) 
} 


1 ; ау Вр | 
Уи ы „)- о 
Что касается 9 функций ординат, то они связывают вариации дл, 
ду, 82, ... 4 условиями: 


УЕ: 8х т + =) = 50, 
У (5 а о 5: 99 гм) — —=8С,, 4) 


.. оо . о - Со ЗК ЗК У 


ны мы м м, 
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Игак, вариации 8х, 8у, 02, ‚.., уДозлетворяющие условию (22), слес- 
нены р уравнениями (23) и 4 урави. шями (24), всего р--@ усло- 
виямг, откуда заключаем, чго не все вариации произвольны. При Зв 
вариациях мы имеем ра условий, где р+а< 38; следовательно, 
вполне независимых вариаций только Зл-— р-—4и 4 вариаций 8С, 
8С,, 8С», ..., стесненных знаком. 

Чтобы в условие Лагранжа входили только независимые друг от 
друга вариации, исключим при помощи р-|[-4 условий все зависимые 
вариации. Для этого умножаем р уравнений (23) соответственно на 
Х, №, Ар +. .› Кро Далее умножаем 4 уравнений (24) соответственно 
на |, в, №» ...; Роз, И складываем полученные результаты с усло- 
вием Лагранжа. Получим: 


87 9 7-1 0 09 99 _ 
У [(х-+» Ема. р Зе 1х 
85 дл 97',— 0$ др . 
а с 9 + дуг." Ва -1 =) зу -- 
9; 9 9; 1 0% 0% $1 \ 
(2 ВЕН НАр-1 —9“ НВ Е НР 9; Е.Н а-1 ат | = 


бт НС 8... На -:8С4-, 


В этом уравнении р-- 9 коэффициентов при вариациях 8х, бу, 82,. 

оСращаются в нули надлежащим выбором р множигелей и 4 мно- 
жителей |2; осгальные же коэффициенты равны нулю вследствие произ- 
вола находящихся при них вариаций. Поэтому, приравнивая нулю 
коэффициенты при всех вариациях бх, бу, 82, дх\, ду, 82, ..., 8х, _1, 
буит» С”. 1, когорых числом 81, мы получим систему Зи уравнений: 


9—1 1 9% 991 
ха у, з=+ "НА: 9. = во Ева и =0, 


О и—1 9$ 
Ин + У = нау + “Ема -а а =, 


а, дд у, ` д 
хе Гы +.. «ть га 5. ан +. 9 ЕО 


О 


и 2% о мы 


ок я 


91 9 и —1 9% 9% 
7,15 92 ЗЕМ Эт 92ъ-1 +. А -11 ть р 02,1 -... 


— 
9% 
4-1 
НН д, = 0. 


20 Зак, 2984. Н. Е. Жуковский. 


450 АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА (9. 1 


При этом от условия Лагранжа остается еще равенство 
Оби рёС-Н ра 8С, Е ра8Сь Е... Рва-18Са-1, 
которое приводит к системе неравенств 
в8С>0, |,5С,>0, ..., в -18С4-, > 0, 


определяющих знаки множителей м при данных вариациях 8С, 8С., 
8С., ... Прибавив к системе Зи уравнений еще р уравнений вида 
}==0 и уравнений вида ф==С, мы будем иметь Зи -- р-- 4 урав- 
нений, помошью которых вполне можно решить вопрос о равновесии 
системы. Действительно, из этих Зп-- р--9 уравнений мы можем 
найти Зи координат положения равновесия системы, р множителей А 
и, наконец, 9 множителей р, причем знаки множителей будут вполне 
определены данными знаками 8С, 8С., 8С., ... в силу 4 нера- 
венств. Это последнее 
0 р обстоятельство дает нам 
возможность из получен- 
ных решений, которых, 
вообще говоря, будет не- 
сколько, выбрать те, ко- 
торые соответствугот дей- 
ствительному положению 
равновесия, 

1-я задача. Даны 
оси координат Оху 
(фиг. 310). В начале О 
имеется блок, через кото- 
рый перекинута нерастя- 

жимая, но сгибаемая нить 
Фиг. 310. АОВ; концами Аи В 
нить прикреплена к па- 
лочке АВ. Найти положение равновесия этой палочки, если в концах 
палочки помещены грузы Р== тя и Ф==т’ю. 
Составим сумму элементарных работ сил Ри ©, Заметив, что 


Х=0, У=Р, 
Х,=0, У, =0, 


представляем условие Лагранжа в виде: 


Рау 93у' = 8х. (в) 


Обращаемся к данным условиям, связывающим координаты точек си“ 
стемы. Во-первых, так как длина палочки АВ постоянна, то 


ви о— о 
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Далее, если длина нити $, 10 


= эру уху». (п) 

Дифференцируя уравнения (1) и (ПН), имеем: 
(х—х) 6—5 о—уУ) бу—8) =0, (5) 

хёх -убу х' 5х! Ну’ "у 
Уз + Ух у” ==85, (с) 


где 55<0, так как нить нерасгяжима, но сгибаема. Умножаем урав- 
нение (Ъ) на ^, уравнение (с) на в и складываем с уравнением (а). 
Отбирая коэффициенты при вариациях 8х, ву, 8х’, 8у’, найдем: 


дек | 8 [ие У) УЕят 


Ча" [А (е’—х ея |4 [" А(у’— ИИ |= 
х | (х ИЕ +6 8-7 У» озу” 
= бж-Ри 85==0. 
Приравнивая коэффициенты при вариациях ую получаем: 
а) А Ут —0, | 
Риз РА (У — У) Руд 
узтя— (1) 
т) ^(х ов иая = , 


ан —уУ-ь РЕ = 


Кроме того, имеем: №85 > 0, и так как 85 < 0, то в < 0. 
Займемся рассмотрением полученных четырех уравнений равно- 
весия. Складывая уравнения (а) и (1), имеем: 


(увяз) 

Ружья ' ухтруя 

Отсюда или и ==0, или скобка равна нулю. Но нулем быть не может, 
потому что тогда из уравнений (8) и {1) найдем, что Р-|- О=0, что 
невозможно. Следовательно, 


х __ х’ 
утфя Уз’ 9 
Рассмотрим, какому положению равновесия соответствует э1о условие. 
Обращаясь к фигуре 311, мы видим, что 


х д’ , 
пунк == 69$ “, утру = СО, с05% —= —с05В, 
&=п— 8 


29* 
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или 
я -==Зи — 3. 


Это значит, что в положении равновесия ветви нити образуют равные 
углы с осью Ох. Таких положений может быть два: АВ и А’В’. 
Слределяем координаты точек А и В. 


из 


у ; 
Помножая уравнение (а) на -_, а уравнение {\) на г и вычитая 


первое из уравнения (В), а второе из уравнения (5), находим: 


Ща — у(х—^!) 


, о У’ (м —х) 
т =. 


Решаем эти уравнения относительно 
тб и Ш: 


Их Ух 


т = 
ху’ — ух!’ 
А => , 

РИ ЩИ . 
паи У 
'__ : 

Аи. 


Взяв отношение тя к 1’ для 
исключения А, находим: 

те _ _Х’. 

и х' 


но по условию (9) 


=> унря 0! 
поэтому 
тЕ _ ОВ 
Фиг. ЗИ. же ОА? 


те. в положении равновесия расстояния А и В от О обратно про- 
порциональны действующим на концы силам, 

Условие (4) удовлетворяется еще при х==х’==0. В этом случае 
палочка вся лежит на оси Оу; из уравнений (и (1) для этого слу- 
чая найдем два значения у и У’: 

5—/ 


то 
у =—`5 


; 


45-й 
у==- р: 


Одно решение соответствует тому случаю, когда палочка прилегает 
к положительной оси Оу, а другое, — когда палочка прилегает 
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к отрицательной оси Оу. Но из этих решений действительному по- 
ложению равновесия соответствует только одно. В самом деле, скла- 
дывая уравнения (8) и (8), находим: 


о — у у’ 
ПЕР (узч РузтЕя). 


Так как та, И’Е положительны, и «0, то для удовлетворения по- 
лученного уравнения необходимо, чтобы скобка была положительна, 
т. е. чтобы у, у’ были положительны. 

$ 4. Равновесие неизменяемой системы. Вопрос о равновесии 
неизменяемой системы можно было бы трактовать, взяв п точек, свя- 
зав их координаты 3Зл — 6 уравнениями, но такое изложение было бы 
очень сложно ввиду 
большого числа урав- 2 6 
нений, которые нужно 
было бы разрешить. 
Гораздо выгоднее ре- 
шать эту задачу дру- 
гим способом, именно 
выразить сумму эле- 
ментарных работ сил, 
приложенных к точкам, 
не через вариации Зн 
координат точек, а че- 
рез шесть бесконечно 
малых параметров, 
определяющих беско- 
нечно малое перемеще- 
ние системы. Пусть 
имеем свободную не- 
изменяемую систему. Фиг. 312. 
Всякое движение этой 
системы может быть охарактеризовано тремя поступательными дви- 
жениями да, Ви 681 по осям и тремя вращениями 6%, 54, 50 около 
этих осей. Нетрудно видеть, что этими данпыми вполне определяются 
изменения координат каждой точки, 

Возьмем, например, точку М, координаты которой суть х, у, 2 
(фиг. 312). Из кинематики мы знаем, что скорости точек свободного 
твердого тела определяются по формулам: 


4х аа ау _ 93 42 __ @1 
= ар 97 — "У, ЗЕРАЕЕГХ р, = г -ГРУ— 9%, 
4а ав а 
где ЧЕ? Ш? ЧЕ суть скорости поступательных движений начала 


координат, а р, 4, г суть проекции мгновенной угловой скорости 
системы на неподвижные оси координат, Величины р, 4, г могут быть 


454 АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА 9 м 


рассматриваемы так я.е, как угловые скорости около осей координа! 

трех вращений, которые, слагаясь, дают вращение системы. 
Умножив эти уравнения на 4, мы получим бесконечно малые изме- 

нения координат точки /М за бесконечно малый промежуток времени: 


ах == аа-|- 24 4 -— уг аЬ 
ду = 8 -|- хг а гр ав 
42 = а1 | ур 41 — х4 4, 


выраженные через шесть бесконечно малых величин да, 43, 44, р 
441, га{; обозначая эти бесконечно малые величины соответственно 
через ба, 88, 81, 8%, 8, 80, а бесконечно малые изменения координат 
через 8х, бу, 82, мы будем иметь: 


$х = 84-284 —у86, бу-88--х88 — 28, 42==5у-- уёф— х8$; 


это-—выражения вариаций координат через шесгь бесконечно малых 
параметров да, 88, 61, 8$, 8$, 8%, из которых 8%, 88, 81 определяют 
бесконечно малые поступалельные перемещения по направлению осей 
Ох, Оу, Озг, а 8$, 84, 86 — бесконечно малые углы поворота около 
тех же осей. 

Обращаемся к условию равновесия Лагранжа 


Ух уу-- 282) =0 


(во второй части берем нуль, потому что рассматриваем свободную 
сисгему, для которой все перемещения двусторонни), в котором за- 
меним 6х, бу, 82 найденными для них значениями, По подстановке 
находим. 


У а-- 281—988) Х-- 68-х — 28) 
-- у —х8) 7 =0. 


Раскрывая скобки и отбирая коэффициенты при вариациях д, 88,. , 
получим: 


Уха Уи 
+8 №07 —г/)-- М У (2х —х2)-- 88 У (ху— ух) =0. (95) 
Так как все вариации да, 88, 41, ..., 80 совершенно произвольны и 


независимы друг от друга, то полученное уравнение удовлетворяется 
при следующих условиях: 


УХх=0, УХУ=0, Х2=0, | 6 
Х02—гУ) =0, %(@х— 2) =0, Хто. | 9 


Эти шесть уравнений и представляют устовия равновесия свободной 
неизменяемой системы. 
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Вопрос о равновесии несвободной неизменяемой системы может 
быть решен двумя способами. Первый из этих способов состоит в том, 
что заменяют механический эффект геометрических связей силами со- 
противления и, придав эти силы к действующим, рассматривают нс- 
свободную систему, как свободную. Этот способ имеет то преиму- 
щество, что при этом могут быть найдены силы сопротивления, 
заменяющие связи несвободного тела. Второй метод есть метод Ла- 
гранжа. Рассмотрим несколько примеров на приложение метода Ла- 
гранжа. 

Пример 1. Тело имеет одну неподвижную точку. Примем эту 
неподвижную точку за начало координат. Напишем условие равновесия 
Лагранжа для неизменяемой сисгемы: 


ба Ух- ВУ 
+ Х02—г- м Хех— хр) 88 Х (хУ— ух) =0. 
Так как тело поступательного движения не может иметь, то 
д4=0, 88=0, 81=0; 
условие (25) при этом обращается в 
82%.02 —ху-- № УХ —х2)-- 8 Х(хи— УХ) =0, 
и для равновесия имеем: 
3Х07—27)=0, У(2Х—х2)=0, У(мУ— УХ) =0. 


Пример 2. Тело имеет две неподвижные точки. Если тело имеет 
две неподвижные точки, то это значит, что оно может вращаться 
около оси, проходящей через эти неподвижные точки. Примем эту 
ось за ось Ох. Если тело вращается около оси Ох, то оно по- 
ступательного движения иметь не может; поэтому 


да — В =61=0; 


кроме того, тело не может иметь вращения около осей Оу и 02; 
следовательно, 


54 =860 ==0. 
Тогда из условия Лагранжа остается только 
и для равновесия необходимо, чтобы 


Пример 3. Тело имеет две точки, могущие скользить по дан- 
ой прямой. Примем эгу прямую За ось Ох. По условию тело можег 
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скользить по этой оси и вращаться около нее. Но гело ие может ни 
вращаться около осей Оу и О2, ни двигаться поступательно по на- 
правлению этих осей; поэтому 


88=0, 81=0, 8-50, 50=0. 


Из условия (25) остается: 


> х--302—2И=0, 


и для равновесия имеем; 


Ух=0, »У(у2—2У)==0. 


Пример 4. Тело имеет три точки, могущие скользить по дан- 
ной плоскости. Примем эту плоскость за плоскость Оху. В этом слу- 
чае тело не может двигаться поступательно по оси Ог и вращаться 
около осей Ох и Оу, следовательно: 


==0, 80=0, 84=0, 


Из условия (25) остается: 


88 УХ ХУ У (хи— УХ) = 


откуда для равновесия имеем: 


Ух-=0, Ху, У(хи— ух) =0. 


$ 5. Равновесие нитяного многоугольника. Нитяным или 
веревочным многоугольником называется сисгема материальных точек, 
связанных между собой невесомыми и нерастяжимыми, но сгибаемыми 
нитями. Займемся сначала вопросом о равновесии свободного нитяного 
многоугольника. 

Пусть мы имеем несколько материальных точек (фиг. 313), массы 
которых 1, т, т.,... расположены в вершинах веревочного много- 
угольника. Положим, что эти материальные точки находятся под 
действием сил Ру, Р,, Р., ... 

Рассматривая систему относительно каких-нибудь прямоугольных 
осей координаг Оху2, обозначим координаты точек системы через 
Хо» Уб» 2» Х1» Ув» 21 -.› а расстояние между точками через (5, ;, До ›.. 
Выражая аналитически условия, которыми стеснены материальные 
точки, именно: что расстояния между ними не могут увеличиваться, 
но могут уменьшаться, будем иметь следующую группу уравнений: 


( — - 0—2 + (=, —2)' < <“, 
©— =). то =) ы е—2) < <& 2, (27) 


(а —*- к он + а <... г. 
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Такнх уравнений будет 1, если система состоит из (1-- 1) материаль- 
ных точек. Эти уравнения имеют месго при всяком положении си- 
стемы; поэтому должны быть справедливы и вариации этих уравнений: 


(х— 0) 6х1 — 8х0) НО — о) ву, — ву) - (2, —2о) 82,82%) = 
=— 7. $ (1), 


(хо—х1) 6х,—8х) | 0 — У) бу.—8)- (2.—21) @2.—82,) == 
= г (.:), | (8) 


ан) 6х, ам) ви вии) + | 
- (@&— 24-1) 6—8.) = 58 (8-1). 


Заметим, что все величины 8 (1) суть величины отрицательные, так 
как расстояния / между точками системы могут только уменьшаться. 


2 


Фиг. 313. 


Для равновесия системы необходимо, чтобы 


Ум’ 2) = 


под тем условием, что все вариации 8х, ву, 82, 8х,,... удовле- 
творяют уравнениям (28). Эти вариации связаны между собой 
1 условиями, так что { вариаций из числа всех вариаций зависят от 
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остальных и вполне ими определены. Исключим эти { зависимых 
вариаций. Для этого мы умножаем уравнения (28) соответственно на 
№ в А,» №... И складываем с условием Лагранжа. В полученном 
таким образом уравнении коэрфициенты при Е зависимых вариациях 
обратятся в нуль надлежащим выбором множителей А; коэффициенты 
же при остальных вариациях тоже должны обратиться в нуль. Дей- 
ствительно, полагая последовательно все вариации, кроме одной, рав- 
ными нулю, мы получим, что все коэффициенты при вариациях равны 
нулю, т. е. 


Х- №, 1 (%— 1) =0, | 
ХНА, 1 (1 — хо) + №, а (<, — хо) == 0, | 
Хо А в — 0) ‚+1 (Хр — Хрь1) ==0; | 9з) 
ое ая 
То №, 1 о — 5) =0, \ 
у, ы 1 © т №, а (У: — Уз) ==0, 
0 — »- ОА ро, | 
т. ии) = 
25 № 1 (2—2) =0, | 
АА, 1 (ии) =0 | 
ог (299 


2, +» ное Арне, — 2.) 0, 


.-. О о . 


Ра -- м1 4 (2. — 244,3) ==0. 


Эгих уравнений будет числом 3#-- 3. Кроме того, от условия Лагранжа 
остается еще уравнение 


О-ВА, 8... (30) 


Оно определяет знаки множителей ^. Легко заметить, что все ХА имеют 
знак отрицательный, так как все 6 ([) отрицательны. 

Таким образом, для решения вопроса о равновесии мы получили 
31-Е 3 уравнения, прибавив к которым # уравнений, выражающих связи, 
мы будем иметь 41--3 уравнения для определения 31-3 координат 
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и & множителей Х. Но хотя число уравнений и соответствует числу 
искомых неизвестных, однако вообще говоря, вопрос о равновесии 
не решается этими уравнениями, потому что между действующими 
силами при равновесии должна существовать зависимость. Действи- 
тельно, если веревочный многоугольник находится в равновесии, то 
ои остается в равновесии, если мы предположим, что он отвердел; 
по для равновесия твердого тела необходимо, чтобы внешние силы 
удовлетворяли условиям 


Ух=о, Уу-0, У1-0. (81) 


Эти самые условия мы получим, складывая отдельно группы (а), (8), (1) 
уравнений (29). При этих условиях три уравнения группы (29) отпа- 
да’от, потому что они являются следствием остальных уравнений, и 
для решения вопроса о равнове- 
сии остаются только 8 уравне- 
ний группы (29). Задача оказы- 
вается неопределенной, потому 
что неизвестных более, чем 
усиовий. Определенной же ста- 
новится она тогда, если задать 
координаты одного конца ве- 
ревочного многоугольника, ибо 
зогда мы будем иметь 31 урав- 
нений для определения 81 ко- 
ординат. 

Выясним механическое зна- 
чение множителей /, входящих Фиг. 314. 
в условия равновесия, Чтобы 
получить какой-нибудь множитель А» „1, скадываем р-Ё1 уравне- 
ний какого-нибудь столбца группы уравнений (29). Но сложении 
находим: 


Хо Х, + Ха ‹.. ХХ, ра (р Хр) ==0. (32) 


Сравним это уравнение с уравнением, выражающим условие равно- 
весия части ютуто... тр данного многоугольника (фиг. 314). Если бы 
мы прибавили в м, силу натяжения Ту „.:, представляющую собой 
силу действия на точку 1, следующего звена, то получили бы равно- 
весие и имели бы 


—м 
ЖЕ... Е Ар Тр, она соЗ (Тук Х =0, (33’) 


так как сумма проекций всех сил, действующих па часть #071 - › Тру, 
равна нулю. Но сила натяжения направлена по звену; поэтому 


Пр»! 


„м ры —х 
р! ! р 
03 (Тр, р х)=— —--—, 
РР+\ 
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где 1, вл есть длина соответствующего звена, Пользуясь этим, урав- 
нение (33’) перепишем так: 


д —_х 
ХЕХ, +. НХ Ты ВР ==. = (88) 
2+! 
Сравнивая уравнение (32) и (33), видим, что 
Р 
й 1 
Ар, рн = — РА, (34) 
р, р+1 


т. е. ^ есть сила натяжения, деленная на длину звена. Уравнение (84) 
дает возможность заключить о знаке силы Т, т. е. о том, предста- 
вляет ли собой эта сила силу натяжения или силу сжатия. Предста- 
вим это уравнение, решив его относительно Т, в виде: 


Тр, ра = Ар ра" Б,р+ь (35) 


и, заметив, что в силу уравнения (30) все Х имеют знак отрицатель- 
ный, мы заключаем, что Т имеет знак положительный и потому 
представляет собой силу натяжения. Это показывает, что все звенья 
должны быть растянуты. 

Силы, действующие на концы свободного многоугольника, стеснены 
некоторым условием. Чтобы показать это, рассмотрим первые и по- 
следние уравнения группы (29). Они суть: 


Хо-Е №, 1 (хо— 1) = 0, Уз №, 1 (У) = 0, 25 №1 (20—21) = 0, 
ЖЕ М0, — ха) ==0, У. М, — 4-1) =0, 
24-Е № 1,4 (24—24...) =0. 
Из первых уравнений вытекает соотношение 


Хо: Уз: Ро == (х;, — Хо) : (у1— 50) : (21 — 2%), 


т. е. сила Ру направлена по первому звену; а из последних уравнений 
соотношение 


Ху: Ур: реа (1-м): 1): (1—2), 
т. е. сила Р; направлена пло последнему звену. Если одна из этих 
точек многоугольника неподвижна, например 7, то 
8х, = Ву =—= 820 =— 0. 


При этом всех уравнений будет 3: для определения 3 координат; 
эти уравнения будут совершенно независимы, потому что уравнения (31) 
не будут иметь мсста. 

Если обе крайние точки неподвижны, то 


$ == 6, = 82 ==: ==ду, == 62; == 0. 
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Ири этом вмесле с тремя первыми уравнениями огпалуг и три послед» 
них уравнения; останутся только 3 --3 уравнения для определения 
3(1— 1) координаг. 

Наконец, если веревочный многоугольник стеснен тем условием, 
что один конец его должен находиться на некоторой поверхности 
1 (х, у, 2) ==0, то вариации 8х, ду и 82, будут стеснены урав- 
нением 


к. 
= 6х жа и т 52з =0. 


Что касается силы у епствующей на эту конечную точку, то она 
равна нулю, так что 
Хо== == 2, =0. 


При этом первые уравнения равновесия примут вид: 
9/ 
Вох №1 0—9) =0 Ру ы 1 б%— у) =0, 
д 
Рода Г №1 6—2) =0. 
Легко усмотреть, что эти уравнения приводит к соотношению 


де, 


которое показывает, что первое звено направлено по нормали к поверх- 
ности, 

Пользуясь выведенными условиями равновесия, решим следующий 
вопрос: определить положение равновесия нитяного многоугольника, 
находящегося под дей- 
ствием силы тяжести, 

Пусть нитяной много- 
угольник состоит из 21 
материальных точек, на 
которые действуют силы 
тяжести. Расположим пря- 
моугольные оси координат 
(фиг. 315), относительно 
которых будем рассматри- 
вать данную систему, так, 
чтобы плоскость Огх про- 
ходила через первое звено, 
а ось О2 направим верти- 
кально вверх. Предполо- 
жим, что на первое звено 
действует сила Ру, кото- Фиг. 315. 
рая уравновешивает си- 
стему. Эта сила Ру, действующая на конец многоугольника, как мы 
видели, должна быть направлена ло первому звену, поэтому У =0. 


& 
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Что касается остальных сил, которые представляют собой силы 
тяжести, то компоненты их будут: 

Хр =7, =0, Й,==—18} 

Х. = Уз ==0, Ио = — Тов; 


О О ЗО ОО ЗОВИ ЗОВИ ОЕ ОИ ОИК ЗИ 


Пишем уравнения равновесия нитяного многоугольника, заменяя в них 
силы данными; имеем: 


Хо- №, 1 (№ —х) =0, 
м (9 — хо, в ©, — ха) =0, 
А, а (—х)-Е №3 (Хо — Хз) = 0, 


Бу 


То -Н №, 1 (5—5) =0, 
А, (Ут — У) + №, 2 (У, — 5) ==0, 
о | №5, 3 (5 — Уз) ==0, 


а ба 


20 -[ № 1 (29 — 21) =, 
Ш ппа —т.&-- №0, 1 (2, — 20) №5 (2, — 2) ==0, 
г < 
й | — тов №, (2. — 2) -- № (2) — 23) ==0, 


| группа 


И групиа |. 
| 
|. 


Рассмотрим сначала вторую группу уравнений, Первое из этих урав- 
нений показывает, что у, =0 при у ==0, так как А, вообще не 
есть нуль: если бы А,,==0, то А, ==0, 2, =0, и сила Ру ==0. Если 
у1==0, то из второго уравнения найдем у, ==0; далее у; ==0 ит, д. 
Таким образом, приходим к заключению, что все у суть нули. Отсюда 
следует: если имеем нитяной многоугольник, на точки кото- 
розо действуют силы тяжести, а на первую точку какая-нибудь 
сила, то многоугольник будет плоский, лежащий в вертикальной 
плоскости. 

Займемся рассмотрением остальных уравнений равновесия. Из пер- 
вой груплы уравнений мы находим, что 


Хо = №1 (1 — 0) = №, (хо —х;) = №3 (в — №) ==... (36) 
Будем делить каждое уравнение третьей группы, кроме первого, 


на Ху, пользуясь тем или другим значением Ху, данным уравне- 
ниями (36), выбирая эти значения так, чтобы множители А сократились, 
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Находим: 
АН 2—9 4—0 | 
№ я —Я! 1—4’ | 
тв ва аа | (37) 
№ № — № — 1 | 


ОА ЗО ЗОВИ ЗК ЗООИК ЗОО ОНИ ООО ОИ ООО ОР 


Если назовем через 1, 6,5, 5 з›... Углы, образуемые звеньями 
данного многоугольника с осью Ох, то легко заметить, что 


21—20 о) $ 22—71 | в бо. . 
хм ВР ща бое дул, В 


при этом уравнения (37) примут вид: 


т. 

Е, И, ,... (89) 
Полученные уравнения (38) определяют углы 6, зная которые нетрудно 
построить искомый многоугольник. Если предположить, что материаль- 
пые точки, составляющие многоугольник, имеют равные массы, то 
тангенсы углов образуют арифметическую прогрессию. 

Приложим полученные результаты к теории цепных мостов. На 
цепи АВ привешивается мост М/И при помощи железных прутьев 


2 


Фиг, 316, 


(фиг. 316). Предположим, что тяжесть моста распределяется так, что 
натяжения всех прутьев одинаковы. Расстояния между прутьями обыкно- 
венно делаются равными. Пусть это расстояние есть 0. Будем рас- 
сматривать цепь как многоугольник, состоящий из материальных точек 
т» т, т... равных масс, ибо натяжения прутьев равны. Примем 
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направление самого нижнего звена за ось Ох, а ось Оз направим 
вергикально вверх, приняв за начало координат середину О нижнего 
звена. При гаком расположении осей координаты точек #1, ть, ть, ‚.. 
будут: 
1. хе За ха то 
Хх: = 5 ; № =5 , 8—5 а4,;..., хр==-5 (2р —1) а. 
Для координат 2 имеем: 
21 ==0, 2. ==с; 24 ==с-- 218055; 2, == ера в -Ра 0 .,... 
Мы видели выше, что тангенсы возрастают как члены арифметической 
[- 
прогрессии; разность этой прогрессии есть -, потому что 


[ 
19 001=0, 600 = в} 
следовательно, 
=, = 9 
В, =, В %.=-,... 
Пользуясь этим, для коорлинат г найдем: 
#1==0, 2о==с, ав=ас-р с ==8е, г. ==е--е--Зс==6с,...; 
вообще же 


арене Зе... + (р—0е= 2 УР. 


Любопытно огыскать кривую, в которую можно вписать этот много- 
угольник. Найдем для этого зависимость между хи 2, исключив р 
из уравнений 


1 1 
хр == (2р—Юа, гр=-ер(р— 1. 
Из первого уравнения имеем: 
Хр 1 
р 3. 
По подстановке во второе уравнение значения р находим: 
1 х 1\их 1 
=—=— Е: 1 О-В 
г [2 (9 +5) (< 5), 


откуда уравнение искомой кривой 


или 
— 28° 


Это есть уравнение параболы, вершина которой находится в точке: 


х = 0, 2=— $. 
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$ 6. Равновесие гибкой нити. Гибкую нигь можно рассмагри- 
вать как предельный случай нитяного многоугольника. Действительно, 
предположив, что расстояния между материальными точками беско- 
нечно малы, мы получаем сплошную линию, усеянную материальными 
точками, которая и представит собою гибкую нить. 

Будем называть через р плотность нити, отнесенную к единице 
длины, т. е. отношение массы какого-нибудь элемента к длине этого 
элемента. Пусть элемент 
массы есть 4т, а элемент 
длины 45; тогда 


Условие равновесия гиб- 
вой нити выведем гео- 
метрически. 

Пусть нам дана нить 
АВ (фиг. 317). Вообра- 
зим элемент 45 этой нити, 
на который действуют не- 
которые силы. Если силы, 
действующие на единицу 
моьсы, мы назовем через Фиг. 317. 

Х, Г, И, то элемент 4$, 

имеющий массу ат, бу- 

дет находиться под действием сил Хат, Удт, рат, или же Хр 43, 
Ура, 745. 

Вообразим, что элемент 4$ выделен из АВ двумя нормальными 
сечениями. Тогда, чтобы удержать этот элемент в равновесии, нужно 
прибавить силы натяжения Т и Т’в точках а и р, т. е. в концах 
рассматриваемого элемента. При равновесии элемента сумма проекций 
действующих сил на каждую из осей должна быть нулем. Проектируя 
эти силы на ось Ох, имеем: 


„Г ах’ ах\ _ р 
ХТ (=) — (=>) =0. (39) 
Разность Г’ (4=—)— т(=>) представляет собой приращение проек- 


ции силы натяжения на ось Ох; поэтому можно написать: 
ах’ ах ах 
и м} = РыЧИ 
т") 4 (Ти). 
При этом уравнение (89) принимает вид: 


ха (4% —=0, 


80 зам. да Н. Ё. Ауковский. 
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ИЛИ 


Также найдем: 
Г’ а 
и На(Т в), о 


Полученные три уравнения и представляют собой условия равновесия 
гибкой нити. Прибавив к этим трем уравнениям еще уравнение 


(®) -+(&) +(в)-ь 


будем иметь четыре уравнения, из которых определятся координаты 
х, у, = и сила натяжения Т в функциях от $. 

Сделаем несколько общих замечаний о равновесии гибкой нити и 
укажем некоторые общие интегралы, которыми выражается сила натя- 
жения Т. Если нить однородна, т. е. имеет постоянную плотность, 
и если действующие силы имеют силовую функцию, то всегда можно 
получить интеграл, дающий силу натяжения Т. Чтобы обнаружить это, 
поступаем так. Напишем уравнения (40), раскрыв в них производ- 


ную & 


аТах 4х 
Раза К Газ = 6 
аГау 42у 
Ур- акк + Гча==0, (41) 
ат аг 422 
вв РТая-0 
4х ау аг 


ив Э внения на —-, -= ; 
Умнож ти уравнения на, 15, до соответственно, сложим их; 


находим: 
ие |4. 97 (4% МАМ 


ах @2х +“ Фу | 42 #2 
- а ая Е 45 458 Тв 45 Ч | == 0 


а0 
В полученном уравнении первая скобка есть 


стили, что действующие силы имеют силовую функцию (, а при 
существовании силовой функции {/, как было показано в динамике, 
существует соотношение 


#0 = ЛА ах- Удау- 2 аг. 


‚ так как мы допу- 
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Вторая скобка есть единица; что касается третьей скобки, то она 
равна нулю. В самом деле, третью скобку мы получим, продифферен- 
цировав по $ выражение 


ах\? ду\а 42`\2 
(&) + (&) + (+) 
которое равно лостоянной величине — единице. 
Пользуясь этим, последнее уравнение можем написать так: 
аи  аГ 
Р-Н дз == 0. (42) 
Умножив это уравнение на 4$ и интегрируя, найдем: 
рРИ-Н Т== сойя. (43) 


Это есть интеграл, который выражает натяжение Т, независимо от 
длины нити, и показывает, что сумма произведения силовой функции 
на плотность и силы натяжения есть величина постоянная. (Силовая 
функция отнесена к единице массы.) . 

Если в начале нити силовая функция имеет значение (Л, а натя- 


жение есть Ту, то 
ри Т= р - Ть, 


р(И— И) =Т-— Т. (437) 


ИЛИ 


Поясним сказанное примером. Нить АВ (фиг. 318) привязана в кон- 
цах А и В к динамо- 
метрам и находится 
под действием силы 
тяжести. Если АО обо- 
значим через 2; и по- 
ложим, что 2 для В 
есть нуль, ТО для си- 
ловой функции в Аи 
В будем иметь: 


И = — 22-0, 
= —22. 


При этом разность 
натяжений в ди В 


будет: Фиг, 818. 
То — Т=022. 
Это показывает, что как бы мы ни удлиняли конец В, разность на- 


тяжений будет одна и та же. Определим теперь проекции силы Р 
на касательную и на нормаль к нити. Косинусы углов касательной 


30* 
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4. а 45 » 0 1 
с осями суть г г 5 ( силы Р с осями суть р. Б› р; 19- 
этому ха `а 27а. 
Хх [у = 
Р,= Рсоз(Р, (р + и РИ). 
или 
р ХЕ у +242 
Но 
Хах- Уау-- 742-40; 
поэтому В. а 
_ а 1 
Р-р = д. (44) 


Составим теперь проекцию силы Р на нормаль: 
— 
Р,„ = Рсоз(Р, Ю), 


где А есть радиус кривизны, по которому направлена главная нор- 
маль. Из анализа известно, что радиус кривизны образует $ осями 
углы, косинусы которых суть 
Ка, К, Юае, 
5 Кая ре 
причем 


фах В 42у\8 аг\ ° 
( 058 ) (=) (4) 
Для Р„ имеем: 


у ю45 и „422 
Ри == Р(5 в — р Кая + Ка), 


ИЛИ 
ах 


2 
= (У у 4 +24). 


Выражение, стоящее в скобках, преобразуем, нользуясь уравне- 
Хх Ру 


ниями (41). Умножив уравнения (41) соотвегственно на 7’ да, аа 


и складывая полученные результаты, найдем: 
42 аТГах хх ‚ Чуфу | 42 а22 
[ха а ча 2 и [= дз Раза Г аз мы |+ 
42у\2 4228 
+ т [(= + (ав + (я) |= 0. 


Вторая скобка в полученном уравнении, как вьйше было замечено, 
есть нуль, а третья есть дз; поэтому 


7 
хат = — а. 
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Заменяя в выражении Р, скобку ее значением, получим: 


ы 


1 


Так как силы Р; и Р, взаимно перпендикулярны, то 
1 ага, Г 
р- УЕ. Ч 


В частном случае, когда нет никакой силы, т. в. Р = 0, уравне- 
ние (46) приводит к следующим уравнениям: | 


1 
] 2: ==0 И 2) в ==0. 


Первое уравнение показывает, что 7 ==с01${., второе, что В = со. 
Отсюда следуег, что ссли на нить не дей- 

ствуют силы, то натяжение нити постоянно / в 
и нить прямая. 

Займемся теперь выводом уравнений рав- 
новесия гибкой нити из начала Лагранжа $5 
Чтобы применить начало Лагранжа, мы долж- 
ны поступать следующим образом: нужно со- 
ставить сумму моментов всех действующих 
сил, к этой сумме придать вариации всех 
условий, стесняющих возможные персмеще- 
ния системы, умноженные на множителя ^, Фиг. 319. 

и в полученном уравнении приравнять нулю 
коэффициенты при всех вариациях, считая эти вариации как бы про- 
изволЬными. 

Для простоты решим задачу о равновесии нити нерастяжимой, 
несжимаемой, но сгибаемой, так что длина каждого элемента 45 есть 
величина постоянная, т. е. 


== У ах? 4уз-- 428 — сопз. 


Рра; 


Пусть нить АВ (фиг. 319) привешена в точках А и В. Координаты 
каждой точки нити, как скоро нить принимает определенный вил, 
выражаются в функциях 5, т. е. расстояния точки от какого-нибудь 
начала, например А. Составим сумму моментов. Элементарная работа 
силы Рр@$, действующей на элемент 45, есть: 


Хра; 8х -|- Ур а58у-- Пр 4582, 


позтом) сумма элементарных работ будет: 


[хах-- ту - 722) р 5. 
3 
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Составим теперь вариации условий, стесняющих свободные пере- 
мещения. Для каждого элемента 45 имеем: 


= Уал? —- 4у? -- 42? = соп%. 


Варьируя, находим: 


Уаз аа =0, 
ах.54х | Чу. ау , 42.842 _ 
в в в 0, 


ИЛИ 
Ч ах УЗ 482 0. 


Согласно началу Лагранжа нужно эти условия, стесняощие вариации 
свободных перемещений, умножить на А и придать к сумме моментов. 
Таких условий будет бесконечное число, так что, суммируя их, будем 


иметь: 
з 


[+ (авх-- Фа аз). 


Множитель Х есть функция $ и для каждого элемента имеег свое 
особое значение. Условие Лагранжа напишется так: 


[ох учу ра- | (5 дах -- а 92 = 482) = 0. 


Преобразуем второй член полученного равенства так, чтобы не 
входили дифференциалы вариаций. Интегрируем для этого по частям 
8 


выражение | Ах аёх 
$ 
0 


ах 
ёшы-| 
[1 


3 


и [104 1х. 4. 


Но [хо и 8х==0, потому что это суть перемещения точек А 


и В, которые неподвижны; поэтому 
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При этом условие Лагранжа примет вид; 


[как Уду-- 282) ра — 


9 
8 
- [=0+) 8х -- (2) ву +50 =) 82 4$ = 0. 


Отбирая коэффициенты при 8х, ду и 82, уравнение это можем пере- 
писать так: 


| 1% ж( 4+ [2—0 1) 5+ [22—50 “] ва, 


Теперь, по сказанному выше, мы должны приравнять коэффициенты 
при 6х, ду и 62 нулю, т. е. положить: 

аг. ах ага а /. а2 
Сравнивая полученные нами уравнения равновесия с выведенными 
выше уравнениями (40), придем к заключению, что эти уравнения 
одни и те же. Из сравнения их выяснится, кроме того, механическое 
значение множителей А, именно: А —= — Т. 

Если нить может сжиматься, то 85 =0, и мы лолучили бы < 0, 
откуда следовало бы, что сила Т существенно положительная вели- 
чина, что и было показано нами при выводе уравнений равновесия 
геометрическим путем, 

Приложим полученные результаты к решению некоторых задач 
о равновесии гибкой нити. 

1-я задача. Определить равновесие однородной гибкой ниги под 
действием силы тяжести. Пусть дана однородная гибкая нить АВ 
(фиг. 320). Расположим оси координат так, чтобы ось Ог проходила 
через нижнюю точку нити О’ и была направлена вертикально вверх; 
ось Ох возьмем параллельно касательной линии к нити в точке О”. 
Заметив, что комноненты силы тяжести суть 


Х=У=0, =, 

напишем уравнения равновесия гибкой нити: 
4 гтах\ а /тау\ _ —_ 4 /--. 42\ __ 
5(тв) = 5(т5) =0, ши (Тж)=0. 


Рассмотрим сначала второе из полученных уравнений. Умножив 
его на 45 и интегрируя, находим: 


ау _ 
Ту == соп$! . 
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Для определения постоянного замечаем, что для точки О” производ- 
ная (2), =6, откуда заключаем, что соп5!. =0, так что 


Я 
Так как Т вообще не равно нулю, то на протяжении всей нити = == 0. 


Интегрируя это равенство, найдем: 
‚у == соп$1, 


Заметие, что у==0 для О’, найдем: сопз!. ==0; следовательно, 


2 


Фиг. 326. 


„у веегда равняется нулю. Таким образом мы видим, что вся нить лежит 
в плоскости Ох. 


Обращаемся к рассмотрению остальных Уравиений равновесия. 
Умножив первое уравнение на 45 и интегрируя, найдем: 


ТГ =, (а} 


Для определения произвольного постоянного С рассмотрим точку О’. 


ах 
Пусть в О’ натяжение нити есть То; что касается де» ТО (==) —|, 
$ /0’ 
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[1 
так как (=), есть косинус угла касательной в О’ с осью Ох, 


который (т. е. угол) равен нулю. Уравнение (а) для О’ будет: Ту == С; 
внеся в уравнение (а) значение постоянного С, найдем: 


ах 
т“ т, 
откула 
т=1® 
бах’ 


Подставив найденное значение в третье уравнение равновесия, 


найдем: 
1 (ъ) = 
5( дж) — 25, 


и, заметив, что Ту есть величина постоянная, перелинем его по 
умножении на 45$ в виде; 


42) 8 
а (=) =т, 45 
Но 
а == Урай = Ут -- (2) 4х 
ах ’ 
поэтому 
42 22 У 1. 4: 
(4=) = У 1 +(&) ° 
Положим: 
[2-4 — 1. 42 
То а’ ах _ 
Тогда полученное уравнение представится в виде: 
г’ = Ут, 


Разделив переменные и интегрируя, находим: 


ш(и НИ 1-2) = с, 


Определим произвольное постоянное С; из рассмогрения точки О”. 
В точке О’ имеем х==0, 2’==0, так что ш 1=0--С,, откуда 
С ==0. Так как С, =0, то интеграл будет: 


ея 
в 


ИЕР. © 


Чтобы определить из этого уравнения 2’, заметим, что 


(2-И 1+2") (—#+ И1-+=“)= |, 
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так что 
в 


ШИ 12" =е 8, (5) 


Вычитая уравнение (5”) из уравнения (5) и разделив полученный ре- 
зультат на два, найдем: 


= (2 -\ аа 
27 = (е* —е “)= т. (<) 


Интегрируя полученное уравнение по умножении его на @х, получим; 


а — 
г= (еее “)-|- Су 


Со определяем по следующим начальным данным: пусть для точки О’ 
будет х=0, 2=а; тогда 


аи =а, 


откуда Со=0 и 


® 


2-4 (ее). (47) 


Полученное уравнение дает связь между координатами 2 и хи лред- 
ставляет уравнение кривой, по когорой располагается нить при равно- 
весии. 

Кривая эта симметрично расположена относительно оси Оз и 
называется цепной линией. При таком выборе осей координат, кото- 
рым мы воспользовались, ось Ох называется направляющей цепной 
линии, а расстояние а самой нижней точки О’ от оси Ох называется 
параметром цепной линии. 

Посмотрим, как выражается дуга 5 этой кривой: 


4 = ау 1-Е г”. 


Определим у! -- =” из уравнений (5) и (5”), для чего складываем 
эти уравиения; находим: 


1 [а на 
Ит-иЕт(е-е =). 
1--2 5 (2 --е 
Подставим выражение для У! -|- г" в уравнение для 45: 


Я 1 (а — ‚ 
= (ее ах; 


интегрируя, получим: 
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Так как 5==0 при х==0, если за начало счета принять точку О’, 
то С;=0, так что 


= (26 —е в . (48) 


Таким образом, вопрос о положении равновесия гибкой пити решен. 
Определим телерь, какова сила натяжения во всякой точке нити 
при равновесии. Выше нами было найдено, что 


48 
Т= То» 


4 
где То есть натяжение в точке О’. Найлем -_, дифференцируя по х 


ах? 
уравнение (48); получим: 
2 НЫ 
45 1: —5 
еее ®)- 


Сравнивая это уравнение с уравнением (47), мы придем к заклю- 
чению, что 


45 2 
аа‘ 
Поэгому 
2 
Т= Тъ. 
Но мы 8 1 ‹ п | 
положили, что ‘р =, откуда рх== с. Иоэтому по под- 
0 


становке в выражение для 
Т мы получим: 


Т=р=2, (49) 


т. е. натяжение возрастает 
пропорционально ординатам, 
если за ось Ох взята на- 
правляющая цепной линии. 

Если вообразим, что ор- 
дината сделана из той же 
нити, то можно сказать, что 
натяжение в каждой точке 
равно весу соответствующей 
ординагы. Фиг. 321. 

На основании этого, если 
перекинуть нить через два блоьа и, построив направляющую этой 
линии, обрезать концы нити гак, чтобы они касались иаправляющей, 
то нить будет находиться в равновесии (фиг. 321). 

Укажем некоторые свойства цепной линии. Положим, что нам 
дана цепная линия, направляющая которой есть ось Ох, а параметр а 
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(фиг. 322). Провецем в какой-нибудь точке /М касательную ММ и 
опустим на эту касательную перпендикуляр 2 из конца Ё ординаты 
точки М; далее, проведем нормаль МН в точке М, которую про- 
должим до пересечения в Н с осью Ох. Докажем, что 1) линия М, 
равна параметру цепной линии; 2) линия МИА равна длине $ дуги 


Фиг. 322. 


О’М, если за начало счета принята самая нижняя точка О’ цепной 
линии; 3) линия МН равна радиусу кривизны А цепной линии в точке /И. 
Из прямоугольного треугольника МАЕ имеем: 


МЕ = МЕ зт Д ММЁ== 2 пт, 
эту = У 1 —с0$8 1 = === 


поэтому 
Из того же треугольника находим: 


ММ? == МЕ — М == 22 — 08. 
По фориыуле (47) 
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иоэтому 
. 25 2х 


Е ВОВ 
ММ№? = [5 (1 *)]. 


Выражение, стожщее в скобках, по формуле (48) есть $, откуда сле- 
дует, что 
ММ№ = или ММ==5. 


Докажем теперь, что МН = Ю. Воспользуемся для этого проекцией 
силы на нормаль. Было доказано: 


7 
Р„=— 5. 


Сила, рассчитанная на единицу массы, равняется &, натяжение же Т 
по формуле (49) есть рег. Проектируя силу & на нормаль, имеем: 


откуда 
ели 
тт 
Но из прямоугольного треугольника МАН видно, ч!о 
МН ===, 
ат 
поэтому 
Ю = МН, 


что и требовалось доказать. 

Пользуясь выведенными формулами, решим следующий вопрос. 

2-язадача, Определить вид нити постоянной прочности. Рас- 
сматривая равновесие однородной гибкой нити под действием силы 
тяжести, мы видели, что натяжение ее в разных точках неодинаково. 
Оно самое меньшее в нижней точке нити и возрастаег для каждой 
точки нити пропорционально ее ординате. Чтобы нить имела постоян- 
ную прочность, необходимо, чтобы плотность ее также возрастала 
пропорционально натяжению в каждой точке, так что р=—=Т, где 
В — некоторый коэффициент пропорциональности. 

Напишем условия равновесия гибкой нити, которая, как мы 
видели, лежит вся в вертикальной плоскости, если нить находится 
под действием силы тяжести. Пусть эта плоскость есть Огх (фиг. 323). 
Компоненты силы тяжести по осям будут: Х==0, Й = — тв, если 
ось Ог направлена вертикально вверх, и уравнения равновесия будут; 


(те) — + (те)= 0. 
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Заметив, 410 р== @Т, второе уравнение можем написать так; 


(т) == АеТ. 


Интегрируя первое уравнение, находим: 


Положим, что натяжение нити в точке О есть Ту; тогда С==Т., так 
8 


Фиг. 323, 


ах 
как для точки О имеем д; = созВ == с03 0° ==1. Таким образом, 


4$ 
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Подставим полученное выражение для Т во второе уравнение 


равновесия; тогда 
5 (т =) — 2810 
45\ бах 


ах ° 
45 
Сократив это уравнение на постоянное Ту и обозначив г через =”, 
найдем: 
42’ [24 
45 ах 45 
ИЛИ 
42’ В. 5. 
х 
Но 
45? = (У ах? - 423)? = 4х3 (1 -- 2"); 
поэтому 


42’ = Ев (1-|- =?) 4х. 


Разделяя переменные и интерируя, находим: 


агс 2 2’ == ках --С1. 
Для определения С, рассматриваем точку О. В ней х ==0, 2’ ==0, 
следовательно, С! == 0; поэтому 
ас 2" == ох, 
или 
2’ = вех. 

Представим это равенство в виде 

42 __ зв® Аех 

ах созЁех 


и, умножив на @х; интегрируем; находим: 


1 
= — ТЕ (созАах) + С.. 
Заметив, что 2 =0 при х==0, находим Су ==0 и имеем: 


— №02 = п (соз Аех), 
откуда 
со; Вах =вет №", 
Полученное уравнение и представляет уравнение искомой кривой. 
Кривая эта симметрично расположена относительно оси Ог; она ухо- 
дит своими ветвями в бесконечность и имеет асимпитоту на расстоянии 
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= Это вытекает из того, что 2 изменяется от нуля до беско- 


нечности, а х—от нуля до т Для силы натяжения имеем: 


т= — 1%. = ТУТ =? = У 1-е йах, 
Е 
откуда 
Ъ Ая 
т созвах Те”. 


8 7. Равновесие гибкой нити под действием центральных сил. 
Пусть нить находится под действием центральной силы. Если назо- 
вем через Р силу, действующую на единицу массы, то компоненты 
этой силы на осях будут: 


Х=Р-^, Ур, др. 
г Г г 


Напишем условия равновесия нити, заменив в них силы Х, У, 2 их 
вначениями. Имеем; 


Ра (т) = 0, 
вр -- (т) = 0, 
Рр-— (т “о 


Легко усмотреть три интеграла этих уравнений. Действительно, 
умножив третье уравнение на у, а второе на 2, вычтем из третьего 


второе: 
(те) ет). (50) 


Иервая часть полученного уравнения представляет собой дифферен- 
циал по $ выражения 
42 РС 
ту -— га 


5 _ 215 


что можно обнаружить непосредственным дифференцированием по 5. 
На самом деле, продифференцируем это выражение, считая за один 


множитель произведения те и Тх. и: 
а 42 ау 
(у — — 72 т») = 


45 45 
а 4: ау т9: а ау 42 „ау 
(Те) Ти (т2)—е Г--. 
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По сокращении находим: 


вов) 187). 


Таким образом, уравнение (50) можно представить так; 


г [7 1—2) =0. 


Интеграция этого уравнения дает: 


Таким же образом найдем: 


тех), т) = С 


Это суть три интеграла, аналогичных с интегралами площадей, Онь 
показывают, что нить плоская и что плоскость, в которой лежит 
нить, проходит через центр силы. Уравнение этой плоскости мы по- 
пучим, умножив найденные три интеграла соответственно на х, уи2 


и сложив их: 
Ах-|- Ву Сё==0. 


Примем эту плоскость за плоскость Оху. Тогда А=0, В =0, а 
последний интеграл дает: 


т. У 
4$ ° 


Но, как было показано в теореме площадей, 


поэтому 
Ти? + = С. (51) 


Если к этому уравнению присоединить еще уравнение 

т Ф-=Сь (52) 
которое имеет место при существовании силовой функции, — цен- 
тральные силы имеют силовую функцию, —то задача приведется 
к квадратуре. 


Преобразуем уравнение (51), чтобы освободиться от 45. Умножим 
это уравнение на 4$ и возвысим в квадрат, тогда имеем: 


Та? = С? 459, 
Заметив, что 458 = 47? -|-- 7? 44°, получим: 
Ты 49? = С? (ат г? 459), 


81 Зак. 2984. Н, Е. Жуковский» 
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или 
Ч? (Там — С) — Са, 
откуда 
Са 


Утяая’ 


@ф == 


Заменим г обратной ему величиной, положив г=т; при этом 


ПГ = -— Чи . 
12 
По подстановке получим: 
С аи 
@ф == (53) 


Уравнения (52) и (53) вполне решают вопрос о равновесии гибкой 
нити под действием центральной силы. По ним можно иайти вид ннти 
и силу натяжения Т в любой точке. Ход решения задачи такой: 
определяют сначала из (52) натяжение 7 через силовую функцию И 
и, подставив значение Т в (53), ищут связь между фи и, или фиг, 

Пример. Материальная точка находится под действием ньюто= 
нианской отталкивающей силы. Силовая функция для отталкиватель- 
ных ньютонианских сил есть 


ИФ, 


Из уравнения (52) 
Те С, ори. 


Остановимся на частном предположении, что С; ==0; при этом Т==ри, 
По подстановке в уравнение (53) имеем: 


С4и Сан 


РО о ИИ ИЕ МИНИ 
?— Урса ^^ пуйлЕс‘ 


Пусть для краткости 


С а: 
У — <’ 
тогда 
— 44 № 
ина: 


откуда по интеграции находим; 
”_ 
$ . 
— Ши -- 15; ши = -- 15; Г—4е4 


Это есть уравнение логарифмической спирали, 


ЧАСТЬ ПЯТАЯ 
ДИНАМИКА СИСТЕМЫ 


$ 1. Начало Даламбера. В основание этой главы мы положим 
начало Даламбера. В своем «Трактате динамики» Даламбер устано- 
вил общие начала, которые позволяют задачу о движении свести 
к вопросам о равновесии и найти связь между действующими силами, 
ускорениями и силами давления, натяжения и т. д., — связь, которая 
имеет место при рассматриваемом движении, Это достигается введе- 
нием в систему действующих сил некоторых фиктивных сил, именно, 
сил инерции. Начало Даламбера может быть формулировано таким 
образом. Если в какой-нибудь момент времени остановить дви- 
жущуюся систему и прибавить к ней кроме сил, ее движущих, 
еще все силы инерции, соответствующие данному моменту вре- 
мени, то будет иметь место равновесие; при этом все силы да- 
вления, натяжения и т. д., которые развиваются между частями 
системы при таком равновесци, будут действительные силы да- 
вления, натяжения и т. д. при движении системы в рассматри- 
ваемый момент времени. 

Положим, что имеем систему (фиг. 324), состоящую из материаль- 
ных точек т, п’, т’, ,... На эти точки пусть действуют силы Р, 
р’, Р", ... Кроме того, пусть эти точки стеснены какими-нибудь 
геометрическими связями, и система находится в движении. Если бы 
точка т была совершенно свободна, то полное ускорение, которое 


р 
сообщает ей сила Р, равнялось бы я\ было бы направлено по 


силе Р. Но точка т не свободна, так что она имеет некоторое дру- 
гое ускорение /, отличающееся как по величине, так и по направле- 


Р 
нию от ускорения т: Точно так же рассуждая относительно точек 


т’, т’, ..., мы видим, что эти точки имеют полные ускорения 1”, 

г. ..., отличающиеся как по величине, так и по направлению от 
й В” 

ускорений г, 7»....» Которые имели бы точки, если бы они были 

своболны. Посмотрим, какие силы могли бы сообщить данным точкам 

ускорения {, [и /... 


3% 
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Если бы точка т была свободна, то ей могла бы сообщить уско- 
рение } сила © = т}, имеющая направление 1; точно так же точке т 
ускорение ]” могла бы сообщить сила @’==и!’] и т. д. Даламбер 
все эти силы называет силами деятельными, Значит, деятельные 
силы суть такие силы, которые сообщили бы материальным точкам, 
если бы они были свободны, те ускорения, которые имеют материаль- 
ные точки при движе- 
нии системы в рас- 
сматриваемый момент 
времени, 

Разложим теперь 
каждую из сил Р, Р”, 
Р”,..., на силы О, О", 
©",... и некоторые 
другие, которые на- 
зовем через Ю, К, 
Ю”, ... Эти последние 
силы Даламбер назы- 
вает потерянными, 
так как эти силы не 
производят ускорений, 
а как бы теряются. 

На основании той 

Фиг. 324. общей идеи, что связи, 

которыми стеснены 

материальные точки, можно заменить силами, мы говорим, что мате- 

риальные точки 2, 11’, #1”, ... могут быть рассматриваемы как сво- 

бодные, если к лействующим на эти точки силам присоединим силы, 
заменяющие связи. 

Сила Р разлагается на силы @ и @, а движение происходит так, 
как будто действует одна сила ©); следовательно, сила Ю уничто- 
жается силами сопротивления, которые заменяют связи точки 2; 
точно так же из рассмотрения точки иг вытекает, что сила Ю’ уни- 
чтожается силами, заменяющими связи точки №’, и т. д. Из этого 
следует, что все силы Ю уничтожаются силами сопротивления связей 
всей системы. Раз силы Ю уничтожаются силами сопротивления свя- 
зей системы, они обладают тем свойством, что будет иметь место 
равновесие, если остановить систему и действовать на систему одними 
силами Ю. Потерянные силы уравновешиваются силами сопротив- 
дения связей. 

Посмотрим, из каких сил состоят потерянные силы. Дополним 
каждый параллелограмм, т. е. прибавим силы 5, 5”, 5",... так, 
чтобы они, слагаясь с силами Р, Р’, Р", ..., дали равнодействующие 
Ю, К’, В”,... Легко усмотреть, что сила $5 по величине равна 
О==ш)}, т.е. массе материальной точки т, умноженной на полное 
ускорение, и направлена в сторону, обратную той, куда направлено 
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полное ускорение; это есть та фиктивная сила, которую мы назвали 
салой инерции. Следовательно, 5 есть сила инерции точки т, 5$'— 
точки и’ н т. д. Так как эти силы инерции вместе с действующими 
дают потерянные снлы, которые, как мы видели, не производят уско- 
рений, а уничтожаются силами сопротивления, заменяющими связн 
системы, то очевидно, что, если систему остановить и к действую- 
щим силам прибавить силы инерции, будет иметь место равно- 
весие, 

Когда мы будем решать задачу о равновесии, то все силы сопро- 
тивления, которые окажутся при равновесии, будут действительные 
силы сопротивления, развивающиеся между частями системы при ее 
движении, потому что как при равновесии, так и при движении силы 
сопротивления связей уничтожаются одними и теми же силами, а 
именно, силами Ю. Это и есть начало Даламбера. 

Разъясним сказанное примерами. 

Пример 1. Дается однородная материальная палочка, на концы 
которой действуют две разные силы Ри ©, направленные по длине 
палочки; длина палочки есть / а плотность, отнесенная к единице 
длины, есть р; определить движение палочки, а также силу натяже- 
ния во всяком ее сечении. 

Движение бруска АВ (фиг. 325), находящегося под действием по- 
стоянной силы Р— ©, будет прямолинейное, равномерно ускоренное, 


$ 


т 
РРР — р 2 
| 
Фиг. 325. 


так что все точки бруска имеют одно и то же ускорение А. Пусть 
силы Ри © таковы, что Р›>> 0; тогда ускорение А будет направлено 
от ДА к В. Выделим мысленно элемент длины 4х; масса этого эле- 
мента будет р@х, а сила инерпии Ар ах, направленная от В к А. 
Вообразим теперь, что брусок остановлен; присоединим к нему дей- 
ствующие силы Р и © и все силы инерции и напишем уравнение 
равновесия для сил, действующих по линии; 


‘ 
-- [ёрах = 
[ 
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Интеграл, представляющий сумму сил инерции, распространяется на 


всю длину, так что 
ФН =Р, 
откуда 


Определим теперь силу натяжения в каком-нибуль сечении бруска. 
Пусть брусок отрезан в С. Сила, действующая на конец С, есть 
сила натяжения Т, направленная в сторону силы Р. Эта сила должна 
быть уравновешена силой @ и силами инерции части бруска АС == х, 
направленными от В к А. Поэтому 


—=тТ, 
в+ | прах 


откуда для Т находим: 


Т=О-- врх, 


или по замене К его значением: 


Р-9 
Т=о т“ х. 
Это уравнение показывает, что сила натяжения различна для различ- 
ных сечений; наименьшее значение она имеет в А при х==0, где 
Т= ©; далее натяжение это возрастает и наибольшее значение имеет 
{ 

в В при х==р где Т==Р. В середине же бруска, при х==- , на- 
тяжение равно 


т= (РО. 


Пример 8. Определить ускорение движения и давление на 
подшилники в Атвудовой машине. Назовем через Ри © (РУО) 
веса гирек, через Р вес обода колеса и будем рассматривать вопрос, 
пренебрегая весами нити и спиц колеса. Положим, что плотность 
обода, отпесенная к единице длины, есть р; ебли через @ обозначим 
радиус колеса, то 

__В 
р= тар" 


Остановим систему и придадим к действующим силам силы инерции, 
Пусть в данный момент времени ускорение гирек есть А. В С сила 


Р 
инерции есть = ® (где д-— ускорение силы тяжести, так что масса 


р 
есть =) направлена от Ск А, так как движение происходит [уско* 
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ренно] от А кС (фиг. 326). В В сила инерции есть Зь и напра- 


влена от В вниз, так как гирька © поднимается [ускоренно]. Далее 
ишем силы инерции колеса. Силу 
инерции элемента колеса можно 
рассматривать как состоящую из 
тангенциальной силы инерции и из 
центробежной силы инерции. Тан- 
генциальная сила инерции для эле- 
мента 45, масса которого равна 
р45, есть Ар 4$; для всего же 
обода она равна 
2=д 


| Ёр @3. 
5 


Что касается центробежных сил 
инерции, то они могут быть пе- 
ренесены в О по направлению ра- 
диусов и действуют так, что ста- 
раются разорвать обод; следова- 
тельно, они не участвуют ни в 
давлении на подшипник, ни в со- 
общении ускорений. 

Перенося силы, действующие 
на точки Ви С, соответственно 
в точки 4’и А по направлению 
этих сил, мы будем иметь рычаг 
с ллечом а, для равновесия кото- Фиг. 396 
рого сумма моментов сил относи- 
тельно точки О должна быть равна нулю; поэтому условие равно- 
весия напишется так: 


2ка 


Р [ 
(-Эв- Р)а (Ч в-- <)а в Гоа 0, 
Разрешим это уравнение относительно #: 
Р 9 
_Р. —9— Я в дтарв 0. 
г. В+ РЬЪ@ г. кар 0 


Но р== „а, Поэтому 


Е 

2тая 
Р [9 Е 

В |: & =0, 

бе ЕРА9— У — 5 =0 


откуда 
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Посмотрим теперь, каково давление на подшипник. Силы инерции 
обода, действующие по кисательным, дадут некоторую пару, которая 
не будет влиять на давление на подигипник, так что давление сло- 
жится нз весов обода и гирек и из сил инерции гирек; 


МЕЕ--Р--О— +9; 


отсюда для № имеем: 


или, заменяя К его значением: 
Р— 09) 
№—= Е-РР 9. 
ТРЕ 9-РЕРЧО 
В частном случае, если положим Ё==0, т.е. будем пренебрегать 
весом обода колеса, для М будем иметь: 


—_ © 9—0) 420 
РО РО. 


Если только к одному концу привязана гиря, то никакого да- 
вления не будет, потому что при Р=0 или О ==0 М также есть нуль. 
Пример 3. Имеем вертикальную идеально гладкую стену и идеаль- 
но гладкий горизонтальный пол (фиг. 327). Балка АВ, вес которой, 
сосредоточенный в се- 
редине, есть Р, сколь- 
зит, опираясь концами 
А и В в стену ив 
пол; по балке бежит 
животное, вес кото- 
рого есть @. Спраши- 
вается, как должно 
бежать животное, что- 
бы балка не падала. 
Останавливаем на 
основании начала Да- 
ламбера всю систему и 
ищем силы инерции, 
прибавив которые к 
действующим силам, 
должны иметь равнове- 
Фиг. 327, сие, Пустьв данный мо- 
мент расстояние живот“ 


425 
яя ; если оно — 
положительная величина, то сила инерции направлена от Вк Аи равна 
475 
тра. 


ного от конца А есть $; тогда ускорение движения есть = 


Других сил инерции в системе нет, потому что движется только 
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животное, а балка должна быть неподвижна. Что касается движущих 
сил, то это суть веса животного и балки, О и Р, и сопротивления 
стены и пола, Ми М№,. Напншем условие равновесия, заключающееся 
в том, что сумма проекций всех сил на каждую ось равна нулю и 
что сумма моментов всех сил относительно оси, перпендикулярной 
к плоскости движения, также равна нулю. Называя угол АВО через 6, 
а длину АВ через 2а, будем иметь: 


а) М— 94 ‘а 6058 —0, 


и 


т 
Ь) М —РЫ— +9 5 518 =0, 
с) но Маз. 250080. 9-- 


-- 250560. РЬ— 2 5, Заз 0 с0$ 9 == 0. 


аЕ 


Определив из этих уравнений силы сопротивления № и /,, для которых 
имеем: 
О 45 О 415 
№= ган с0$0, М =Р-- 9—5 дат, 


подставляем в третье уравнение, получаем; 


разт 6. 9 оз 6 -- 20058. 9 4% $110 — 


а че 
— засовв. Ф-- 9 -- Осовв р акозв.Р— 
2 
— ая. 2а50 6 6086 = 0, 


Преобразуя полученное уравнение, найдем: 


223 пб. 4 — а(Р-- 20) -- 68 =0, 
откуда 
а +29 


Е $ — 20 эп 8. 


Чтобы освободиться от постоянного члена в полученном дифферен- 
циальном уравнении, заменим переменное $, положив 


зо а 


При этой замене дифференциальное уравнение примет вид: 


# 
ат Г Зазшо в=0. 


Общий интеграл этого уравнения есть 
Е лы 
«= Се" -- Се", 
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где С; и С, — некоторые произвольные постоянные, а Х; и А, опре- 
деляются, как корни квадратного уравнения 


ИЕ ИИ 
А -Р аи 0. 


Из этого уравнения для А, и Х, находим: 


=; 8 —_; [4 
МУ Е, № == 1 Зазтй * 


* 


По замене №, и \, их значениями, представим интеграл в виде: 
у — Я — и — ба 

36 вт 8 -- Сье 24 ат 8 , 
или по формуле Эйлера: 


о (С, б)соз(У т. -ис, с зт(У Ех. 1). 
Пусть 


в== Се 


о=+(А— в), с, = (А+ В; 


леы(У Е д+8 (УЕ). 


Заменив, наконец, с его значением через $, найдем: 


НЫ 


Полученное уравнение и дает искомый закон движения. 

$ 2. Дифференциальные уравнения движения системы. Ознако- 
мившись таким образом с началом Даламбера, перейдем к аналити- 
ческой постановке вопроса и выведем дифференциальные уравнения 
движения системы. Пусть имеем какую-нибудь систему, состоящую 
Из материальных точек, стесненную 2 условиями вида: 


тогда 


1, У, 2, Хь У 2+. Яр д =0, 
Ва (х, У, <, ЛХ У» 2 ++.» 2-1 Й =0, (1) 


№1 (>, У, ®, ^1, У» 21 ь +. ин й=0 
и р условиями вида: 
ф (>, У, 2, Ха, У» Я ++» Яи-а ) =С, 
1 (М, У, 2, Хр У 21; ++. 2а-в д =С,, {2) 


Фи-1 (х, У 2; Ху Ув 2 зе 2-1 =, у, 
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причем функции ф, 9;, ..., Фр_1 могут меняться в определенном смысле, 
т, е. так, что приращения этих функций 8С, 8С;, ..., 8С»_; имеют 
определенные знаки. 

Под 8х, 8у, 82, ... понимаются те перемещения, которые воз- 
можны для системы в данный момент времени, если остановить изме“ 
нение связей, т. е. считать, что время в уравнениях (1) и (2) не 
изменяется. Эти возможные перемещения вследствие условий (1) 
связаны уравнениями вида: 


97 5 97 
и в силу условий (2) — уравнениями вида: 
0% 94% 9% 

Увы не На) =, 


где 8С, 8С,, .., имеют определенный знак. Говоря о возможных пере» 
мещениях, мы должны отличать их от перемещений действитель“ 
ных 4х, ду, 42, ..., которые получают точки системы в своем движе- 
нии за бесконечно малый промежуток времени 4 и которые будут 
связаны между собой условиями внда 


Хо ау-- Г аг) + За, 
УС 42) 2-0, 


Соотношения между силами и ускорениями получаются из начала 
Даламбера. Пусть компоненты сил, действующих на точки системы, 
соответственно суть Х, У, 2, Х,, У, И.,... Компоненты силы инер“ 
ции для каждой точки соответственно равны: 


4х 4у 4. 
па’ "ща, — "ав 
4х Гы 42 

"а, =" ща, ТТ ца... 


По началу Даламбера потерянные силы будут: 


4х ау т 42. ах 
“—тав» тан, бт бт, ди, ... 


Остановив систему и действуя на нее этими потерянными силами, мы 
должны иметь равновесие. Но если система находится в равновесии, 
то на основании начала Лагранжа элементарная работа всех дей- 
ствующих сил для всех возможных перемещений системы должна 
быть нулем или меньше нуля. Поэтому будем иметь: 


Уеиры ноу] -ы, 9 


где сумма распространяется на все точки системы, 
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Итак, для всех возможных перемещений должно быть удовлетво- 
рено уравнение (3), причем 8х, 8у, 82, ... должны удовлетворять 
в силу Е уравненнй (1) { условиям вида: 


УЕ к -- в 782) =0 (4) 


и в силу р уравнений (2) р условиям вида: 
0$; 9$ [2 __ 
Убе) ас, (5) 


где 8С имеет определенный знак. Пользуясь методом неопределенных 
множителей Лагранжа, мы должны все уравнения вида (4} умножить 
на произвольные множители Х, все уравнения вида (5) умножить па 
множители м, придать к условию Лагранжа (3) и, отобрав коэф- 
фициенты при всех 8х, бу, 62, ..., приравнять их нулю. Тогда полу- 
чим Зл урн вида: 


д ЗИ 
х— тоя ив а + .. м - и 


941 09-1 


Чье р ао, ©) 


которые и представляют собою дифференциальные уравнения движе- 
ния системы, 

Произвольные множители Х, входящие в это уравнение, ничем пе 
стеснены, а множители | стеснены остающимся от условия Лагранжа 


уравнением 
0 — бл -|- С -- в.6 С, ... вр -18С,- 


откуда вытекает, что все + должны иметь знак, одинаковый со зна- 
ком соответствующего 8С. 

Вопрос о движении системы вполне решается Зп дифференциаль- 
ными уравнениями (6), 2 уравнениями (1) и р уравнениями (2). Из 
этих ЗП -|-{--р уравнений можно определить все неизвестные: Зл ко- 
ординат, { множителей А н р множителей |. Ход решения таков: 
из Зи дифференциальных уравнений исключим {1-6 р множителей А 
и р; остаются 31—7—р дифференциальных уравнений второго 
порядка относительно всех координат, зависящих от & далее, при 
помощи /--р уравнений (1) и (2), определив {--р координат и их 
производные, исключают эти {--р координат с их производными 
из зи—{—-р уравнений, так что получаются Зи —{—р дифферен- 
циальных уравнения второго порядка, в которые входят только 
3п—{-—-р координат. После этого надо интегрировать эти уравне- 
ния. В интегралы войдут 2(3и-—1!—-р) произвольных постоянных, 
которые определяются по начальным данным, именно, по начальным 
значениям координат и их первых производных, т, е. скоростей. Что 
касается остальных {--р координат, то они определяются из дан- 
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ных {--р уравнений (1) и (2) по найденным координатам, а множи- 
тели А и и определяются нз любых #-- р дифференциальных уравне- 
ний (6). 

При этом множители и для найденного решения должны все время 
сохранять один и тот же знак. Если же окажется, что какое-нибудь & 
в момент { обратится в нуль и для следующих моментов меняет свой 
знак, то в момент { связь, соответствующая этому множителю, пере- 
станет стеснять движения системы, и движение системы изменится. 
Чтобы определить движение, которое система будет иметь после 
момента мы должны снова обратиться к интегрированию уравне- 
ний (6), отбросив теперь то из уравнений связи группы (2), которое 
соответствует множителю в, изменившему свой знак (мы будем иметь 
уже р—-1! уравнений вида (2)), снова эти уравнения интегрировать 
и принять за начальный момент тот момент & в который множитель р 
обратился в нуль. 

Решение вопроса, вообще говоря, представляет болышие труд- 
ности, так как нелегко бывает интегрировать совместные дифферен- 
циальные уравнения движения, 

6 3. Движение динамической системы. Динамической системой, 
как было замечено, называется система, точки которой связаны 
только силами. Начало Даламбера с началом Лагранжа, как мы 
видели, приводят к следующему условию, дающему соотношения 
между действующими силами и ускорениями точек системы: 


Уп (па (2—п чи) | =0. [© 


Во второй части условия Лагранжа пишем нуль, потому что возмож- 
вые перемещения для точек динамической системы двухсторонни, 
Все 8х, ву и 82 в полученном уравнении совершенно произвольны, 
так как в данном случае нет связей; поэтому уравнение (7) приводит 
к следующим уравнениям вида; 


4х у а 
Х—т-я =0, У—та=0, 2— тя ==0; 


Таких уравнений будет числом Зл, если система состоит из п точек. 
Эти уравнения и суть дифференциальные уравнения движения динами- 
ческой системы. Если Х, У, 7, ... суть функции от величин, зави- 
сящих от координат одной только точки, к которой сила приложена, 
то эти дифференциальные уравнения интегрируются (отдельно), как 
было показано в динамике точки. Но, вообще говоря, силы зависяг 
от координат не одной только соответствующей точки, так что инте- 
грировать отдельно уравнения нельзя. 

Пример 1. Задача о двух телах. Рассмотрим для при- 
мера движение двух материальных точек, притягивающихся взаимно 
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по вакону Ньютона (фиг. 328). Пусть имеем две материальные точки, 
массы которых суть т и т,, отнесенные к каким-нибудь осям коор- 
динат. Материальная точка т, координаты которой назовем через х, 
у, г, притягивается материальной точкой п, коорлинаты которой 
пусть х1, У1 и г., по закону Ньютона, т. е. прямо пропорционально 
произведению масс и обратно пропорпионально квадрату расстояния. 


2 


Фиг. 328. 


Если расстояние тт, назовем через г, то для точки 72 будут иметь 
место следующие дифференциальные уравнения движения: 


4х _ тт -х 
Т па Р ар 

Фу _ „тт у —у 
пития о, 

422 тп 4—2 
та тт, 

ИЛИ 

@х тт] 
ту = 73 (= —х) 

@ вип 
тов (И — У) (8) 

472 тт 
таро 1 —@), 
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где и — некоторый коэффициент пропорциональности. Точно так же 
для точки т, притягнваемой точкой т, будем иметь: 


х тт 

паи = Вов (я — 9), 
42 

тр (уу), 6) 
Фа 

71 в = (2—2) 


Складывая уравнения (8) соответственно с уравнениями (9), получим: 


Фх 4х 
мтнае | 


@ 
тр эн па = о, (10) 


22. 


т-б 9 т, = ==0. 
Интегрируем эти уравнении, Интеграция первого уравнения дает; 
т — =". 
Представим первую часть полученного равенства в виде: 
— (тх + тих) 


и разделим обе части равенства на (т-- т,); получим; 


петь) = С С’ 
Е т-Е ат, ы тт 


Выражение, стоящее в скобках, есть не что иное, как %, т. ®. ‚ коор- 


ге С= 


ах 
дината центра тяжести материальных точек 2 и т,; поэтому -7 = С, 


Если при {== 0 имеем = т == 0, то С есть нуль; поэтому всегда Е: == 0. 


Интегрируя это равенство, получим х=С.. Если в начале движения 
при #=0 Х=0, т, е. начало координат взято в центре тяжести, 
то С, =0; поэтому Хх всегда есть нуль. Из двух остальных уравне- 
ний (10) точно так же получим у=0, 2=0. Это значит, что во 
все время движения центр тяжести находится в начале координат, 
Заменив х, у и г их вначениями, получим: 


тх-- тах, =0, ту-- ту, =0, ша -- таг, ==0. 


Определим из этих уравнений х., у; и г, через х, у и г; находим; 


т т т 
м т» Яя 
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Из этих равенств вытекает, что во всякий момент времени Оли == 
т 

=От. =. Заменим в дифференциальных уравнениях движения 
1 

точки т координаты х, у; и 2, их значениями через х, у и г. 


Первое из этих уравнений есть 
тт 
та = ебу 1 — Я). 


Сократив его на 11 и заметив, что 


Ухо фу =(1-+ ужи, 


по подстановке будем ИМСТЬ: 


НИ ОИ ЛИНИИ 
а? т \2 3? 
(1 + т) (еу 2) 
или, положив И = М, 
(+=) 

т 

ах х 

ан = —№М ВЫ 

(А уа- 22) 


Полученное равенство показывает, что точка #1 движется так, 
как будто она находится под действием ньютонианской силы притя- 
жения к точке, находящейся в центре тяжести О и имеющей массу /И. 
Под действием этой силы материальная точка будет описывать кони- 
ческое сечение с фокусом в О. Что касается другой точки и, то 
яспо, что она опишет подобное коническое сечение, имеющее фоку- 
сом ту же точку О. Относя это рассуждение к Солнцу и к Земле, 
где масса Солнца #1; так велика, что 0; = М, мы придем к заклю- 
чению, что Земля описывает коническое сечение, фокус которого 
находится в центре Солнца, 

Решенная нами задача о движении двух материальных точек, на- 
ходящихся под действием ньютонианских сил, нмеет полное прило- 
жение в теории так называемых двойных звезд. 

Пример 2. Задача о трех телах. Эта задача состоит 
в определении движения трех тел, действующих друг на друга 
ньютонианскими силами. В окончательном виде задача эта не решена, 
потому что дифференциальные уравнения движения не могли быть 
проинтегрированы в общем виде. Есть несколько частных случаев 
решения задачи о трех телах; из них приведем здесь частный случай, 
разобранный Лалласом, 
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Пусть имеем три тела разных масс: и, т, и тв. Эти тела со- 
ставляют треугольник, центр тяжести которого пусть есть О (фиг. 329). 
Допустив, что движение происходит в плоскости, Лаплас решает 
вопрос, при каких условиях тела могуг двигаться так, чтобы тре- 
угольник, составленный из этих тел, 
врашался (не меняя формы) с не- КА 
которою постоянною угловою ско- 
ростью ® около центра тяжести О. 
Примем О за начало прямоуголь- 
ных осей координат, Так как движе- 
ние тел должно быть таково, что- 
бы треугольник ицтьт, вращался 
около О, то точка О неподвижна 
во все время движения. Для нахо- 
ждения соотношений между силами 
и ускорениями пользуемся началом 
Даламбера. По началу Даламбера 
нужно остановить систему и приба- 
вить К действующим силам силы 
инерции, после чего получится равно- Фиг. 329. 
весие системы. Действующие силы 
суть силы ньютонианского притяжения. На точку и действуют точки 


ть и тз; составляющая по оси Ох сил, действующих на эту точку, 
есть 


р" ж—х). 
‚3 


Силы инерции суть центробежные силы; для точки и. сила инер- 
ции есть #110197, где р, есть расстояние пы от О. Компонент этой 
силы по оси Ох есть 

п __ 8 * __ р] 
р. 1 = И ро Бы = тех. . 


Представим Хх! в виде: 
" 9 Г! : 
хдд тя +5] 


и прибавим во второй части для симметрии два следующих члена: 


д в НН" а]. 


Если положим: 


у [и ан) -- 7 а - з)-|- и (а +7], (11) 


$2 Зак. 2984. Н. Е. Жуковский, 
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и 
то для Х| будем иметь: 
„ 9; 
К, — дх* 
Для составляющей по оси Оу силы инерции точки 7; имеем: 
д 
дух ° 


Таким образом мы видим, что компоненты сил инерции являются 
частными производными по координатам от функции /. Легко усмотреть, 
что силы притяжения также являются частными производными по 
координатам от некоторой другой функции ф, которая есть 


7. = т ®?у, = 


(лить _ туть тут) в 
ы (57 т Го, а +) (2) 


В этом можно убедиться непосредственным дифференцированием, 
Действительно, дифференцируя по х, выражение ф, получим: 


09$ 7175 ат 
т = 2х —х Е х.—х 
дх, па ( р) 3) ПЗ ( 8 1), 


, , 9 
а это, как было показано, есть Ж\, так что Х\ == >. Составляющая 
1 


сил, приложенных к 1, по оси Ох есть 
, ы 9% ау д 
хе = роще. 


Подобными же выражениями представятся компоненты сил, дей- 
ствующих на остальные точки. 

Напишем теперь условие равновесия Лагранжа для данной системы; 
оно имеет вид: 


У о-+ем+ уни 9=| 0, 


где сумма распространяется на все точки. Заметив, что вся сумма 
представляет вариацию функции (/-- $), мы можем условие равно- 
весия представить так: 

8-9 =. 


Займемся преобразованием функции Й. Так как центр тяжести 
всегда будет находиться в О, то 


тж + тож, -- туз = 0. 


Возвысив в квадрат это выражение н перенося во вторую часть 
двойные произведения, находим: 


2..8 2..3 2.2 
тах: -- тах тьх — — Этатьхахь — тата — тать. 
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Ирибавим к обеим частям полученного равенства трехчлен 


тать (жа -|- хз) - тат (3 м) --лить (1 -+-ж). 
Получим: 


така | таза -- тзха -- тутьль -|- татьхз -- ть 
тии плтьж -- плтьха == тьть (х4 + жа -— хх) -- 


-- тата (а м — жа) тать (а ха — дах). 
Отсюда 


(та -- та -- та) (пихать -- ту) = 


== аа (ха — хе -- тат (к — ха -- тать 0 — х), 
или 


пи + тьха-- тв == 
1 $ 
= [тт (о — же тт м -- тит (к, — хх), (3) 


где 
М = т, -- тр ть. 
Точно так же, пользуясь равенством 


ту. тоуь-Е туз == 0, 


получим: 
ту! —|- туз + тьув == 
= тьть (уз — 99% - тут (уз — уд ит, (у, — 9. (14) 
Сложив уравнения (13) и (14), находим: 
т, (ха у) Е т, са 5) т, (РУ = 
= 3 иатагь, з —- тзтРВ, 1 -- пита, +]. 
Обращаясь к выражению (11) для }, мы видим, что 
ди, а т, аут -УЬ 
поэтому в силу последнего равенства имеем: 
= 7 (тт, в-- ива, 1-Е мать 3). (15) 


Таким образом, мы видим, что функция Л, как и функция ©, 
зависит только от величин Г; о› Гу в» Га1. Варьнруя выражение /-|-ф 


32* 
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и отбирая коэффициенты при 87; , 87 в, биз, Находим: 


2 й 
8(-- Я, в(1-тутьи в — В пир) 
З 


^% 


з тат 03 тит 
+5 (*- ТЕ и (етуту — 1 :) 
: : 1 1 . 
ФИ 08а Ив1 Е 521 "1,9 2, 


Так как в полученном равенстве все 6^ совершенно произвольны, то 
для удовлетворения равенства коэффициенты при всех бу должны 
быть нулем, т, е. 


62 татз «2 ттт 
т ь =0, у ки ==0, 
02 вт 
ба 0, 

Г, 2 


Решая эти равенства относительно Г1,о, оз И гз1› Находим: 


__ __ щи М 
Го Газ И: == ИУ а. 


Вот условие, при котором треугольник вращается около центра 
тяжести с постоянной скоростью. Оно показывает, что треугольник 
должен быть равносторонним и должна существовать связь между 
расстоянием материальных точек и между суммой масс всех точек, 
независимо от массы какой-нибудь одной точки, 

Выше мы сказали, что решение вопроса о движении динами- 
ческой системы, состоящей более чем из двух точек, представляет 
большие трудности, если материальные точки дейсгвуют друг на 
друга по закону ньютонианского притяжения, Если же точки системы 
действуют друг на друга силами, прямо пропорциональными рас- 
стояниям, то волрос решается вполне и не представляет никаких 
трудностей. Рассмотрением этого вопроса теперь и займемся. 

Пример 3. Пусть имеем ряд материальных точек, которые 
движутся под действием взаимных сил; силы эти суть притягатель- 
ные силы, прямо пропорциональные расстояниям и произведению 
масс, Отнесем систему к каким-нибудь прямоугольным осям коор- 
динат и налишем уравнения движения. Для оси Ох они будут: 


4? 
тт == Атут, (х,— м) - Виать (8 — м) |...) 


@2 
тот == тут, (м —х*)-- Етотв (в—ж)-- -ььу 


ооо ооо 
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Складывая все эти уравнения, получим: 


1 а2х. 
гаа Ртгаа Р..- = 0. 


Интегрируя два раза это уравнение, находим: 


тнт... = а, 


где а и а, суть некоторые произвольные постоянные. Но первая 
часть этого равенства есть не 


т 


что иное, как Мх, поэтому 2 =’ 
Мх= а -- а, 
аналогично найдем; 
_ (16) 
Му=ы- ви, 


Е 


Перенесем начало произ- 
вольных осей координат в центр 
тяжести системы х, у, 2 
(фиг. 330). Тогда координа- 
та х, относительно новых у 
осей О’х’у’2” будет: 


х!= х + х. (17) Фиг. 330, 


Выразим ускорения точек системы относительно новых осей О’х’у’2', 
для чего дифференцируем два раза уравнения вила (17): 


2х хх, @х 


аа = "ай аа * 
но 


м (ии —0: 
ай ‘ав м 
поэтому , 

4х  @х 


ай ай‘ 


г г 
Выразив в уравнениях движения х;, Х»... Через Х, хь,..., 
находим: 

4? х. Г 7 Г 
* ‚ 
т; тя == АИтЬ (да — м1) К Етить(жа—м)-... 


Раскрывая скобки во второй части и делая приведение, получаем: 
: 
ах й г г 
та == т, нахо тах ... м (тать...) 
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р : 
Прибавляем в скобках -- тм и — тихи: 
з : 


а х.. у р г . 
т; ао == Ат, тах тьха-- ту... жа (та + ти --ть--...) 


заметив, что 


тих: Нтьх +... = 
так как начало координат взято в центре тяжесги, будем иметь: 
ах ' 
т а = — вт Мж, 
или 
ах 
АМ 
ав _ зы 
ге М=ш--т.--... Полученный результат показывает, что 


каждая материальная точка движется так, как будто находится под 
действием силы притяжения массы М, помещенной в центре тяжести О”. 
Таким образом мы видим, что в рассматриваемом случае центр 
тяжести будет двигаться прямолинейно и равномерно [согласно урав- 
нениям (16)], все материальные точки будут описывать около центра 
тяжести эллипсы, двигаясь относительно подвижных осей так, как 
будто их притягивает масса М, помещенная в центре тяжести, силой, 
прямо пропорциональной расстояниям. 

$ 4. Основные теоремы динамики. В $ 3 мы видели, как из 


начал Даламбера и Лагранжа получается основное уравнение дина- 
Мики 


У [пн-пт (2фпщы] 0. 9) 


При некоторых частных условиях оно приводит нас к важным тео- 
ремам, рассмотрением которых теперь и займемся. 

1. Теорема о движении центра тяжести. Предпо- 
ложим, что дается система, обладающая тем свойством, что для нее 
возможны поступательные движения по оси Ох. Легко заметить, что 
одно из возможных перемещений будет: 


буду =... ==8а==2, ==... == 0; ёх== 4х, =... ==8а, 


так как по условию система может двигаться поступательно по оси Ох, 
Заметив, что это перемещение двустороннее, воспользуемся фор- 
мулой (72) со знаком равенства: 
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Так как вообще 8а -Е 0, то найлем: 


Х(—п #)=0, 
УХх=У" под. (18) 


Рассмотрим, какой механический смысл имеет полученное урав- 
нение (18). Представим это уравнение в форме: 


Ух-=4 Ут“. (19) 


Если условимся количество движения #79 представить вектором, 
проведенным по направлению скорости и равным то, то, проектируя 


или 


ах 
этот вектор на ось Ох, получим ту, , т. 


знаком суммы во второй части уравнения (19). Пользуясь этим, 
уравнение (19) можно формулировать так: если система может 
двигаться поступательно 8 известном направлений, то сумма 
проекций всех действующих сил на это направление равна про- 
изводной по времени от суммы проекций на это направленив 
количеств движения всех точек системы. 

Если существуют препятствия, стесняющие движения системы, 
то и в Таком случае можно воспользоваться этой теоремой; ибо, 
заменив все препятствия силами и приложив эти силы к системе, 
мы будем иметь свободную систему, для которой теорема имеет 
место. 


Преобразуем уравнение (19). Вспомним, что координата х центра 


е. величину, стоящую под 


- 1 м 
тяжести выражалась формулой *=м У тх; отсюда 


МХ == У мх. 


Так как это равенство имеет место при всяком & то, дифференцируя 
по { два раза, будем иметь: 


2х фх 
ча = Утч. 


Сравнивая полученное равенство с уравнением (18), находим: 


азх 
Ух=мат, (20) 
т. е. сумма проекций сил на ось Ох равна проекции на эту ось 


ускорения центра тяжести системы, ‘умноженной на ве массу. 


а 
Остановимся на частном предположении, когда » Х==0. В этом 
случае уравнение (20) дает 
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или, так как М-Ё0, то 


Интегрируя это, получаем: 
х==аё- 6. (21) 


Равенство (21) называется интегралом движения центра тяжести по 
оси Ох. Оно может быть формулировачо теоремой: если система 
может перемещаться 
по какой-нибудь оси 
и сумма проекций дви- 
жущих сил на эту 
ось есть нуль, то 
проекция центра тя- 
жести системы на 
ось движется равно- 
мерно. 

Для того чтобы 
имела место эта тео- 
рема, нет необходи- 
мости, чтобы сумма 
проекций всех дей- 
ствующих сил была 
нулем; достаточно, что- 
бы сумма проекций од- 
них внешних сил была 

Фиг. 331. равна нулю, ибо сумма 

проекций внутренних 

сил па одну и ту же ось всегда равна нулю по третьему закону 
Ньютона — закону действия, равного противодействию. 

Перейдем к распространению полученных результатов и на те 
случаи, когда система может иметь поступательное движение не по 
одному только направлению. Пусть для системы возможны посту- 
пательные движения по всем трем осям. Таковы вообще системы 
свободные, имеющие одни только внутренние связи. Но существуют 
и несвободные системы, способные двигаться поступательно по всем 
трем осям. 

Как пример такой несвободной системы можно привести следую- 
щую систему. Вообразим себе горизонтальную неполвижную до- 
щечку @афс@ (фиг. 831). Прикрепим к ней четыре равные и парал- 
лельные тяги: аа”, 26*, сс’, 44’, свободно вращающиеся на шарньерах, 
К концам этих тяг прикреплен четырехугольник а’б’с’4’ == офед. 
к концам которого опять прикреплены тяги, равные и параллель- 
ные, а к тягам прикреплен четырехугольник а”б”с”4” == офса. Четы- 
рехугольная дощечка а”б”с”А” с положенной на ней какой-нибудь 
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массой М и будет представлять собой систему, для которой воз- 
можны всякие поступательные перемещения, ибо при всяком ее 
передвижении стороны ее остаюгся параллельными с:оропам четы- 
рехугольника афса. 

Итак, пусть система может иметь всякие поступательные дви- 
жения, Т. е. может двигаться по направлению всех трех осей коор- 
динат. Если система движется поступательно, то, как известно, все 
точки ее описывают равные и параллельные траектории, так что если 
одно из возможных перемещений системы по осям координат есть 8%, 


88, 8+1, то 
Вх = 0х, ==0х0 ==... ==8а, ду==ду, ==8уз == т] (22) 
92—02) ==82. =... ==6у. 


Внеся эти значения в основное уравнение (7а) и заметив, что 
вследствие двусторонности перемещений знак неравенства отпадает, 
будем иметь: 


$ У(х- пт) 88 У, (У— па) У (2 —т а) =0. 


Так как 8а, 08, 61 совершенно произвольны, то 


У(х—п и) =, У(/—пв) = У(2—пе)= 6 


или 


Ух- уни, Уу-уюа, У2- Уна. 9) 


Представим эги уравнения в виде: 


Ух-# (=), Хе). 2-Е (ид, 


и преобразуем их, пользуясь формулами для координат центра 
тяжести системы, Было показано, что координаты центра тяжести 
системы определяются формулами 


- 1 — 1 1“ 
хи У мх, Уи Ут, == У тг, 
где М есгь масса всей системы. Определяя из этих формул У шх, 
Улту, У тг, найдем: 
Утх==Мх, Уту=Му Утге== МЕ. 


Подставив найденные значения сумм в уравнение (24), получим: 


ах у пу и 4 
Ух=м“ и, Уу= мая, У2= Мая (25) 
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Полученные уравнения показывают, что сумма проекций действую- 
щих сил на каждую из осей координат равно массе системы, 
‘умноженной на проекцию ускорения центра тяжести на соот- 
ветствующую ось. Эти уравнения называются уравнениями лвижения 
центра тяжести. Из них определяется полное ускорение центра тяжести. 
В самом деле, назовем равнодействующую внешних сил через Л, 


в [5-2 


Тогда на основании уравнений в найдем: 


“у р] 
‘у г 
К= му (& (=) + (>) + (=) = МУ, 
где ] есть полное ускорение центра тяжести. Заметим, что в выра- 


жения УХ, УУ, УЛ входят одни только внешние силы, ибо 
сумма проекций внутренних сил на одну и ту же ось всегда равна 
нулю по третьему закону Ньютона — закону действия, равного про- 
тиводействию. 

Рассматривая уравнения (25), мы видим, что они представляют 
собой дифференциальные уравнения движения точки, масса которой 
есть М и которая помещена в центре тяжести системы. Отсюда 
следует: если система может иметь всякие поступательные дви- 
жения, то центр ее тяжести движется, как одна материаль- 
ная точка, в которой сосредоточена вся масса системы и на 
которую действует равнодействующая всех внешних сил, пере- 
несенных в центр тяжести системы. 

Остановимся на частном предположении, когда все внешние силы, 
действующие на систему, или уравновешиваются, или приволятся 
к одной паре. В этих случаях: Ух= У у—= У 2 =0. {Внутрен- 
ние силы, как выше было показано, на эти суммы не влияют.) При 
этом условии уравнения (25) приводят к следующим равенствам; 


ах гу 42: 
ча = ча ав — 6, 
интегрируя которые лва раза, получим: 


х= о-в, ужаё- в, г=а- в, (26) 


где а, а,, ао, 5, 6., 6. суть некоторые произвольные постоянные, 
Легко усмотреть, что а, а;, а, суть проекции скорости нентра тя- 
жести на оси коордунат в начальный момент времени, а 2, 6, 5, — 
коорлинаты центра тяжести для того же начального момента времени. 
Если в начальный момент времени центр тяжести находился в покое, 
то тогда при а==а, =а.==0 уравнения (26) дают: 


=8, ужб, 2==6,, (26) 


—0, 
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Уравнения (26) выражают принцип сохранения движения центра тя- 
жести, который может быть формулирован так: если система может 
иметь всякие поступательные движения и суммы проекций внеш- 
них сил на оси координат суть нули, то центр тяжеети этой 
системы движется прямолинейно равномерно или же находится 
в покое, 

П. Теорема площадей. Теорема площадей имеет место для 
систем, обладающих тем свойством, что они могут вращаться около 
некоторой оси или некоторой точки. Предположим, что данная система 
может вращаться, как твердое тело, около некоторой оси О2. Мы 
знаем, что если остановить систему и к действующим силам приба- 
вить силы инерции, то должно получиться равновесие, и, следова- 
тельно, должно удовлетворяться условие Лагранжа 


У (хин (пад (Е—п)в|<о. @7) 


Напишем формулы Эйлера, выражающие 5х, ду, 82 через беско- 
нечно малые угловые перемещения 8$, дф и 88 около осей: 


8х = 2 —у89, ду==х80— 28$, 82= убр—х8у. — (28) 
Но для данной системы возможны вращения только около оси Оз; 
поэтому при 8ф==8ф==0 получаем 6х == — 08, бу==х88, д2==0. 


Внося эти значения перемещений в уравнение (27) и заметив, что 
перемещения эти двусторочни, найдем: 


У[({—" а) (У—т@ 2) | —0. 


Перепишем это уравнение в виде: 


80 Ух —х— п (х у г] =0, 


и, сократив на 69, так как вообще о найдем: 


Уи = Ут (хуй), 


Хуа У" (ща). 09 


Рассмотрим, какой механический смысл имеет это уравнение. Пер- 
вая часть его есть не что иное, как сумма моментов всех действую- 
щих сил относительно оси О2. Вторая часть его составлена так же, 
как и первая, с той только разницей, что вместо компонентов сил 
по осям, как это было в первой части, во второй части взяты величины 

ах ау 
Пр» Та’ 
движения тт, если условимся представлять количество движения 


или 


которые суть проекции на оси координат количества 
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вектором, направленным по скорости и равным 9. Поэтому сумма 
во второй ч‹сли прелставляет сумму моментов количеств движения 
относительно оси О2. На основании сказанного уравнение (29) может 
быть формулировано так: сумма моментов действующиех сил относи- 
тельно оси О: равна производной по времени от суммы момен- 
тов количеств движения от- 


пересекает ось О2 или парал- 
лельна этой оси. Заметим, что 
А в эту сумму входят только 
/ 7 внешние силы, а внутренние 
сокращаются. Действительно, 
по третьему закону Ньютона, 
две материальные точки дей- 
сгвуют друг на друга силами, 
равными и направленными по 
одной прямой. Пусть эти силы 
О и С’ (фиг. 332). Момент 
Фиг. 339. силы ©’ относительно оси Ог 
мы найдем, спроектировав эту 
силу на плоскость, перпендикулярную к оси Ох, и умножив эту проек- 
цию на перпендикуляр, опущенный на проекцию силы из точки пе- 
ресечения оси моменгов с плоскостью моментов, н приписав моменту 
надлежащий знак. По этому правилу будем иметь: 


т (9) == про’. т (0) =—прО.#. 
Складывая, найдем: 
т (9) -- т (9) = про’. й-— про. й=0. 


Таким образом мы видим, что моменты внутренних сил попарно со- 
кращаются и в сумму »У(хУ— уХ) не входят. В рассматриваемом 
частном случае уравнение (29) примет вил: 


вхо 


откуда по интеграции находим; 


Ух) =С. (30) 


Полученное равенсгво называется днтегралом площадей для оси Ог. 


2 

М носительно той же оси. 

р Остановимся на частном слу- 
3 , чае, когда »(хУ— ух) ==0. 
| № Это будет иметь место, когда 
| 

| 

} 

} 

О 

| 

1 


} 


77 
Г равнодействующая внешних сил 
| 
} 
| 
! 

} 

1 
+ 
1 
: 
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Преобразуем это уравнение, перейдя ог прямоугольных осей 
координат к полярным. Пусть: 


агс в = ум, 


1 


Дифференцируя ф по & имеем: 


ау _ ‚ах 
и Уш ду ах 4 ах 
д УТ а 
а ая“ г? ; 
1 +2 2 
отсюда 
4 4. ах 
2 „У „ах. 
ЕТ: о Уш’ 


г? 49 имеет следующий геометрический смысл. Если материальные 
точки т, т, ... (фиг. 333) описывают траектории ти’, тти, ... 
то проекции и, п.,... 
этих точек опишут на 
плоскости Оху пути: пл’, 
пп, ... Двойная пло- 
щадь, описанная радиу- 
сом-вектором Ол, будет 
#24. Если условимся г? 4ф 
называть через 24с,„, тогда 
уравнение (30) можно на- 
писать так: 


% 1 , 
Уи С. (80') 


Это есть теорема пло- 
щадей в дифференциаль- 
пой форме; ее можно фор- 
мулировать так: 

Если састема может 
вращаться около неко- 
торой оси п сумма моментов внешних сил относительно этой оси 
есть нуль, то сумма произведений масс точек системы на секто- 
риальные скорости проекций соответствующих точек на пло- 
скость, перпендикулярную к оси вращения, есть величина посто- 
янная. 

Умножив уравнение (30”) на 4Ё и интегрируя, находим: 


С 
Ума, =. (-- С". (31) 


Фиг. 333. 
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Это есть теорема площадей (в интегральной форме), которую можно 
формулировать так: если система может поворачиваться около не- 
которой оси и если внешние силы, действующие на систему, дают 
равнодействующую, проходящую через ось вращения (или парал- 
лельную этой оси), то сумма произведений масс точек на площади 
секторов, описываемых их проекциями на плоскости, перпендику- 
лярной к оси вращения, изменяется пропорционально времени. 

Распространим сказанное на тот случай, когла система может 
вращаться около всех трех осей, т. е. около начала координат. Таким 
свойством может обладать, например, совершенно своболная система 
или система с одной неполвижной точкой. Напишем для такой системы 
основное уравнение динамики 


У (*— пав) ах +(— т ар) (2— тан) < 


и заменим в нем дх, ду, 62 их значениями при помощи формул 
Эйлера (28) через 80, 8$ и 86, где 0, 50 и 50 — бесконечно малые 
углы поворота около осей координат. Заметив, что перемещения 
двухсторонни, но подстановке значений 8х, ду, 6= пишем во второй 
части уравнения Лагранжа нуль. Имеем: 


У (х—= “) (284 —288)-+(У—м 4) (=80 — 25) ++ 
т (2— тж) 0'8— хз | =0. 


Раскрыв скобки и отбирая коэффициенты при 89, фи 89, получаем: 


прин 
+89 У, [2—2 —пт(з вт х#)] + 


Ч 59 +8 У,[х У—ух—т(х —) —=0. 


Так как 64, 0$, 80 совершенно произвольны, то коэффициенты при 
них должны быть равны нулю. Следовательно: 


У02—г)= Ут (учи — т) 
а М х4), (32) 
Усе У 
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Эти формулы еще могут быть представлены в таком виде: 


У, 2—2) =4 Ум 9—9), | 
Уех—хр=4 т (24 —х), (33) 


__@а ау __ „ах 
Хе т(щш) | 
Уравнения (33) словами выразить можно так же, как и уравнение (29), 


именно, рассматривая количество движения как вектор, данный и по 


величине и по направлению. Компоненты этого вектора ло осям суть 
ах а 42 

тот = ит; при этом суммы во вторых частях представят 

суммы моментов количеств движения относительно осей координат, 
Если систему действующих сил заменим олной силой, проходящей 

через начало координат, и некоторой соответствующей парой, то 

легко заметить, что первые части уравнений (33) представляют про- 


екции на оси координат момента этой пары; так что если этот момент 


назовем через 2, то 
прьЁ == >х02—2У), 
пруЁ — У (2х —х2), (84) 
прьГ. = № (хУ— УХ). 


Будем теперь рассматривать всё количества движения, как силы, и 
заменим их опной силой, проходящей через начало координат, и не- 
которой парой. Так как проекции на оси коорлинат момента пары 
относительно какой-нибудь оси равны сумме моментов относительно 
этой оси всех сил, то, называя момент пары @, будем иметь: 


пр„б = Ут (у — 2%), 
пруб — Ут (21 —х), (85) 


А 
пр.@ = У» (+9 —9. } 

Момент С называется главным моментом количеств движения 
в данной системе относительно начала координат. Из вышесказан- 
ного следует, что главный момент есть момент той пары, которая 
получится, если, рассматривая количества движения, как силы, заме- 
ним их олной силой, проходящей через начало координат, и одной 
парой. 

В силу уравнений (34) и (35) уравнения (33) можно представить 
в таком виде: 


а а а 
пр.Ё == Я (пр»@), пр. — & (прь С), пр» Ё == а (пр,О). (36) 
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Уравнения (36) показывают: если система может свободно вращаться 
около начала координат, то проекции по осям момента равно- 
действующей пары (полученной от замены всех сил одной силой, 
проходящей через начало координат, и одной парой) равны произ- 
водным по времени от проекций на эти оси главного момента 
количеств движения. 

Перейдем к предположению, что равнодействующая всех внешних 
сил проходит через начало координат, так чго 


\02—г)=0 Уех—х2)-=0 У(у—ух)= 


Как было замечено, в эти суммы не войдут внутренние силы. Тогда 
уравнения (33) примут вид: 


[7 28 
ут т (у #— 2) =0, 
а а. \ 
т (рф х)=6 
пут (ищу) = 0. 


Ингегрируя эги уравнения, пайдем: 


== 4 ЧЕ , 
Ум т (297 4х «= в, (37) 


У —4)= с. | 


Эти формулы (37) называются тремя интегралами площадей. Их 
гсометрический смысл был разъясчен уже нами выше, когда говорили 
об олном ингеграле. Если обозначим через 43, 45,, а, три элемен- 
тарных сектора, которые описывают на плоскостях координат Оу»г, 


Огх, Оху проекции радиуса, то уравнения (37) можно представить 
в виде: 


к, 46% 1 и, и 1 4. 
Унбе=ьА, Утщиеов, Уи < =. С. (38) 


Интегралы этих уравнений, а именно 
1 
Ут, =оАРАь У то= ВВ, | 9 
) 


показывают, что для каждой из плоскостей координат суммы про- 
изведений площадей, описанных проекциями радиусов-векторов на 
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соответственные массы точек, изменяются пропорционально вре- 
мени. 

Мы видели в динамике точки при выводе теоремы площадей для одной 
материальной точки, что траектория движения материальной точки ле- 
жит в плоскости, проходящей через центр силы. Укажем здесь аналогич- 
ную плоскость для си- 
стемы. Это есть так назы- + 
ваемая неизменяемая пло- 
скость Лапласа. Чтобы 
определить эту плоскость, 
поступаем так. Проведем 
через начало координат 
плоскость © (фиг. 334) 
перпендикулярно к неко- 
торому вектору 2. Обра- 
тим внимание на площадь 
4с, описываемую в про- 
странстве радиусом-век- 
тором точки т. Назовем 
через @;, проекцию этой 
плошади на плоскость, 
перпендикулярную к век- 
тору Б а через @„ 
49» 4, — проекции пло- Фиг. 334, 
щади 4 на плоскостях 
Оуг, Огх и Оху. Легко заметить, что по свойству проекций 


м 
43; == 4 со$ (1, п), где п есть нормаль к площади отт. == 4. Заме- 
— 


ним с0$ (2, п) по известной формуле косинусами Типс осями коор- 
динат. Имеем: 


—^ — —— —^ —^— — 
4а, == 95 [с0з (6, Х) со$ (и, х) -- соз ($ У) соз (п, у) -- соз (4 2)соз (и, =). 
Раскрыв скобки и заметив, что 

> — ^^ 
4 с0$ (п, х) = @»  @с03 (п, у) ==, — @5с0$ (п, 2) == 09, 


получим: 


43; = 40,503 (о -{ 95, с0з (У) -{ 45, соз (2). 


Умножаем обе части полученного равенства на т и берем сумму, 
распространенную на все точки данной системы; находим: 


У, мас, = с0з [Ро У, таз» -[ с0$ (У У, тас,-|- с0$ (2) У тас.. 


33 Зак. 2984. Н. В. Жуковский, 
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Заменив во второй части суммы их значениями из уравнений (38), 
получим: 


У т 4: = =. [А с0$ Е» -- В соз У) -+ Ссоз 42) 4. 


Перелишем это равенство в виде: 


41 ет д А 
Утаи У А-В @ [соз (1 ЭувЕЕЕа+ 


с0$ (1 (р —щ— |, 
-- У уве + {р иене] 
А В С 
У? + В+ 22’ У д?- В+ С’ У В + С 
сматривать как косинусы углов с осями координат некоторого век- 
тора Г., если положить: 


Величины можно рас- 


— А 

05, 9) — уве” 
—^ В 

0$ ([1,у) == УТЕРЕ , (40’) 
— С 

08» 2) — утраеЕС 


При этом последнее равенство примет вид: 
Ут, =5 И 8-Е ВЕ С. соз (1. 


Выберем теперь плоскость (©) так, чтобы У т 4с, была наибольшей, 


— 
Очевидно, что У т; булет наибольшей, когда соз (1, [.) = 1, т. е. 


когда направления Ги Г. совпадают и угол между ними равен нулю. 
Эта плоскость, перпендикулярная к [, называется неизменяемой 
плоскостью Лапласа. Неизменяемой она называется на основании 
того, что углы, которые образует с осями перпендикулярный к ней 
вектор, зависят от постоянных интеграции, как это вилно из уравне- 
ний (28), и не изменяются со временем. Все сказанное может быть 
формулировано так; если система может свободно вращаться около 
начала координат и если равнодействующая внешних сил прохо- 
дит через начало координат, то плоскость, для которой Ут 45; 
(т. е. сумма произведений масс точек на проекции на этой плоско- 
сти соответственных площадей, олисанных в пространстве радиусами- 
векторами точек системы) есть максимум, сохраняет неизменное 
положение во все время движения системы, 

Легко усмотреть, какое значение имеет неизменяемая плоскость 
по отношению к главному моменту количеств движения, Сравнивая 
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уравнения (37), представляющие интегралы площадей, с уравнени- 
ями (35), мы видим, что 


пр», @=А, пр,@=В, пр, @=С. 


Так как А, В, С суть некоторые постоянные величины, то отсюда 
заключаем, что компоненты главного момента количеств движения 
системы по осям координат не изменяются; следовательно, главный 
момент сохраняет как свою величину 


а=У А?-Р ВЗ- С, (40”) 
так и направление, характеризуемое уравнениями 
с0$ (ах) = УЕвЕЯ , 
соз (9, у) = ЕВРЕЕВ! (40) 
с05 (92 = ЕЕ 


Сравнивая уравнения (40’) и (40), мы видим, что Ё, и С имеют одно 
и то же направление; отсюда заключаем, что неизменясмая плоскость 
Лазласа есть плоскость той пары, момент которой есть главный 
момент количеств движения системы. Из всего сказанного вытекает 
теорема плошадей, которую Пуансо формулирует так: если равно- 
действующая внешних сил проходит через начало координат а 
около этого начала данная система может свободно вращаться, 
то главный момент количеств движения не изменяется ни по 
величине, ни по направлению во все время движения. 

Ш. Теорема живых сил. Теорема живых сил имеет место 
для системы, связи которой не содержат явно времени. Пусть имеем 
систему, которая стеснена р условиями вида: 


Е(х, У, 2, Ха» Уз» 21 в. Хар Уп-ь 2-1) =0 (41) 
и 9 условиями вида: 

ф (<, у, 2, Х, Ув Я...) Ань Уп-1» 2-1) == С, (42) 
где как функции /, так и функции ф не содержат времени 2. Если 
условия (41) и (42) не зависят от времени & то бесконечно малые 


перемещения системы во все время движения будут стеснены р усло- 
виями вида; 


Уи) =0 17 
33 
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иа условиями вида; 
Уильям) =. (42') 


Такими же самыми уравнениями 
У(7х в. 82) =0, 
УЕ: ет ду ® 32) =0 


будут связаны и возможные перемещения, если будем рассматривать 
перемещения не освобождающие. Таким образом, когда уравнения 
связей не содержат явно времени, действительные перемещения си- 
стемы при движении ее будут вместе с тем возможными перемеще- 
ниями, и в основном уравнении динамики (7а) 


У[(«—" 48 (Ут пи) --(2— таз) аг] <0 


мы можем 6х, ду, 82 заменить через @х, ау, 42. 

Перемещения, Которые получила система во время 2, таковы, что 
для системы возможны прямо им противоположные перемещения. 
Действительно, вообразив систему в положении, соответствующем 
времени № мы будем иметь для перехода ее в положение, соответ- 
ствующее временам {-|- 4 и 1—4, лве группы прямо противопо- 
ложных возможных перемещений. Если перемещения двухсторонние, 
го в основном уравнении отпадает знак неравенства, и мы будем иметь: 


4; 
У[(— па (ут ча) (Е— тат) аг | =0; 
раскрыв скобки, перепишем это равенство так: 
ах 4х + ду Фу-+ 4г 422 


У (ках уу -- раз) = У, (43) 


Первая часть полученного уравнения представляет собой сумму 
элементарных работ всех действующих сил; что касается второй части, 


3 1103 
то легко показать, что это есть ау”. Действительно, мы знаем, 


той т [Гах\2 ду \8 &2\2 
ты (2) + (+) + (4) |. 
Если продифференцируем это уравнение, то найдем: 


а т? ах 4х + ду? у- 42 4*= 
т. 


что 
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т? 
Ввяв сумму от а (";-), распространенную на все точки системы, 


получим: 
а т Ут 4х 3х -- Чу 4?у-|- аг 4? 


9 ай 


Пользуясь этим, уравнение (43) можно написать так: 
2 
Уках- УЧ 24) =а\У "У. (44) 


Это уравнение показывает: если связи системы не зависят от вре- 
мена, то сумма элементарных работ всех действующих на систему 
сил равна дифференциалу живой силы всей системы, причем под 
живой силой системы подразумевается сумиа живых сил всех 
точек системы. 

Уравнение (44) можно вывести и другим способом. Напишем диф- 
ференциальные уравнения движения системы: 


42 9 
т ХНА а... 


д 
та ме. 
д д 
Аа | м... 


Умножим их соответственно на 4х, ду, 42 и сложим; получим: 


У ах @х - ау @?у-|- аг 42 
т ыы —> 
9 91 
= Уса таз) +У, (22 ао. 4). 
„Легко усмотреть, что второй член второй части уравнения согласно 


условию (41) обращается в нуль; поэтому мы снова получаем урав- 
нение (43) 


ах 4? Чу а? 42 42 кл 
У" т ее У (хх уЧу-- 243). 


Перейдем к тому случаю консервативных сил, который имеет 
место для всех известных сил, зависящих от координат. Для таких 
сил выражение 


У(Ках- Уау-- 2 аз) 


представляет полный дифференциал от некоторой фупкции И, т. е 


41 =, (Х4‹- Уду-- 2а2). 
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Вследствие этого все силы Х, Х;, Лор ..., У, Гр У + бу нь, п 
являются частными производными от функции (, так что 


__ в6 9 9 
Х ==, = 9х, ...у А ду, в+еу 
90 9и 
"—=9у, ..зу г, 


Функция С называется силовой функцией данной системы сил. При 
помощи силовой функции уравнение (44) можно представить так: 


ау" =а0, (45) 


т, в. дифференциал живой силы системы равен дифференциалу 
силовой функции. Интегрируя уравнение (45), находим: 


У"у-и-ь (46) 


где й— некоторая произвольная постоянная величина, определяемая 
по начальным данным. Если положим, что в начале движения скорости 
точек системы суть 9%, 9,1, ..., а силовая функция © = Оу, то 


По ; 
Уи -ь (46) 
и интеграл живой Силы представится так; 
= 0 п 
> У = (47) 


т. е. приращение живой силы системы равно приращению силовой 
функции. Часто интеграл живой силы выражают в форме (46) и фор- 
мулируют его в виде принципа сохранения энергии. Для этого вволят 
некоторую функцию 2 ==— (7. Уравнение (46) принимает при этом 


ВИД; й 
Ут-Е=А, (48) 


[ называется потенциальной энергией системы, а живая сила системы 
называется кинетической энергией. Пользуясь этими терминами, тео- 
рему живых сил в виде (48) мы можем формулировать так: сумма 
кинетической ц потенциальной энергий системы есть величина по- 
стоянная. Как добавление к теореме живых сил приведем два при- 
мера, в которых укажем, как составляется силовая функция (. 

1) Система находится под действием сил тяжести. Если ось Оз 
направлена вертикально вверх, то компоненты сил тяжести по осям 
будут 


Х=0, Г=0, Д=—мв; Х,=0, 7У,=0, И =— тр: .., 
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Полный дифференциал от силовой функции будет 
аи = У (Хах-- Уау-- да). 
По подстановке значений сил находим: 


аЙ—= — тр 42—10 42, —пваг—... 
Интегрируем: 


И = — тв — тва —... -НС==— я Ута-- С== — Мег + С. 
Таким образом для сил тяжести 


= — Маг-+ С. 


Пусть С==0; тогда 2 == Мех, и теорема живых сил для сил тя- 
жести представится уравнением 


: _ 
УТ -- меге=в. 


Это равенство показывает, что если центр тяжести опускается (при- 
чем потенциальная энергия убывает), то кинетическая энергия увеличи- 
вается; и обратно, когда центр тяжести тела поднимается, то кинети- 
ческая энергия убывает. 

2) Система находится под действием сил взаимного притяжения 
точек. Возьмем какие-нибудь две точки, массы которых суть ти т, 
{фнг, 335); расстояние АВ между ни- 
ми навовем через 7у., и пусть эти 
точки действуют друг на друга по ка- 
кому-нибудь закону, зависящему от 
расстояния 7,1, силами Р и Р', так 
что 


Р = тии (го, 1). Фиг. 335. 


Заметив, что @© равно сумме элементарных работ всех сил, рас- 
смотрим работы двух сил Ри Р’, Пусть точки т и т, переместились 
и заняли положение 4’В’, причем, вообще говоря, А”В’ -Е АВ. Это 
движение разложим на два движения: сначала переместим точки из 
положения АВ в положение А’В” так, чтобы А’В”-= АВ, а потом 
подвинем В” по направлению АВ” в В’. В первом движении будут 
участвовать равные силы Р и Р”, и по доказанной нами в начале 
курса лемме их работа будет равна нулю, т. е. 


рабР -|- раб. Р' =0. 
Во втором движении будет участвовать только сила Р”, которая по- 


двинет В” на расстояние В”В’. Так как В”В’ есть не что иное, как 
приращение 4/.,;, расстояния г%,., то работа силы будет 


раб. р’ —= р’ Что, 1 = тт.) (го, 3) го, > 
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Вся работа при перемещении АВ в А’В’ есть 
рабР-|- раб, Р’-{ раб, Р’ == рабР-|- раб Р’ = тт. } (то, 1) го, 1. 


Суммируя работы всех сил, получим: 


„М2 


" 
х пнту ] (14,3) аг., }. 


При суммировании каждый член суммы войдет два раза: один раз 
при изменении индекса { и другой раз— при изменении индекса ], 
и для 40 будем иметь: 


в п 
1 
90 = У Утту (4,1) ат, 
1 1 


Если положим, что 


Губы) Чт, у== $ (14,1), 
то для М найдем: 
1 п п 
и=з У У тт (4, 
1 1 


где п— число точек системы. 
Если силы взаимного притяжения действуют по закону Ньютона, 
то 


ГУ. Теорема площадей и живых сил для относитель= 
ного движения точек свободной системы относи- 
тельно осей, движущихся поступательно и имеющих 
начало в центре тяжести системы. Предположим, что Охуг 
суть неподвижные, а О’ — подвижные оси координат; пусть послед= 
ние движутся, оставаясь параллельными осям Охуг, и во все время 
движения системы имеют начало в центре тяжести системы О’. Дви- 
жение системы рассматривается наблюдателем, связанным с подвиж- 
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ными осями координат, так что наблюдатель видит движение системы 
относительно осей О’блё (фиг. 336). Для того чтобы распространить 
на такое движение теорему живых сил, воспользуемся следующей 
вспомогательной теоремой. 

Теорема. Живая сила системы в абсолютном движении равна 
ее живой силе движения относительно центра тяжести плюс 
живая сила материальной точки, которую получим, сосредоточив 
всю массу системы в центре ее тяжести. Пусть вся живая сила 


2 & 


Фиг. 336. 


системы есть Т. Напишем ее выражение относительно неподвижных 
осей координат: 


1 ах\? 4у\? 42: 
т=т Ут [(42)+(%)+(®). 
Переходя от системы осей Оху2 к системе О’щ», замечаем, что 


х—х-НЬ у=у-Н, г=2-+ 


где х, у, 2 суть координаты центра тяжести,— нового начала, так 
как по условию новое начало находится в центре тяжести. Опреде- 
лив из этих равенств 4х, 4у, 42, подставляем в выражение живой 
силы Находим: 


гена +9 
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Раскрываем скобки, возвысив в квадрат двучлены и представляя 
это уравнение в виде: 


гу 
+. ++ 


ду 4 


неа Уна Утан 69 
заметим, что 
5У "(ау (а + (вау (4 


есть живая сила центра тяжести, в котором сосредоточена вся масса 
системы. Так как центр тяжести находится в О’, то 


Уиё-=0, Утл=0 У ==0. 


Эги уравнення имеют место во все время движения; поэтому 


Уи = Уи, те 0. 


Пользуясь последними уравнениями, уравнение (49) можем предста- 
вить в виде: 


__ 7 & м[иах\ ‚ /ау\ а2\? 
= У" [(#)-+(#) +42) +34) +(#)+(#)], 69 
что и требовалось доказать. 
Докажем теперь справедливость теоремы живых сил для отно- 


сительного движения. Напишем теорему живых сил для движения 
абсолютного в дифференциальной форме: 


У(Хах-+ Гау--2аз=ат 


и заменим Т его значением по формуле (50), а в левой части вмесго 
4х, ау, 42 подставим ах -|- &, Ау 4ч, 42-Г 4; получим: 


Ука- у --ах Ух Утв У = 
25 У" [(#) + (в) +(#) |+ 


+4 (1) +98]. в 
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Так как центр тяжести движе!ся, как одна материальная точка 
массы М, находящаяся под действием равнодейсгвующей внещних сил, 
то, прилагая к этой одной материальной точке теорему живых сил, 
будем иметь: 


4; У х-рау Уу-аг У2=а4 (41) ++) 


В силу этого замечания уравнение (51) примет вид: 


Ума-ум--2®-а У" (4) +(41)+(%). (52) 


Это и есть теорема живых сил для относительного движения в диффе- 
ренциальной форме. 

Переходим к распространению теоремы площадей на относитель- 
ное движение. Докажем предварительно вспомогательную теорему. 

Теорема. Сумма моментов количеств движения точек си- 
стемы относительно какой-нибудь неподвижной оси равна моменту 
относительно этой оси количества движения центра тяжести, 
если предположим, что в нем сосредоточена вся масса системы, 
плюс сумма моментов относительно оси, проходящей через центр 
тяжести системы и параллельной данной оси, количеств относи- 
тельного движения относительно центра тяжести. Составим сумму 
моментов количеств движения относительно оси Ох; она есть 


Утош-ев)= 
-У»[6-+0(#+4)-2+9(%+%)]. 69 
Преобразуем это равенсгво: 
Ут) иби = )+ 
Ут а уж 


Так как центр тяжести находится в О’, то 


Ут = Ут Хи = 
уни уно 
поэтому _ 
Ура) нм 1—2), 69 
что и требовалось доказать. 


Докажем теперь теорему площадей, которая для относительного 
движения можег быть формулирована так: если равнодействующая 


Далее 
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внешних сил постоянно проходит через центр тяжести свободной 
системы, то славный момент количеств относительного движения, 
рассчитанный для подвижных осей, не изменяется ни по величине, 
ни по направлению. Напишем для неподвижных осей Охуг уравнение 
площадей в виде: 


Хог—м=шУтуч в), 


заменим вторую часть по предыдущей теореме, а в первой части 
вместо у и 2 подставими у--1, 2-Е С. Находим: 


УУЕ—=У у и 
=#м6 я — 24| У" "С м 91) = 
мм м У (а —9). 
В силу теоремы о движении центра тяжести имеют место равенства 
У2=м48, Уу- м4. 


Поэтому по сокращении получаем: 


Хе— = Ум (1 ти 0). 


Аналогично имеем; 


__ ‚ & (55) 
У (х— {2) = ЧЕ сум (4 о. 42), 
—_ ат 4 
Уж Ут! 2—1 1). 
Так как по условию равнодействующая проходит через начало коор- 


динат О’, то суммы моментов всех сил относительно всех трех по- 
движных осей суть нули, т. е. 


Уи = Уф) = ХХ =0. 


При этом уравнения (55) примут вид: 


дут (т щ— 1) = о, Ут (“- —42)=0, 
й в" я 1) =0, 
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откуда по интеграции найдем: 


У т (п = Аь У пи) = В, ] 


Ут 9)=сь 


Это суть три интеграла площадей относительного движения; А,, В}, 
С; суть компоненты по осям главного момента количеств относитель- 
ного движения, и так как они — величины постоянные, то ясно, что 
главный момент не меняет ни величины, ни направления. Таким обра- 
зом теорема доказана. 

$ 5. Дифференциальные уравнения в форме Лагранжа. Диф- 
ференциальные уравнения Лагранжа определяют столько неизвестных 
величин, сколько Независимых свободных перемещений имеет система. 
Положим, что система имеет { таких перемещений и положение ее 
может быть определено помощью { параметров 4, 41, 9%» -.., Чит» 
называемых обобщенными координатами системы. Каждая из коор- 
динат точек системы выразится некоторой функцией от этих величин: 


(56) 


х=] (4, Чт» ...; 1—1, 5, 
У == Л! (@, 41 ++. 91-1 0, (57) 
== о (4, 91, ..оу 91-1 $, 


где функции Г, Дл, [о могут зависеть не только от координат, но и 
от времени. 

Выражения для скоростей точек системы получим, дифференцируя 
координаты по времени; 


ах . 9х’ дх : дх . 9х 
ие 99 Ра. 91 + + Ра: р, 
у 9. до ду 5 
ме 049 а. 91-Е + Рад -1 НЭ, (58) 
42 . 02. 02. 902 ’ д2 
а На, *** Нар 1 Кор, 


где производные от обобщенных координат 


аа ° 41 . 49 . 441-. ... 
= =} 9 == 4» вое) = 


входящие в эти формулы, называются обобщенными скоростями. 
Прежде чем приступить к выводу уравнений Лагранжа, докажем две 
вспомогательные леммы, 

Лемма 1. Если выразим живую силу системы Т как функцию 
от пареметров 4 и их производных по времени, то элементарная 
работа всех количеств движения, рассматриваемых как силы, при 


526 ДИНАМИКА СИСТЕМЫ [чу 


перемещении системы, происходящем от изменения параметра 4 
91 

на 849, будет -т 84. Наоишем выражение живой силы системы: 
9 


т Ут. (59) 


Если вместо х, у, 2 подставим их значения из формул вида (58), то 

живая сила 7 представится функцией второй степени от обобщенных 
.. . 9т 

скоростей 9, 491, +.., 4-1. Частная произволная 5: от этого выра- 
4 

жения Т, взятая по 9, будучи умножена на бесконечно малую вели- 

чину 89, будет равняться сумме элементарных работ количеств дви- 

жения при бесконечно малом перемещении системы, происходящем от 

изменения одной только координаты 4 на величину 84. 
Количество движения точки с массой т имеет своими проекциями 


тх, ту, тя, 
И элементарная работа количеств движения равняется 
Ут (ях -Руду-- 282). (60) 
Так как мы предполагаем, что изменился только параметр д на 
бесконечно малую величину 849, то бесконечно малые перемещения 8х, 
$у, 5= представятся формулами вида; 


[6] х 
$х = да 84, бу 89, (61) 


>. 
Э 


ий сумма (59) преобразуется таким образом: 


Утка -- 7-2) =54 Ут(я а #252). (62) 


Так как в формулах (58) величины 4, 4,,...› 9-1 входят только 
в первой степени, то, дифференцируя х, у, 2 по 4, получаем: 


95 __ 06 9—0 2 _ 02 
99—54’ 9 06’ @ 94’ 


Воспользовавшись этими формулами, перепишем сумму ©. так: 


Уте-чуь-наеы Ут (257 Ж, 28 


Но, дифференцируя выражение (59), в котором по предположе- 
нию х, у, г выражены в функции обобщенных скоростей, по 4, мы 


получаем: 
97 _ 9: ; 2), 
= У": 4 Уж +? 54 
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и, следовательно, элементарная работа равна 
Утв =, (63) 
9 


что и требовалось доказать. 
Лемма П. Сужма элементарных работ сил инерции при изие- 
нении параметра 4 на 84 выражается таким образом: 


(4—2 
4 09 94 
Сила инерции массы т имеет своими проекциями 
—тх, — ту, — 12, 
и сумма элементарных работ сил инерции равняется 
— Ут(хах-Рубу-- 282). 


Предполагая, что меняется только параметр 4, выразвим 8х, ду, 82 по 
формулам (61); получим: 


.. “с . .. д . 
— Упаы-Руу--2 =—44 У т(х ЕН -295). 


Преобразуем правую часть, представив ее таким образом: 
.„ @ . дх ‚ ду . 02 
—49 У т (5 5= +79 2) + 
% . а 9х ‚. 4 ду ‹@ д2 
+м Ут (а то Ут а КТ 5)- 
На основании формул (62) и (68) мы можем первую сумму правой 
части заменить через частную производную эй переписать это ра- 


венство так: 
—_5 У т (5+ у 222) = 
9 09 74 94 
а эт ‚а дх, саду, ‘ада 
=— “та т У т (х а ить). 
Чтобы преобразовать вторую сумму, возьмем, с одной стороны, пол- 


Х 
ную производную по времени от Эа › считая, что все параметры 


с течением времени меняются, а с другой стороны, возьмем частную 
производную от х, выраженного формулой (58), по 4; получим: 


а дх 92х . 0х . 
че а — ва? 9 -Р зада, 1 * + 
д 0д2х. 9х . 


24 — ва 9 Г ана ИР" 
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откуда заключаем, что 
4 дх _ дх 


Е? 99 — 94° 
Подобным же образом найдем: 


а аа 
404 04’ 199 94° 


На основании этих формул преобразуем вторую сумму и получаем: 
— Уте-уу- 28) = 
4 07 . у2 
мым Ут 5 % ва +2 =). 


4 04а 


В таком виде представленная вторая сумма есть частная производная 


от Тпо 9: 
У": )-4 


и, следовательно, 


— Ут -у-- 2) =— (т — , 


что и требовалось доказать. 

Переходим теперь к составлению уравнений Лагранжа, Пользуясь 
началом Даламбера и остановив систему, пишем уравнения равновесия 
в виде: 


% 42 
Уве- Узу-- 289) — Ут (4 Хау +4 82) ==0. (64) 
Преобразуем первую сумму. Предположим, что меняются все пара- 
метры 4, 41, ... на бесконечно малые величины 84, 64, ...; тогда 
бесконечно малые перемещения 8х, ду, 82 будут: 

Ев г9.-..., 

ума а... 


Ге 92 
82 = до 89-Е да, 891 + ... 


Подставив эти выражения 8х, ду, 82 в сумму элементарных работ 
действующих сил и отбирая коэффициенты при 54, 891, ..., мы полу- 


чим: 
Ух -- УЗ 2) =9м- 9,84,-+... (65) 


Величины (©, 9, ,,, называются обобщенными силами. 
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Подсгавив выражения бх, ду, 82 во вторую сумму уравнения (64), 
мы на основании леммы П получим для суммы работ сил инерции: 


—Х "(я раду чи в) = 


а Эт _ 9Т\, адт _ЭТ\, 
ия) (ии 
4 9 4 091 04 


После этих преобразований уравнение (64) примет вид: 


а от ОТ а 97 
8 аа... (497 2784 (497 _9Т\у с =0, 
989-- 9,84, -|.. — (5: ЕР а) 9 (1 а, ") 9: — 
ИЛИ 
а от ОГ а ог СУ 
— = —- 84 — ——— — 18 —... == 0. 
(° 4# 94 + 0)89 (© 4 04; а) “: 


Так как все 84 совершенно произвольны, то все коэффициенты при 
них должны быть равны нулю, и мы получим # уравнений 


адт _от_,„ адт 9Т_ а от дт 
#04 06 ^ 404 941 7 04:1 04:1 


Эги уравнения и называются уравнениями Лагранжа. 
Если силы, действующие на точки системы, имеют силовую функ- 
цию И, то 
д 9 й д 
и у = и 


Х=-х, ‘ду ' 792 , ..ьу 


и сумма элементарных работ равна 


Ул -Р УЗ -- 282) = М). 


Предположим, что в функцию У вместо декартовых координат мы 
подставили их выражения через 4, 91,..., пользуясь формулами (58) 
Тогда 

90. 


УИ ме, р а... 

и, сравнивая эту формулу с формулой (65), найдем: 
90 9и 
9=— 04 ' ©: = дат , 


Уравнения Лагранжа, когда существует силовая функция, представятся 
в такой форме: 
а9Тт оГг_9и адгГ ОТ _ 00 
= = ... (А) 


АЕ да 94 99 Ш?” да 941 да ' 


34 зак 2984 Н ВБ. Жуковскый. 


580 ДИНАМИКА СИСТЕМЫ [чу 


Эти уравнения можно записать в более сжатой форме, если мы 
введем в них функцию 
[= Т-НО, 
которая называется функцией „Лагранжа. Действительно, перенеся 
9г 
члены 94’ 94; › ..›;у 9—1 
уравнения Лагранжа 


направо, мы будем иметь во вторых частях 


д 9 
ео = а. 
В первых частях этих уравнений мы можем производные =. 
9 
т, ...у т заменить через 
941 91-1 
0 0 04 
04’ 041’ ``” ди- 1’ 
ибо функция Ц не содержит обобщенных скоростей и 
9 _ 9 9: ЭГ 9 91. 
=== (Г-Н) = ..* —=-: (ТИ) = ——. 
99 04 дд’ ’ 04-1 0-1 99:1 


После этих преобразований уравнения Лагранжа папишутся таким 
образом: 

а =) 9 “( 9 \= 91. 

— = ..ь ——_— | — . 

@ ‘04’ 049’``? 4 \04:-1/ д 

Сделаем два замечания относительно интегрирования уравнений 
Лагранжа. 

Интеграл живых сил, Этот интеграл имеет место, когда 
связи не зависят от времени и существует силовая функция. В этом 
случае координаты х, у, 2, ... точек системы выразятся через неза- 
висимые параметры 4, 4;, ..., 9:-1 формулами (57), в которые время 
не войдет явным образом. Поэтому в формулах (58) для производ- 
ных от координат ло времени будут отсутствовать последние члены 
дх ду 02 
д’ 0’ й’\ 


циями от 4, 41, ...; 9:1, а живая сила 
1 . . . 

= 2 2 

= Уи 
будет однородной функцией второй степени от Ч, Ч .. Чит. 

Припомним, что однородная функция обладает следующим свой- 

ством: сумма частных производных однородной функции, помножен- 
ных на соответствующие переменные, по которым берутся эти произ- 
водные, равняется самой функции, умноженной на показатель одно- 
родности. Поэтому 


‚и эти производные будут линейными однородными функ- 


Г. 9Г. 
2Т=- => --... 
9 Ро, 91 
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Возьмем от обеих частей этого тождества полную производную по 
времени: 


ея Нач... 9 


Возьмем, кроме того, производную от Т, рассматривая живую силу 
как функцию, пыраженную через 4, т . “- 1и8, Ч уе Ш: 


ЯН @ +. (67) 


[212 94 
Если из равенства (66) вычтем (67), то р 


а 

4 1 \09/ 904 + а =)— 991 +... 

что на основании уравнений Лагранжа (А) можно переписать таким 
образом: 


а аи 
-я 4 р. 


Помножая это уравнение на 4Ё и интегрируя, найдем: 
Т=б-НА, 


где й — произвольная постоянная, Это и есть интеграл живых сил. 

Циклические координаты. Другое замечание сделаем, 
указав на один весьма важный частный случай, при котором интеграл 
одного или нескольких уравнений Лагранжа легко находится. Если 
в функции Лагранжа какая-нибудь из координат 4 не входит, а вхо- 
дит только ее производная 4, то такая координата называется цижли- 
цеской. Ее и ее производную можно из уравнений Лагранжа исклю- 
чить, и тогда одной координатой будет меньше. Если в функцию 
Лагранжа С не входит 4, то да = 6, и первое уравнение Лагранжа 
напишется так: 


где С — произвольная постоянная. 


Пользуясь этим уравнением, мы можем исключить 4, причем полу- 
ченные после исключения уравнения сохранят вид уравнений Лагранжа, 
только изменится вид лагранжевой функции Так как РЁ есть функция 


. у . 
второй степени от @, то = будет первой степени от 4; поэтому из 
Ч 


84* 
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уравнения (68) легко определить 4, выразив эту величину через 
91» Ч». 94-1 И их производные: 


4==4 (91, 90...» @з-1» 91» Ча ++ 9+1). (69) 
Подставим это выражение 4 в функцию С и полученную преобраво- 
ванную функцию обозначим через (Г). Определим производные 50, 
=, рассматривая (2) как функцию Г, в которой вместо 4 вста- 
91 
влено выражение (65); 
д4 94 _ дЁ д 
— (Е - = —^ == С 94. 
тт ‚= за: Ъ9 04 0’ 941 
01. 04 _ 01 да 
= == —-о—. 
940 0 94 
Отсюда 
РА 1) —Са 
991 04: да: — да: (9 — © 
0. _0(1) с 94а _ д : 
94 04: 9 04: 


и второе уравнение Лагранжа примет такой вид: 


ад ‚ д . 
8 {5 о—ся\= КФ — 09. 


Остальные уравнения напишутся по аналогии. Таким образом прихо- 
дим к такому заключению: когда из уравнений Лагранжа исключим 
циклическую координату, то полученные уравнения можно снова на- 
писать в форме уравнений Лагранжа, причем роль лагранжевой 
5 функции будет играть функция (2) —С4, 

где (Г) есть измененная функция 2 

при подстановке в нее вместо 0 

выражения, полученного из равенства 


о, 7.7 


< 
= 


е = 5 такую же замену надо сделать и 
в члене Са. 

Если бы в функцию Лагранжа входили 
две или несколько циклических координат, 
то можно было бы с ними поступать по- 

Фиг. 337. добным же образом. Рассмотрим ческоль- 
ко примеров. 

Пример 1. Применим уравнение Лагранжа к выводу формул 
относительного движения, Пусть имеем некоторые подвижные оси коор- 
динат Обе (фиг, 337), которые вращаются около неподвижной точки, 
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Назовем координаты точки М через & \, 6; через р, 4 и г — проекции 
угловой скорости вращения осей 0$, Оч, 0$ на эти оси; примем за 
параметры 4, 91 и 4. координаты & ч, © точки М, так что д = 
9: =, 9.==6. Абсолютная скорость точки М будет слагаться из 


скорости относительной, компоненты которой по осям суть Ь м, 6, 
и из скорости влечения, определяемой по формулам Эйлера. По- 
этому для живой силы мы будем иметь: 


Ты а — и а- — роет 999. 


Напишем одно из уравнений Лагранжа и внесем в него значение Т: 


и 401) т. 
ЗА УД 


(9—1 т м-р г-- т (СН ри — 99 = 


и 
=т [2 истин ит 9 


90 аг 
Е = (в —щ1)+ 


тр (рЕ-Нат- по — п (ен и) + 21 (4 — т). 


Отсюда 


„ р 
т = та == = т (91 © п)—тр (Е-Нат-- "9-е —2т (9.—г9). 
Аналогичные выражения получим и для параметров д и &. Это суть 
те самые формулы для относительного движения, которые мы полу- 
чили из теоремы Кориолиса. 

Пример 2. Точка движется по поверхности шара под действием 
тяжести. Определить ее движение. Этот пример называется задачей 
о коническом маятнике. Положение точки М будем определять сфери- 
ческими координатами (фиг. 388). Пусть 4 будет долгота, 9, — ши- 
рота. Определим живую силу с помощью этих координат. Имеем: 


. т /45\ 
т=5(%), 


4$ == (16034; 99)* - (144 :)* == Рсоз' 4, 94’ -- Ра9', 


где / есть радиус шара, следовательно: 


но 


т т т ааа 
(со 4! мч ЧР 7 (соз 914 +9). 
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Определим теперь силовую функцию ©. В нашем случае (== тра == 
=: т/п 9. Функция Лагранжа будет такая: 


р 9. . 27. 
[= то (соз 9-Я -- эт 41). 


Так как уравнения Лагранжа однородны относительно производных 


Фиг. 338. 


от лагранжевой функции, то 
т? 

множитель "- 

сить и лагранжеву функцию 

Нисать так: 


Е = 6081 9142 -- 
аи И 


можно отбро- 


Координата 4 будег цикличе- 
ской. Поэтому имеет место ин- 
геграл 


2 ==0С, или 2960384, ==С, 


Вгорое уравнение Лагранжа можно нисать, исключив 49; нужно ‹о- 
ставить иную функцию (2) —С9: 


поэтому 


где 


С С? 


. .а . . 
ао» (= деи РГ 281 ПЧ; 


С? 2 


т — п 28 на, — = 
(В — 4 = би Е 41 -- -^ 9 9: 2 с052 9, ^ 


р 
к 


== 22-1-2 8 зто 
= 91-12-7919, 4 соз? а, 


9 ды 
да О) — СИ ан 
С} 


2: <: __ 
== -2 5 д, 10а.” 


! 


Пишем второе уравнение Лагранжа: 


д коса \ а - Са, 


или 2 94 = в 


941 94; & 94, 


8 5] ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ФОРМЕ ЛАГРАНЖА 535 


Можно рассматривать 4, как функцию 4, а 9, как функцию 5 
тогда ^ 


и уравнение представится таким образом: 


9: 0. 
251: 9" 


Умножая на 44, и интегрируя, найдем: 


п = -НС.. 
Подставляя сюда величину Г, найдем: 
"3 28: (3 , 
172 $1 91 — позе а + св 
отсюда 
ы 27. Гос 
9: = и* 919; — дес ГС 


Знак перед корнем определять пе будем, так как в продолжение 
движения он может меняться, Отсюда 


и=— ЕЛЕ И (70) 
Е Зт 41 6052 4; — с - С: с05? 91 


Это есть эллиптический интеграл. Связь между #и 4., таким образом, 
установлена. Далее найдем связь между 4; и 4. Мы имели; 


29505? 4; =С; 


отсюда 
с 4, 
97 бов а 
поэгому 
40 == не 
205241" 


Если вместо 4 подставим найденное выражение (70), 10 получим: 


С аа 


44 = (71) 
2 
2 605 41 28 зт 9,508? 9: -- С! с052 9; — с 


Взявши эти две ввидратуры, получаем рещение задачи. 
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$ 6. Задача о регуляторе Уатта. Для простоты задачи будем 
рассматривать шары как материальные точки т и т;; вес муфты 

будем полагать равным /, а 
х весом прочих частей будем пре- 
небрегать. 

Пусть регулятор вращается 
равномерно. Если шарикам т 
сообщить толчок, то каковы 
будут отступления от равно- 
мерно вращательного движе- 
ния 

Пусть {будет длина стержия 
(фиг. 339), а — длина рукоятки, 
® — угол стержня с осыо вра- 
щения О2 во время равномер- 
ного вращательного движения, 
® — соответствующая угловая 
скорость, а-- 90, — угол изме- 

Фиг, 839. ненный, когда шарикам сообщен 

малый толчок; 1-9 — ско- 

рость измененная. Составим живую силу Т, Она сложится из жи- 
вой силы во вращательном движении и живой силы в движении в пло- 
скости регулятора вследствие изменения угла а -|- 4.: 


гу {2 (о -- 9) Ри? (а 4.) -- ЗтРа1--М . Ча? ви? (2-4) | = 
про -- д" (а -- вд--а-Е (7) за). 


Что касается до силовой функции , то она может быть определена 
так. Она будет зависеть от 4. В декартовых координатах силовая 
фучкция выразилась бы так: 


О = 2тиг-|- Мёз. 
Из чертежа имеем: 


2 == (0 (а-+-4;), 21 = 2асоз (@-| 9; 
зоэтому 


И = 2т21с0$ (а -- 9, — 2Мра соз (а -- 41) = 
М 
== 2те1 (1 > 7) 603 (а -- 41). 
Далее пишем уравнения движения: 


чат) тои „ «(ат ати 


ЧЕ 94. 89 и 99 а 94; 09 да! ` 


$ 6] ЗАДАЧА О РЕГУЛЯТОРВ УАТТА 537 


Вставляя в первое уравнение найденные величины Г и (, будем 
иметь; 


3 12т? (в -|- 9) ий (а-- 1 =0. 


Это уравнение сейчас же интегрируется. Но, имея в виду рассматри- 
вать только небольшие колебания, произведем дифференцирование, 
причем не будем писать бесконечно малых величин с той целью, 
чтобы не было бесконечно малых величин второго и высших поряд- 
ков. Будем иметь; 


2пиа-> 4 $10? д-р 4 зп а соза 1 941 — 


@ — 
Мы написали ЗМ? а, в, Чиа, соза вместо $112 (я -- 9,), «9, 
44 49 
$т (&-|- 41), соз («-|- 9:), так как = и; уже без того, по пред- 


положению, суть величины малые первого порядка. Таким образом: 


41 оса 4—0, (72) 
Переходим ко второму уравнению движения: 
4 6.) — 97 —.4и 
4\09/ 09: 991` 
Вставляя найденные выражения Ти (, будем иметь: 
аГ.: М га\я . 
тр 29, +4 =(т) зря (а -|- 9;) й — 
— т [2 ® + 92 яп (а + 91) соз (а 9) 
М З. . 
м9) в ев) оз а--а| = 
Ма\. 
= — 2та1(1 +; г) и (а -|- 41). 


Так как 0 — бесконечно малая величина второго порядка, то это 
уравнение по разделении на 21 представится так’ 


Я ($ -) 311? (& -|- 91) | — (®«-Р 9) зщ (а-|- 91) с0з (а-Е 9; = 
= (1-я а- 9). 


Производим дифференцирование и пишем только бесконечно малые 
первого порядка, пользуясь при этом также такими формулами: 


(® -|- 92 = 204, зш(а-Р 91) = чпа-- 054.4, 
0$ (#-{ 91) == с05 9 -—— Мпа. 4. 
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Тогда будем иметь: 
4 м + м (5) $102 “| — 62 зто соза — 20 т а сова — 
— 010? (с03? и а) = 
= (1+ эта — © аи 1 )со5а. (73) 
— { ШГ 41. 


Дифференциальные уравнения (72) и (73), если нет возмущения, 
должны удовлетворяться, когда 4 =0, 9, ==0. Уравнение (72) при 
этом условии, очевидно, удовлетворяется; уравнение же (73) удо- 
влетворится, если скорость ® выберем такую: 


2—._& Ма 
м а г). 


Нели скорость ® такова, то для малых 4 и 4, будем иметь такие 
дифференциальные уравнения движения: 


ч_- 2 ра 1—0, (74) 
[ -- (г) 112 «| оз 2а, ры 2%.4,-- 
+ (1+ -т7 1) со 8:4: =0, (75) 


Из уравнений (74) и (75) исключим 4; для этого второе уравнение 
продифференцируем по & будем иметь: 


Ге 


7 (1 +7 1 )соза. 91 =0. 


|+ +7 (1) па 520 94 оз 20а 4 -и-- 


Вместо и подставим его выражение из уравнения (74): 
ы == — Зо сю и! = — Зося. 91. 
Тогда 


Е М (4 за 
ав [1+2.(5) 9п «|+ 
+9, [4ы9 сов? а — 0" 50$ 2а-- (1 +2) ов «| =0, 


ИЛИ 


|1 -- 2, (1) $102 = и -- 


-- 4 [ За соз? а -- «Я зий а -- (1 и - сов | = 0. 
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Е 
Ири «<> обе скобки наверно положительны, и поэтому по раз- 


4% 
делении на коэффициент при <Я будем иметь: 


0, (76) 
где 


Зи? с05? а -- ой зе а -- 2(} + и 2) ва 
1 + = (1) па 


т 


А — 


Уравнение (76) имеет такой интеграл: 
4 = Асоз АЁ-- Вт АЕ, 
Шары будут иметь периодические колебания. Можно отыскагь ампли- 


2 
. 

$ 7. Уравнения Гамильтона. Задачи динамики могут быгь 
решаемы также с помощью уравнений Гамильтона. Эги уравнения 
содержат вдвое больше неизвестных переменных, чем имеется сте- 
пеней свободы, но зато они первого порядка, между тем как урав- 
пения Лагранжа второго порядка. Если система имеет { свободных 
пезависимых перемещений, то в уравнения Гамильтона вводятся 2 
параметров: { параметров, которые определяют положение системы— 
это те же обобщенные координаты, которые входят в уравнения Ла- 
гранжа, а затем еще { величин р, ру, ..., р;_1, которые опреде- 
ляются так: 


туду колебания. Время колебания, очевидно, 


реб, р, ране" 
9’ 041’ Е даа 


(71) 


и называются обобщенными импульсами. 
Мы предполагаем, что связи не зависят от времени и, следова- 
тельно, живая сила Т представляет собой однородную функцию от 


9, Ч1, -.., 9-1 второй степени. Тогда р, р., ... будут линейными 
однородными функциями от 4, 91, ..., Чат: 


А9-- 84, + С%- ...==р, 

А9- В,9. Е С:4 Е... ==Рь 
где 4, В, С,..., А, В,, С; ... зависяг ог 4, 915 ..., 9-1 
Определим из этих уравнений 0, 4;,..., 94, и, выразив их 


как функции 27 параметров 0, 9, ..., 09:1, р, Рь +: Ра-ь 
преобразуем живую силу Т, подставив в мее вместо $, 4... 
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полученные для них выражения. Воспользуемся свойством однородной 
функции и напишем: 


2-5: 4 --; а .... 


ИЛИ 
от. ОТ: 
Т=— т =. 
НР Роя 1 


или на основании формул (77) 


ТТ р: .. 
Подставим теперь в левую часть вместо 4, Чт ... их значения 
в функции р, р, ..., 9, 9... И обозначим полученное выраже- 


ние для живой силы через (Г); будем иметь: 


(Т) = —Т-- ра- рав: 


Возьмем дифференциал от обеих частей: 


т о 


а . 
149 — ими. 
. г . от . 
рами... —-+44—-- @4.—. 
94 091 


На основании формул (77) во второй части подобные члены могут 
быть сокращены, и равенство может быть переписано таким образом: 
9(Т 9(Т д ( ар +8 
44+ аа...“ ан... = 


эт | 
=—м4— да: 99 „а ар-Н а, ар: + .. 


Так как дифференциалы совершенно произвольны, то коэффициенты 
при одинаковых дифференциалах в обеих частях должны быть равны. 
Сравнивая коэффициенты, мы получаем: 


9(77_ 4 97) 44 


бр’ бр’ *°* 
9(7Т) _ от 9(7)__ т | (78) 
94 94’ 0941 941°`** 


Уравнения, написанные в первой строке, образуют первую группу 
уравнений Гамильтона, 


$ 7] УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА 541 


Чтобы получить вторую группу, заменим в уравнениях Лагранжа 


40т) от _ди, ат) от 0 

41 \04/ 09 049’ 4#\941/ 09: 09 

производные от Т по @, 41, ... соответствующими производными 

от (Т) по формулам (78) и воспользуемся обозначениями (77); тогда 

уравнения Лагранжа примут вид: 
ар д ар 


Эти уравнения образуют вгорую группу уравнений Гамильтона. 
Уравнения Гамильтона можно представить в более симметричном 
виде, введя в них функцию Гамильтона: 


Н=(Т)— Ц. 


Так как силовая функция С зависит только от 4, 91, ... и не 
содержит величин р, р:,..., то 


9н _9д _ 9(Т) он _9(Т) 
дв == ар (Т) — = др’ др: о Ор, , ...з 

и обе группы уравнений Гамильтона перепишутся в такой оконча- 
тельной форме: 


он аа __0Н 44-„__9Н_ 
а = др’ а др.’ Е др: _1’ 
р _ _0Н а _ _6Н Яр _ 0Н ` 
а” 09) № 04’ **° Е 94 1° 


Эти 2: уравнений называются каноническими уравнениями динамики. 

Возьмем пример на составление уравнений в канонической форме. 
Рассмотрим вопрос о движении планеты, находящейся пол действием 
иьютонианской силы, и составим уравнения движения в форме Гамиль- 
тона (фиг. 340). За 9 примем радиус-вектор, соединяющий планету 
с притягивающим центром, а за 4; — угол, образуемый радиусом-векто- 
ром с некоторою постоянною линией, проходящей через центр. В нанем 
случае будет: 


22 ай 


1 «о 2 
=5(@ +9 9). 


Надо составить функцию Ё. Для этого надо составить (Т), введя 
параметры ри р: 


Фиг. 340 
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отсюда 


поэтому 
8 
1 р 
ф-т (+ *). 


Небезынтересио проверить найденные нами соотношения (78). Про- 
верим, например, соотношение 


9(Т) _ _9Т 
9 @ 
Имеем: 
д (Т) 91 (44 _ 2 эт _ а 
вв = 9 54 — 991. 
Отсюда и видно, что 
9(Т_ от 
4 @ 


Составим теперь М: 


неф-иу (ий) —* 


Уравнения движения в форме Гамильтона брут 


а ар Ш 
п РР Шо (-, а 5) =1 #9, 
99: р: ЧР: 0 
ЧЕ в Ш ° 


Эти уравнения при интеграции дадут четыре произвольные постоян- 
ные. Последнее уравнение интегрируется: 


ри == соп$, 


Этот интеграл соответствует теореме площадей, и действительно, 


р: = 974. Произведение же 9791 есть отношение двойной элемен- 
тарной площади к соответствующему времени. 

8 8. Начало Гамильтоиа и начало наименьшего действия, 
Начало наименьшего действия представляется или в форме Гамиль- 
тона или в форме Лагранжа, Гамильтон рассматривает интеграл 


Г 
5= [аи 
0 
а Лагранж — интеграл 


№ = [ 2ТаЕ. 


Этот последний интеграл называется действием при движении системы. 
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Теорема Гамильтона. Для всех возможных движений 
системы, происходящих нежду данными положениями и совершаю- 
щихся 8 данное время согласно кинематическим стеснениям, нало- 
женным на систему, интеграл 


= Гении 


имеет минимум при действительном движении системы под дей- 
ствием данных сил, определяемых силовой функцией И. 

Пусть, например, система в данное время { перемещается 
из положения А в положение В (фиг. 341). Это переме- 
щение может происходить весьма разнообразно: точки си- 
стемы из положения А в положение В могут за время Ё пе- 
рейти ло различным траекториям, двигаясь с различными 
скоростями, Если для этих движений мы вычислим интеграл 


5 Гани 


Фиг. 341. 


где Т есть живая сила движения системы, то этот инте- 

грал будет иметь наименьшее значение для того движе- 

ния, которое происходит под действием сил, характеризуемых сило- 
вой функцией (7. 

Будем рассматривать силовую функцию ( как функцию от пара- 
метров 4, 91, ... и живую силу системы т как функцию тех же 
параметров 4, 41, ... и их производных @, 41, ... И составим вариа- 
цию интеграла 5, предполагая, что все функции времени 4, Ч)... 
варьируются. Для большей общности допустим, что и время # в конце 
движения получает приращение 82 Поступая по правилам вариацион- 
юго исчисления, для вариации интеграла $ имеем: 


ва [(т+ = 


# 


(т-- ди-- Гат аа ... |4 @9) 


о 


д 
причем члены, имеющие множителями > , Ри, ... отсутствуют, 
9 Ч: 
* 


ибо силовая функция (7 не содержит 4, Ч... 
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Преобразуем интеграл нравой части, разбив его на два; 
ё 


оны а 
+ ыы. а (80) 


Рассмотрим второй интеграл. Заменим в нем вариации от произ- 
водных 4, 9, ... производными от вариаций: 


: а . а 
89 = 1:69, 891 == 64. (8П 


проинтегрируем его ло частям, получим: 


# # 

ЭТ. - 9Т.: ` Эт 97 

ОТ ЭТ а ‚а (55 974...) 
Да Ч...) | ам: + ) 


раб дмн+ (82) 


Соединяя теперь преобразованный второй интеграл (80) с первым, 
будем иметь; 


: $ 
би.) ия 


99 84 
90 “(= |8 } 
—_—- — ‚. 7 ЧА, 83 
+ Ни |+ (83) 
Легко усмотреть, что коэффициенты при 64, 89.,... в инте- 
гральном члене равны нулю на основании уравнений Лагранжа, 
Вследствие этого в выражении (83} интеграл обращается в нуль, и 
уравнение (79) после преобразования получает следующий вид: 


(ча -+...). 


[А 
5- ++ [© 
0 
Сделаем указанные подстановки. Заметим сначала, что 
9 $ 
|0, [ве= 8 


Далее 
Но й 


89 =0, |29: =0, +2 


8 81 НАЧАЛО ГАМИЛЬТОНА И НАЗАЛО НАИМЕНЬЫИВГО ДЕЙСТВИЯ 845 


так как начальное положение Системы неизменно; 
$ # 


39 =@9 — 98 |834, = 69) 486 ..., (84) 


где (84), (84,),...-— полные ивменения 4, 41, ..., 4-1, происходя- 
щие как от изменения вида самих функций 4, 91, ..., 9;_1 невави- 


симо от времени, так и от изменения времени. Действительно, полное 
Е 2 
изменение (84), (84,), ... мы получим, варьируя |4, |4., ..., именно: 


$ + $ * 
в [а=|з9-548 @9)=8|ч,-= 84.598... 


отсюда и получаются формулы (84). Таким образом, совершив все 
подстановки, получим: 


5-м (5: а -®--.. ы+ 
а... (85) 


где для сокращения письма написано 54, 64,, ... вместо (84), (89,), ... 
Если связи не зависят от времени, то живая сила Т будет одно- 

родной функцией второй степени от величин 4, 41,..., так что на 

основании свойств однородно ‚Функции имеет место равенство: 


9Т . 
т—=8 — — ... 
ей 94 81 - ’ 
и уравнение ® примет вид: 
от ‚ 
= (0 — тот 84 я ЕН... {867 


Уравнение (86) дает выражение для  ариащии интеграла 5 в пред- 
положении, что конечные положения изменяются и параметры 4, 41, ... 
и время Ё получают приращения. Применяя уравнение (86) к усло- 
виям теоремы Гамильтона, в которой предполагается, что движения 
системы происходят между двумя определенными положениями в одно 
и то же время, нужно положить: 


8#==0, (89) = 0, (84) =0,... 
Вследствие этого вариация интеграла $ будет равна нулю, откуда 
заключаем, что 5 будет иметь минимум. 
Перейдем к доказательству начала наименьшего действия по 
Лагранжу. 
Теорема Лагранжа. Р/нтеграл 


$ 
= 4 
у рота 


35 Зак. 2984. Н. В. Жуковский, 
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будет иметь наименьшее значение для действительного движения 
сравнительно со значениями его для других движений, согласных 
с кинематическими условиями и совершающихся нежду теми же 
начальными и конечными положениями системы так, чтобы при 
движений скорости удовлетворяли теорене живых сил, т. е. 
‘уравнению 


Т=И-ЬА. 


Начала Лагранжа и Гамильтона различаются тем, что Г) в них 
рассматриваются различные интегралы, 2) в начале Лагранжа сравни- 
ваются не произвольные движения, а только такие, в которых скорости 
удовлетворяют теореме живых сил, и 3) сравниваемые в начале 
Лагранжа движения могут происходить не в одно и то же время, 
тогда как по началу Гамильтона эти движения должны совершаться 
в равные времена. 

Так как по условию начала Лагранжа скорости должны удо- 
влетворять теореме живых сил, то для всех сравниваемых движений 
должно удовлетворяться уравнение 


Т=И- А, 


где й—то же произвольное постоянное, что и в действительном 
движении. Заменим в интеграле № одно Г через (/-|- й, тогда 


и [эта [ана [ва 


Первый интеграл правой части есть $, а второй после интеграции 
дает #Ё поэтому для № мы получаем: 


= 5-- 24 
Возьмем вариацию от : 
ЗУ —= 8$ -- #84 


и заменим вариацию 85 по формуле (86), полученной в предполо- 
жении, что время меняется, причем в этой формуле вместо (7—Т 
подставим (——#); тогда вариация 5 р вид: 


7 = — 28 +5 :@ 9+: бад... +1 
или по сокращении 


вт т д... 


Так как по условию конечные положения для всех движений одн- 
наковы, то 


(14) = (64) ==... =09 
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и, следовательно, 
8 =0, 
Что и требовалось доказать. 


Заметим, что 8\ может быть нулем и при другом условии, 
а именно, когда 


+. г д... = 0. (87) 


Поясним, какое значение имеет это условие, 
Было доказано при выводе дифференциальных уравнений Лагранжа, 
что сумма, стоящая в левой части уравнения (87), равняется эде- 
ментарной работе количеств движения, 
рассматриваемых как силы при переме- в\ и 
щении системы, происходящем от из- 
менения параметров 4, 4:, ... на (4), 
(24:),... Следовательно, уравнение (87) 
может быть выражено в другой форме: д 


Ут (хх РР уду -- 282) =0. (87) Фиг. 342, 


Легко усмотреть геометрический смысл этого условия. Положим, 
что имеем одну материальную точку. Пусть эта точка (фиг. 3492), 
выходя изв положения 4, приходит в действительном движении 
в положение В, где имеет скорость %. Положим теперь, что точка 
движется каким-либо воображаемым движением и приходит в В’. 
Назовем В2’ через 85, а угол между № и 8$ черев «. Составляя 
работу количества движения при перемещении точки из В и В’, 
имеем: 71985с0за. Эта работа, по условию (87”), есть нуль, т. е. 


В’ 


т) 85 соза = 0. 


Чтобы удовлетворилось это равенство, необходимо, чтобы соза == 0, 
т. в. угол а был прямой. Это можно было бы показать и аналити“ 
чески, именно: работа количества движения материальной точки есть 


т (хх уду-- 282) =0; 
т 0, 
х8х -- убу-- 282 == 0, 


Деля все равенство на 985, имеем: 


так как 


то 


Хы, УбУ, 28 
ту Рун = 

или 
0$ (©, 85) == 0, 


35* 
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Это условие показывает, что концы траекторий должны лежать на 
поверхности, ортогональной к траекториям. Если мы станем давать 
различные движения одной и той же материальной точке, изменяя 
начальное направление ее скорости (но не изменяя величины скорости, 
так как й должно быть постоянно) и отмечать на этих траекториях 
точки, в которые придет материальная точка по прошествии какого- 
нибудь промежутка времени, то, соединяя эти точки, мы получим, 
в силу сказанного, ортогональную поверхность ко всем этим траек- 
ториям (фиг. 348). Такая поверхность 
называется поверхностью равного дей- 
ствия. 

Заметим, что когда мы искали мини- 
мум интегралов $ и Й, мы довольство- 
вались только первой производной, что, 
конечно, недостаточно для решения во- 
проса с аналитической точки зрения, по- 
тому что, во-первых, при равенстве нулю 
первой производной может существовать 
как минимум, так и максимум; во-вторых, 
при этом же условии может оказаться, что 
нет ни максимума, ни минимума. Но 
дело в том, что о максимуме этих интегралов не может быть и речи, 
так как траекторию между двумя положениями мы можем провести 
до бесконечности длинную, захватывая огромные пространства, так 
что эти интегралы обратятся в бесконечности. Что касается того, 
существует ли вообще минимум, то вопрос 
этот был решен французским ученым Серре, 
который разобрал вторую вариацию этих инте- 
гралов и нашел, что она положительна, 

Приложим начало наименьшего действия к 
решению следующего вопроса. Доказать, что 
материальная точка, двигаясь по какой-нибудь 

Фиг. 344. поверхности без действия сил, описывает 
кратчайший путь. Вопрос этот был нами рас- 
смотрен в механике точки, где мы видели, что материальная точка 
движется по геодезической линии (радиус кривизны направлен по 
нормали к поверхности), и нашли, что это есть кратчайший путь. 
Разрешим теперь вопрос, не прибегая к геодезической линии. Пусть 
материальная точка движется по некоторой поверхности и переме- 
щается из положения А (фиг. 344) в положение В. Напишем теорему 
ЖИВЫХ Сил: 


Фиг. 343. 


Т=И-А 
и заметим, что (/==0, так как нет сил, так что 


Т= А. (88) 
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С другой стороны; 
1 4$`\2 
Т=ут (1) . (89) 


Напишем интеграл № = [ 2ТаЕ и представим его в виде: 
0 


а 
и = ГУТ. Узтаь 
0 


Заменяем Т его значением из (88) и (89); находим: 
$ { $ 
5 45\2 5 | 45 а 
и = Гужу (@ р Удия | ч-— Узий |4. 
0 0 0 
Варьируя это равенство и заметив, что 8/М =0, имеем: 


(|4) 


что и требовалось доказать. Легко показать, что этот путь материаль- 
ная точка проходит в кратчайшее время. В самом деле, если пере- 
пишем интеграл \, по замене Т через #, в форме 


У = [м 
| 


и совершим интеграцию: И == 214 то, варьируя последнее равенство, 
найдем, что 
при 8 =0 и 8#=0. 


8 9. О прочности равновесия системы. Положим, что имеем 
систему, находящуюся под действием сил, для которых существует 
силовая функция (; пусть система имеет { свободных перемещений, 
и положение ее определяется с помощью & независимых параметров 
41, 9»... 4; Допустим, что параметры выбраны так, что при зна- 
чениях 


Ч: = 49а ==4:==...==0;=0 


система находится в равновесии. Если система находится в равно- 
весии, то, по теореме Лагранжа, при всяком бесконечно малом укло- 
нении системы от положения равновесия сумма элементарных работ 
должна быть нулем, и мы должны иметь: 


Ух-РУ-- 28 =0, 
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Так как силы имеют силовую функцию {, то написанное условие 
выражается равенством: 


(= 8х *+ 5, оу -- 50 282) -=8И=0, 


805 ос. 89 4-57. =.84. | .. 


Так как все 4 независимы друг от друга, то 


90 и аи 
= =0, =—0.... ‚ --=0. 
94! 94; } 944 (90) 


Эго суть те самые равенства, которыми определяется максимум и минимум 
функции #7. Отсюда следует, что когда система находится в равновесии, 
то силовая функция имеет максимум или минимум (или имеет место 
случай, когда первые производные равны нулю, но нет ни максимума, 
ни минимума). Если, например, мы имеем систему, находящуюся 
лод действием сил тяжести, то силовая функция, как известно, есть 
(— — МЕг С; следовательно, для равновесия такой системы не- 
обходимо, чтобы 2 было максимум или минимум, т. е. при равно- 
весии центр тяжести занимает или самое высокое, или самое низкое 
положения. 
Положим, что уравнения (90) удовлетворяются при значениях 


41 == 9. == =... ==4:==0, 


которые определяют положение равновесия. Отклоним немного систему 
от положения равновесия, сообщим её точкам весьма малые ско- 
рости и напишем уравнения движения в форме Лагранжа, предпо- 
лагая, что параметры @4:, 40, .-.› 4: И их производные во время дви- 
жения системы остаются бесконечно малыми, квадратами которых 
мы можем пренебречь. Составим Ги Ё. 

Функция (7 есть функция всех параметров. Разложим ее в ряд 
Тейлора по восходящим степеням параметров; ограничиваясь членами 
второго порядка, получим: 


д 90 д 
Иа - 5, Ч... +7 (т --2 я 419 .. .). 


Вэтом разложении в производные мы должны подставить 41==90=...==0. 
Так как эти значения 4;, 40,.--. определяют положение равновесия, 
то для них 


и мы имеем: 


1 
= (за а-2 Бава: 94а ...)= с У Вы@4ь (91) 
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где В, Ва и т. д. будут значения вторых производных при 


4: =4.==... ==0 и, следовательно, будут некоторые постоянные 
величины. 


Живая сила выразится однородной функцией второй степени от про- 
ИЗВОДНЫХ 41, бо. - о: 


1 . . о 1 Я ..` 
Т= 5 (А -- 24,5914...) —= У Анамь (92) 


гле сумма распространяется на все значения В и Гот 1 дол. Коэф- 
фициенты А зависят от параметров 41, 4.,..., но мы можем их счи- 
тать постоянными, равными тем значениям, которые они имеют в по- 


ложении равновесия при 9, ==9.==... ==0, В самом деле, разло- 
жим, например, 4: в ряд Тейлора: 
А 9А 
Аа (а) (о) &-+ ... (98) 


"2 
Если это выражение подставим в живую силу, то произведение А1141 
даст нам только один член второго порядка (А;1)о41, остальные же 


члены будут содержать произведения 41 на 41, 4,...и, следовательно, 
будут третьего порядка, могут быть отброшены, и мы можем по- 
ложить 4.1 == (4.:,),. Такое же рассуждение можно применить и 
к другим коэффициентам. Составим теперь при помощи полученных 
выражений для Ги М уравнения Лагранжа. Так как коэффициенты А 
постоянны, то 


и мы получим: 


4 424 
А а Ава +... = 8:9, Вы ..., 


п @2 
Аз а + А» ее ..: == Ву19, | Вуз ...› 


ооо око 


Таких уравнений будет числом п, и они представляют систему со- 
вместных дифференциальных уравнений. Частные интегралы этих урав- 
нений получим, положив 


9: = Сем, а2== СйьеМ, ... (94) 
Для определения й,, й,... И А будем иметь систему уравнений: 


2 (Ай, -- Ар...) = Вий -- Вай, -| ... 
Пение иене. (95) 


652 ДИНАМИКА СИСТЕМЫ [ч. у 


Перепишем эти уравнения таким образом: 


(А? — В, 1) в, -- (А — В) | ‚.. = 0, 
8] (А — В) в, - (Ао — Вы) Е... =0, 


и исключим из этих равенств все В. Исключение это приведет к ра- 
венству нулю детерминанта 


А — В: А, — Ву... 
Ан — В АА — В... |=0, 


раскрыв который, мы получим некоторую функцию (02) л-й сте- 
пени от ^?. Из уравнения Х (2) =0 определяются п корней 4, кото- 
рые все будут, как можно доказать, действительны. Каждому корню 22 
будет соответствовать определенная система величин й., Й.,... 
Кроме того, имея )2, мы будем иметь два значения для Х, которым 
в уравнении (94) можно приписать разные значения С. Таким обра- 
вом мы будем иметь 2л частных интегралов данных уравнений; сумма 
же частных интегралов представит общий интеграл. 

Покажем, что все корни А? отрицательны, если силовая функция 
в положении равновесия имеет максимум; если же имеет минимум, 
то все корни АЗ положительны. Умножим для этого уравнения (95) 
соответственно на Й,, #.„,.., и сложим. Найдем: 


2 Хай == У, Выйьй. 
Сумма т УХ Ань есть выражение живой силы с заменой всех 4 


1 
через Я, а 5» Вийьй: есть выражение силовой функции с заменой 
всех 9 через й, так Что, если положим: 


{— О = Ф (4., 9, .. .), 


Т=$, (4, до, .. .), 
то последнее уравнение можно представить в таком виде: 


22$, (в, №, .. .) = 2х (#1, № .. .), 


№ (№...) 
Ф\ (Я йа». . .) ° 


Знаменатель во второй части всегда имеет положительный знак, так 
как это есть выражение Т с заменой, которую мы указали; поэтому 
знак 2 зависит от числителя. Если -— 4% есть отрицательная ве- 
личина и ( больше (, т. е. если силовая функция имеет максимум 
в положении равновесия, то Ф (#;, й,,...) имеет знак отрицательный 


откуда 
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и А? — отрицательная величина. Если же (> И. т. е. силовая 
функция в положении равновесия имеет минимум, то Ф (#1, й.,...)— 
положительная величина, и А? имеет знак положительный. Таким 
образом мы видим, что максимум силовой функции соответствует 
отрицательным корням А, а минимум — положительным корням. 
Напишем для обоих случаев общий интеграл; при отрицательном 22 
будем иметь: 


4 == Све + Се | Ощей"#-- Бе -|-..., 
ИЛИ 
4 = УЖ (Е чи М-Р Е’ оз 14. 


Так как в этом равенстве { входит под знаком синуса и косинуса, 
то как бы беспредельно ни увеличивалось #, ни одна величина 4 не 
может возрастать беспредельно, а будет изменяться только в извест- 
ных пределах. Таким образом, если вывести систему из положения 
равновесия, то она будет совершать малые колебания около этого 
положения. В этом случае мы имеем устойчивое равновесие. 

Для положительных корней А интегралы выразятся уравнениями 
вида: 


= Свуем + Сем -- рее Бе! --... 


Так как Ё входит в эти равенства в степенях, то очевидно, что 
с возрастанием { будет возрастать также 4, и система, раз выве- 
денная из положения равновесия, будет все более и более откло- 
няться от этого положения. Этот случай соответствует неустойчивому 
равновесию. Отсюда вытекает теорема: 

Теорема. Если силовая функция в положении равновесия 
имеет максимум, то положение системы соответствует устой- 
чивому равновесию; если же силовая функция имеет минимум, 
то система находится в положении неустойчивого равновесия. 
В частном случае для системы, находящейся под действием сил 
тяжести, равновесие будет устойчивое, когда центр тяжести будет 


занимать самое низкое место, так как минимум 2 соответствует мак- 
симуму {. 

$ 10. О моментах инерции. Моментом инерции какого-нибуд 
тела относительно данной оси называется сумма произведений 
масс частиц этого тела на квадраты расстояний этих частиц 
от оси. Таким образом, если мы имеем тело и желаем определить 
момент инерции этого тела относительно оси 22’, то должны опре- 
делить расстояние г какой-нибудь частицы его т, помножить ее 
массу т на г? и взять сумму таких произведений, распространяя 
ее на все частицы тела; так что, если обозначим через К’ момент 
инерции тела относительно оси 22’, то будем иметь: 


К = Утп. 
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Очевидно, момент инерции всегда будет больше пуля, так как 
он выражается суммой существенно положительных величин ий, 
Один только может быть случай, когда момент 


2 
инерции равен нулю, — это, когда берется мо- 
мент инерции бесконечно тонкой полоски, 
расположенной на самой оси. 

Вместе с понятием о моменте инерции вво- 
дится понятие о приведенной массе. Приведен- 
ной массой в данной точке А (фиг. 345) на- 

о зывается то количество массы \, которое при- 
дется поместить в точке А, чтобы, помноживши 
№ на 42, где @ есть расстояние точки А от оси 
22’, получить величину К, т. е. чтобы м? == К, 
откуда 

2 


К 
я 


з 


> 


Фиг. 345. 


Если приведенная масса » равна массе всего тела М, то расстоя- 
ние 4=зр называется радиусом инерции. Для определения р имеем: 


2 2’ К== МР, 
откуда 


Относительно момента инерции 
докажем несколько теорем. 

Теорема 1. Момент инер- 
ции тела относительно какой- 
нибудь оси равен моменту инер- 
ции относительно параллельной 
оси, проходящей через центр 
тяжести, плюс произведение 
массы тела на квадрат рас- 
стояния между осями. Для до- 
казательства этой теоремы пред- 
положим, что ценгр тяжести дан- 
ного тела лежит в начале коорди- 
нат и ось О2 параллельна той 
оси, относительно которой мы 
желаем определить момент инер- 
ции тела. Пусть эта ось будет 
О’ (фиг. 346), и пусть К’ будет момент инерции относительно 
оси О’7’, а К— момент инерции относительно оси Ог. Из самого 
определения момента инерции имеем: 


К’ = Ут = Ут (ха | (у— 0, 


Фиг. 346. 
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где аи ф суть координаты точки О’. Таким образом: 
К’ == УЖ т (2 -|- у?) —2а > тх—2а УХ ту- (а? 5) Ут. (96) 


Очевидно, что №1 (х8-- у) = У»? = К. Далее, для определения 
координат центра тяжести мы имели формулы: 


2" 


М 


Х = 
из которых следует, что 
у тх = У ту = 0, 


так как начало координат находится в центре тяжести, и х==у= 0. 

Кроме того, 28-- 2 = 42, где 4 есть расстояние между осями, 
и Ут==М. Поэтому наша формула (96) представится так: 

К’ =К-- Ма, 
что и требовалось доказать. 

Отсюда заключаем, что наименьший момент инерции из всех мо- 
ментов относительно осей, параллельных между собой, соответствует 
моменту инерции относительно оси, 
проходящей через центр тяжести. 2 
Эта теорема характеризует изменение 
момента инерции с переменою места 
оси. Следующая теорема характе- 
ризует изменение момента инерции 
с переменою направления оси. 

Теорема П. Если через ка- 
кую-нибудь точку будем проводить 
прямые Г ий, определив относи- 
тельно каждой из них момент 
инерции К данного тела, будем 
откладывать на этих прямых 1 
от взятой точки векторы, выра- 


жаемые числом Ук то концы 
этих векторов будут лежать на 
поверхности эллипсонда, имеющего центром упомянутую точку. 
Пусть ОД. будет одна из этих прямых (фиг. 347) и пусть а, В, 1— 
углы этой прямой с осями координат. Напишем момент инерции К 
тела относительно оси ОЁ: 


К= У тп = УХ т 6. (97) 


Фиг. 347. 


Далее имеем: 
х 


у 2. . 
с0$8 == р с05а-- 56058 Гр 0$ 1; 
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поэтому 
$112 0 = 1 — (со а-|- усоз В 2 с0$ 1), 


Вставляя это значение $18 в формулу (97) и замечая, что 
Юму -|- 27, 
получаем: 


К= Ут -|- у 0 — (хсоза-|- усозВ -- 20$ 1), 


ИЛИ 


К= Ут у 27) (созза-| со? В -|- с057 1) — 
— (< со5 & | усозВ -|- 2с0$1)?], 


052 а -|- с037 В -|- с03% 1 =1. 


так как 


Отсюда 


К == с053а У т (уз -| 27) -- со? В Ут (22-х) со? 1 ут (х2-- 92) — 
—2с0$8 с051 Х шуг—2 с05 1 с0за У тех — 2 с039 058 Хтху. 


Условимся в таких обозначениях 


А= Ут у), в=Ут(а-- м), сы Ут); 
р=Утуг, В=Утах, Е== У тху. 
Тогда будем иметь: 
К = Асоз* в-|- В со? ВРС с038 1—2) соз В соз1 — 
—2Е с0$1 0$ « —2Р с0$ а соз В. (98) 


Легко видеть, какой механический смысл имеют величины А, Ви С. 


к к 
Если положить а==0, В == 9, Те ,т. 6. ОГ направить по оси Ох, 


то получим К==А. Поэтому А есть момент инерции тела относи- 
тельно оси Ох. Подобным же образом убедимся, что В есть момент 
инерции тела относительно оси Оу и С— относительно оси Оз. 


Отложим на линии ОГ, вектор ОМ = УЕ н полученное равенство 
(98) помножим на ОМ; тогла получим: ы 
К-О№==1= А (ОМ соз а? -- В (ОМсоз 82 С(ОМсоз 1) — 
— 2). ОМсоз В - ОМсоз1 — 2Е - ОМсоз1 . ОМ соз а — 
— 2Е. ОМсоза + ОМсоз В. 


Если обозначим текущие координаты точки № через х, у, 2, то 
будем иметь: 


9М№Мсова=х,  ОМсозВ==у,  ОМсозу==а, 
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и предыдущее равенство будет переписано так: 
Ах-- Ву’-- С2 —2)у2 —2Егх —ЗЕху = 1. 


Это есть уравнение поверхности эллинсоида. Действительно, по виду 
уравнения мы заключаем, что поверхность будет центральной поверх- 
ностыю второго порядка, которая, однако, не может быть гиперболо- 


идом, потому что ОМ —уЕ не может равняться бесконечности, 


ибо тогла К==0. Этот эллипсоид называется эллипсоидом инерции 
данного тела для данной точки; таким образом теорема доказана. 

Если направим оси координат по направлению главных осей эллип- 
соила инерции, то будем иметь: 


р==0, Е=0, Р==0, 
и уравнение эллипсоида инерции примет вид: 
Ах? -- ВуЗ-Е С? = 
Таким образом главные оси эллипсоида инерции характеризуютсятем, 
что для них 


Утуг=0, Утгх-=0, Утху==0. 

Эти оси называются главными осями инерции. Очевидно, что 
направления главных осей инерции дают оси наибольшего и наи- 
меньшего момента инерции. Наибольшая ось эллипсоида будет соот- 
ветствовать наименьшему моменту 
инерции и наоборот. д 

В частном случае эллипсоид мо- 
жет обратиться в эллипсоид враще- 
ния, когда, например, А == В, и даже о 
в шар, если А==В=С, 

Особого внимания заслуживает 
эллипсоид инерции, построенный для 
центра тяжести тела. Он называется . х 
центральным эллипсоидом инерции. 
Очевидно, момент инерции относи- 
тельно наибольшей оси центрального : 
эллипсоида инерции будет самый 
меньший из всех моментов инерции 
тела. 

Теорема Ш. Если центр тя- 
жести лежит на главной оси 
эллипсоида инерции для какой-ни- Фиг. 348. 
будь точки, то эта ось будет 
главною осью всех эллипсойдов, центры которых лежат на ней. 
Пусть С будет центр тяжести (фиг. 348), и ось О2г будет главной 
осью эллинсоида инерции для точки О. Уравнение эллипсоида инер- 
ции для начала координат О представится в виде 


Ах? --- Ву? С2 — 2Рху==1, 
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так как мы должны иметь 
= Утуг==0, Е== У тех = 0. (99) 


Примем теперь другую точку О’ на оси О2 за начало координат 

системы, оси которой О’х’, О’у’ параллельны осям Ох, Оу, а ось О’ 

совпадает с осью Ох. Тогда мы будем иметь такие формулы пре- 
образования координат: 


х==х’, уу’ д=г--, 
где (есть координата О” в системе Охуг. 
2’ Для доказательства теоремы нам нужно 


показать, что для новых осей будем иметь 
равенства 


р’= УХ туг =0, Е’ = У тг"! ==0, 


которые служат признаком того, что ось 
О2г останется главною осью и для эллип- 
соида инерции точки О’. Сделаем в равен- 
ствах (99) замену координат х, у, г через 


х,, у’, Р-Н. 


Фиг. 849. 


После подстановки будем иметь: 


Уту(и--=о,  Утх(и-НО-0, 
Утуг НЕХ ту =0, Утхг--СУтх’ =0. 


Но координаты х’, у’ центра тяжести равны нулю; поэтому 


Утх’=0, Уту’=0, 


ИЛИ 


и мы получим: 
р’= Уту’2' =0, В = У т/х" == 0, 


что и требовалось доказать. 

Решим теперь две задачи. 

Задача 1-я. Определить точки, для которых эллийсоид инерции 
есть шар. Поместим начало координат О в центре тяжести и отнесем 
тело к осям, направленным по главным осям центрального эллипсоида 
инерции (фиг. 349). Пусть координаты искомой точки О” будут &, 
чи. Если этой точке соответствует шар инерции, то любые прямо- 
угольные оси, проведенные через точку О’, будут для нее главными 
осями. Проведем оси Ох’у’2” параллельно осям Оху2. Так как они 
должны быть главными осями инерции для точки О’, то мы должны 
иметь; 


Утуг’ ==0, УЖи2’х’==0, Утх’у’=0, (100) 
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Заменим координаты х”’, у’, 2’ относительно осей Ох’у’2’” их 
выражениями через координаты х, у, 2 относительно осей Охуз, 
пользуясь формулами для преобразования координат: 


жЖех— У=уУ—т 2"==2—, 


Тогда первое уравнение (100) преобразуется таким образом: 
Утиу—д(@е-—9= Утуг —1п те — Е Уту-- М ==0, 


где М= Ут равно массе всего тела. Так как центр тяжести нахо- 
дится в начале координат и оси Охуг 
суть главные оси центрального эллин- 
соида инерции, то 


и мы получим: 
== 0. 


Совершенно точно так же получим 
Е-—0О и 81=0. Эти три уравнения #{ 
удовлетворяются, когда две какие-либо 
координаты &, *, © равны нулю. Значит, 
если есть точки, для которых эллипсоид инерции обращается в шар, 
то их надо искать на какой-либо оси главного эллипсоида (централь- 
ного) инерции. Пусть Ё, ( равны нулю; мы ищем точку О’ на оси Оз 
(фиг. 350). Чтобы для этой точки существовал шар инерции, необ- 
ходимо: 


Фиг. 350. 


А’=В’= С”. 


Так как С и С” суть моменты инерции относительно одной и той же 
оси Од, то С== С’. Что касается А’ и В’, то на основании первой 
теоремы о моментах инерции имеем: 


А’= А-+- МР, В’=В- МИ, 
Таким образом для определения & будем иметь: 
С=А-- М? =В-- М?. 


Ог:сюда видим, что 4 должно быть равно В, т е. центральный 
эллипсоид инерции должен быть эллипсоидом вращения около оси Ох, 
Тогда искомая точка будет находиться на этой оси, и координата 


ее & определится так; 
С—А 
= — 
== и м“. 
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Координата @ будет действительна, когда СА, т. ©. эллипсоид 
инерции должен быть сжатым по оси О. Тогда будем иметь иа этой 
оси лве искомые точки, симметрично расположенные относительно 
центра тяжести, 

Итак, если центральный эллипсоид инерции есть сжатый эллип- 
соид вращения, то на его оси вращения существуют две точки, рас- 
положенные на равных рас- 
стояниях от Центра тяжести, 
для которых эллипсоиды инер- 
ции обращаются в шары. 

Задача 2-я. Для данной 
точки тела построить эллип- 
соид инерции, если известен 
центральный эллипсоид инер- 
ции. Отнесем данное тело к 
главным осям центрального 
эллипсоида инерции. Пусть 
дана точка № (фиг. 351), для 
которой требуется построить 
эллипсоид инерции, т. е. найти 
воличину и направление глав- 

Фиг. 351. ных его осей. Координаты точки 

М обозначим через & и б. 

Проведем некоторую прямую ОГ, образующую с осями Ох, Оу, Ог 

соответственно углы а, Ви 1. Тогла момент инерции относительно 
этой оси ОЁ выразится так: 


К == Асо3? а -- В соз? В -- С соз? т, 


2 


где А, В и С имеют указанный раньше механический смысл, Проведем 
через точку № прямую МС, параллельную линии ОЁ, и обозначим 
расстояние между линиями №С и ОГ через 4; тогда по первой теореме 
о моментах инерции будем иметь: 


К’ = К- Ма, 


где К’ есть момент инерции тела относительно оси МС, а М есть 
масса всего тела. Из чертежа имеем: 


42 = ОМ? — С№ и ОМ = Яр. 


Далее замечаем, что СМ есть проекция ОМ, или же проекция лома- 
ной МРОО, для которой ОМ служит замыкающей. Поэтому 


СМ = соза -|- 1038 -- 6031, 


= -- 9 — (С соза-- дсозВ--6с0$1)2, 
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Теперь момент инерции К” представится так: 


К’ — А соз? а -|- В соз? В -|- Ссоз? 1 -|- М (@-- 2) — 
— М (с соз&-- чсозВ -Р С с0$1). (101) 


Задача об отыскании главных осей эллипсоида инерции для точки № 
сводится к отысканию максимума или минимума момента К” в зави- 


симости от углов а, Ви 1, которые, как известно, связаны соотно- 
шением 


соза-|-- с052 В -|- с0$2 1 — 1 ==0. 


Помножим первую часть этого тождества на А и придадим к равен“ 
ству (101): 


К’ = (А-З ^) со? а-|- (В-- А) соз? В (С-Н») соз* 4 — 
— М (со а соз В Е с0з 1)? —А-- М (2-Н 2-Е). (102) 
Чтобы отыскать максимум и минимум функции К”, причем за пере» 


менные надо будет принять с0за, со5Ви с0з$], мы должны частные 
производные ее по с0$@, с0зВ и с0$4 приравнять нулю. Получим: 


9’ __ 9к’_ _ 9’ __ 
д (сз а“) ' 0(с08) * 0(508) 


или в раскрытой форме: 


(А-- А) соза = М (Е соза-- 9 с0$ В 6 с0$ 1) & 
(В--Х) созВ = М (Е соза | 4 с05В- [$ с0$ 1) 4, (103) 
(С-- Х) со$1 = М (&с0$% | п соз В-- 6 с03 1) 6. 

Отсюда прежде всего получаем: 


с05 9: с0$ В: 60$ = {104} 


ЗВ ВИ: 
АА ВА СА’ 


Чтобы определить А, помножим каждое из уравнений (108) соот- 


ветственно на 1, вт и ст И сложим почленно; тогда 
получим: 
со5а-- 4058-86 с0$1 == 
М2 М ма 
= (+ ВКР) со а-- псозВ-- 5 с0$1), 
или М2 М? ма 
с "| __ 
да РВ Рок - 1, (105) 


Это уравнение и служит для определения /; оно относительно » 
третьей степени. Все три корня его будут действительны. Чтобы 


36 Зак. 2984. Ц. Е. Жуковский. 
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показать это, освобождаем уравнение от знаменателя и приводим 
к такой форме: 


(А (ВС — мВ) ©--)— 
— Ма? (С-- № (АР) — МО (А) (В =0. 


Обозначим первую часть этого уравнения для краткости через С и 
положим, что АВС. 

Нетрудно видеть, что при изменении Х от -|- со до — со И имеет 
три перемены знака, а именно: 


когда А ==-- со, Ц имеет знак -|- 
» ^=—0С Ц » » — 
» ^=— В Ц » » 
» ^=—А Ц » » — 
» =—-—-с0, И » » — 


Таким образом уравнение (105) допускает три действительных 
корня: №1, А», А», которые заключаются в следующих пределах: 


с>)>—6, —С>А>—В, —В>№>-—А. 


Трем значениям Х будут соответствовать три направления осей, характе- 
ризуемые углами: ©,, Ву, 11; 9, Вы, 12; в, Вз Ч» которые опреде- 
ляются из уравнения (103). 

Два из этих направлений будут соответствовать наверное большей 
или меньшей оси эллилсоида. Третье направление будет соответство- 
вать средней оси. Это можем доказать, показав, что все три направления 
взаимно перпендикулярны. Подставим в уравнение (105) корни Х,, А»: 


МЕ М 


А- тва х Реты-ь 
М2 МС? 
А кк Нее 1. 


Вычтем из второго уравнения первое и приведем попарно члены 
к одному знаменателю. Тогда получим: 


ее 
мкл Наив Нефаети} =. 
Так как ни М, ни (, —^.,) не равны нулю, то остается положить: 
Е ПЕ. ИВ 
ЯНА А ГВАВ- ГОС 
Если это равенство сравним с пропорцией (104), то мы можем 
представить его в виде: 


с0$ а; 05 а» -|- с0$ В, с0$ Вы | с0$ 1; 05 1. = 0; 


== 0. 
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отсюда следует, что два направления (%,, В;, {1} и (а, Вь, 12) взаимно 
перпендикулярны. Так же докажем, что третье направление (%,, В» в) 


перпендикулярно к пергым двум, и, следовательно, они суть три 
направления главных осей. 


Величины полуосей эллипсоида инерции определяются по соот- 
ветственным моментам инерции относитель 10 найденных осей. Умножим 


уравнения (103) на соза, созВ, соз1 соответственно и, сложив их, 
найдем: 


(д4--^) соз? «-|- (В- №) соз?В- (С-- Л) со 4 — 
| — М соза-- цсо$В --- 6 с0$ 1)3 ==0. 
По формуле (101) будем иметь: 


К = ме А. 


Подставив в эту формулу последовательно три корня А, найдем три 
вначения К’, а по ним найдем три полуоси: 
1 1 
1 


$ 11. Динамика твердого тела: движения вращагельное, посту- 
пательное и параллельно плоскости, 1) Сложный, или физический, 
маятник. Пусть имеем горизонтальную ось О= (фиг. 352), около 
которой может вращаться некоторое тело; решим вопрос, как оно 
будет двигаться под действием тяжести. Оси координат расположим 
так, чгобы центр тяжести нашего тела 
лежал в плоскости Оху, и ось Оу на- 
правим по вертикали вниз. 

По началу Даламбера, если, оста- 
нозив тело, к силам действующим при- 
бавить силы инерции, то тело будет 
в равновесии. На каждую частицу 
с массой т будут тогда действовать две 
силы — сила тяжести: 


Х==0, У=те, 2=0 


и сила инерции: 


фх фу 42 
—Тав, Та, “Та. 


Фиг. 352. 


Так как ось Ог неподвижна, то, как было показано в элементар- 
ной статьке, мы будем иметь одно условие равновесия тела; сумма 


$6* 
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моментов сил относительно неподвижной оси Од должна быть равна 
нулю; таким образом: 


УХеу—х— —У "(в ай т) =°, 


& Утх = УХ "(х ЯВ — 1) = Ут (т ш— У). (106) 


ах а 
Величины Е? и суть проекции скорости точки нашего тела на 


ИЛИ 


оси Ох и Оу. Так как тело вращается около оси О2, то эти проек- 
ции скорости напишхутся по формулам Эйлера, полагая в них 


р=9а=0, г=о; 


ах а 
я == — у, ау 


Е == &х. 


и“ 


Далее знаем, что координата х центра тяжести определяется формулой 
- 1 
Хх = И тх, 


Утх == Мх == Маз, 


откуда 


уде через а обозначено расстояние центра тяжести от начала коорди- 
нат, а через 9 обозначен угол отклонения линии ОС, соединяющей 
центр тяжести с точкой привеса, от оси Оу. Когда полученные зна- 
чения подставим в нашу формулу, то будем иметь: 


Мра 910 = я [ У 28 (2 +53]. 


Сумма Ут (ха -- У?) представляет момент инерции тела относи- 
тельно оси О2, который мы обозначили буквой С; он не зависит от 
положения тела и времени, и потому 


с 


Мра зп 9 =С ты 


(107) 


Из этого уравнения можем определить связь между 9 и 2 Мы 
имеем: 
46 48 


в=—5;, Ш=—, (108) 


причем знак (—) поставлен по той причине, что при ® положительном 
(вращение по стрелке часов) 6 уменьшается. Исключив из уравне- 
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ний (107) и (108) 4, получим: 


до 


Мга 6 = — Со, 


ИЛИ 


, [2 
— 541040 — уро 4. 


Это уравнение интегрируется и дает: 


С 
081. = 62, 
соп$1. -- 2 50$9 Мед ® 
Постоянное определим под тем условием, что ® =0, когда 9 = 06%: 
сопзЕ. -- 20$ в, =0. 


Вычитая это равенство из предыдущего, мы исключаем произволь- 
ное постоянное и получаем: 


2 (с0$8 —с0$ 85) = Я 42, 


а. 
ЧЕ” 


Ух. . == И (058 — с0$8)), 
у а —=-— 2 (с0$68 —с0$8%). 
Положив для краткости 
ус =, (109) 


ул 48 
у. 
2 712 (5058 — с038,) 


Интегрируя, находим: 


Отсюда определяем ®, или — 


ИЛИ 


имеем; 


8 
1 49 
У. | С'. 
8 У Г 


Пусть для Ё==0 имеем ( ==8;; тогда 


8% 
ул 40 
— — |+ СУ. 
о И: уы+ 
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Вычитая из предыдущего, исключаем произвольное постоянное и ио- 
лучаем: 


ул 9 
! у, | У2 (оз 8 — соз 8) ` 


Чтобы получить половину времени полного колебания, надо поло- 
жить 9 = 0; тогда будем иметь: 


1т (110) 
2 у Е в.) ^ 


Это та самая формула, какую мы вывели уже для математического 
маятника. Интеграл принадлежит к числу эллиптических интегралов: 
это эллиптический интеграл первого рода. Приближенное значение 


к 
его есть --, и приближенно 


2 
Т=т У -. 
8 


Принято называть величину Г длиной физического маятника. Если 
от точки привеса О по направлению ОС’ отложим вектор длиной /Х, 
то в конце его получим точку О’, которая называется центром 
качания. Центр качания, как видно из формулы (110), есть такая 
точка в теле, сосредоточив в которой всю массу физического маят- 
ника, получим математический маятник, который будет колебаться 
так же, как физический маятник. 

Покажем, что точка О’ всегда находится дальше от точки при- 
веса О, чем центр тяжести, так что иенгр тяжести находится между 
точкой привеса О и центром качания О’. Обращаясь к формуле (109), 
мы видим, что длина С равняется частному от деления С на Ма, 
т. е. от деления момента инерции С тела относительно оси качания Оз 
на так называемый статический момент Ма. Пусть Су есгь момент 
инерции тела относительно оси С2’, параллельной оси Ог и прохо- 
дящей через центр тяжести. По первой теореме о моментах инер- 
ции имеем: 


. С = С -- Май, 
и, следовательно: 
[9 __ Со 
ма ==“ ма" (11) 


С 
Очевидно, что Да, ибо м» — величина положительная. Гюйгенс 


усмотрел зависимость между центром качания и точкой привеса. Эта 
зависимость выражается так; 
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Теорема Гюйгенса, Точка привеса и центр качания суть 
точки взаимные. Если центр качания примем за точку привеса, 
то прежняя точка привеса будет центром качания. 

Из формулы (111) имеем: 


д 
С 
(1—-@а=-%, или аб == р, 

а 
если через 2 обозначим Е — а, а через р обозначим ра- д с 
диус инерции тела относительно оси Сг”. р 

Из этого равенства вытекает такое построение 

центра качания. Чтобы по данной точке привеса О по- м 
строить соответствующий центр качания О’, восставляем Фиг. 353 


из точки С перпендикуляр СМ ==р, точку М№ соединяем 
с О и проводим №МО” перпендикулярно к №О. Точка О” 
и будет центром качания, ибо ОС. СО’ = аф ==0. Но очевидно, 
если бы по точке привеса О’ (СО’-==5) мы стали таким же образом 
искать соответствующий центр качания, то пришли бы к точке О 
(фиг. 353). Точки О и О’ взаимны. Перемена точки 
привеса О на О”, очевидно, не меняет времени коле- 
бания, так как при этом не меняется длина физиче- 
ского маятника. 

Этим свойством воспользовался Катер при 
устройстве так называемого оборотного маятника. 
Устройство это состоит в следующем: маятник пред- 
ставляет две расположенные на концах стержня оди- 
наковые по внешней форме чечевицы А и В (фиг. 354). й 
Но массы этих чечевиц различны: одна из них А 
сплошная, другая же В — полая. Между чечевицами | 

| 
| 


в стержень вделаны два ножа Ои О’, из которых 
один, например О, неподвижен, другой же, О’, может 
перемещаться вдоль стержня. Сначала за точку при- й 
веса берут неподвижный нож О и замечают время | 
колебания, затем за точку привеса берут подвижной 
нож и передвигают его вверх или вниз, чтобы время 
колебания маятника было то же самое. Раз это до- 
стигнуто, то, измерив длину ОО’, будем знать 
длину Ё физического маятника и тогда из формулы 


Т==т У <. где известно все, кроме &, можем х 


определить. 
2) Определение силы давления, оказываемого на 

неподвижную ось вращающимся около этой оси Фиг. 354. 

твердым телом. Пусть оси координат расположены 

так, что тело вращается около оси Ог, а центр тяжести тела з дан- 

ный момент лежит в плоскости Огх (фиг. 355). Для этого момента 
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и определим силы давления на ось О2. На основании начала Далам- 
бера силы давления определяются совершенно так же, как они 
определялись в статике, если прибавим к силам, действующим на 
тело, фиктивные силы инерции. Эти силы инерции будут произво- 
дить давление, которое прибавится 
к давлению от внешних сил. 

На каждую точку тела будет дей- 


й и ствовать сила инерции, имеющая по 
Р осям координат слагающие 
м , 
р 2х у 422 
р у. —Пая, Тая» Та. 


Все эти силы заменим одной силой, 
проходящей через точку О, и некото- 


$ рой парой. Если обозначим через Р, 
©, Ю проекции полученной равнодей- 
Фиг. 355. ствующей силы на оси координат, 


а через Г, М, М обозначим проекции 
на оси линейного момента полученной при этом пары, то будем иметь 


р=— Утчи, © —Утая, к=—Утии, 
= У" в— ы =—-У”(и хай). 
=—Ун( у —5“#). 


Наша задача заключается в определении величин Р, ©, Ю, [, 
М и М. Ими будет характеризоваться разнина между давлением вра- 
щающегося тела и давлением тела, находящегося в покое: во втором 
случае имеем только внешние силы, а в первом —к ним должны 
прибавить еще силы Р, @, Ю и пары Ё, М, М, происходящие от 
сил инерции. Так как тело вращается около оси Ог, то 


Вследствие этого будем иметь; 


Р=— Ут вто ий У ту) = 


= у ту «я У.тх. 
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Так как Уту= Му==0, ибо в рассматриваемый момент центр 
тяжести тела лежит на плоскости Огх (М есть масса тела), 
ы — 

Утх==МХ, то 


Р=Мхо; 
—.—_4 Чу а 
9=—вУтщ=— д Утах = — 1 ( Ух) 
ао ах йо 
=—т Утв Ут = У тя-- в? У, му, 


- @. 
— Мх ар; 
наконех, 
Ю =0, 
ибо 
42 422 
0 и дв =9. 


Прежде чем перейти к определению пар, сделаем маленькое заме- 
чание относительно полученных сил. Если бы сосредоточили всю 
массу тела в центре тяжести и стали определять силу инерции этого 
центра тяжести, то нашли бы, что эта сила инерции сложилась бы: 
1) из центробежной силы инерции; эта сила по величине равнялась 
бы Ри) из тангенциальной силы инерции; эта сила по величине 
равнялась бы (. Таким образом, если бы мы имели материальную точку 
массы М, то все силы инерции свелись бы к указанным двум силам. 
Но у нас есть еще пара. Этим отличается тело от материальной 
точки. Перейдем теперь к составлению пары, т. е, к определению 
проекций линейного момента пары на оси. 


Е Е 
= Утиха Уиг тет 
ик хи) = в Ут ща (® Уртог) = 
туг--о У тг => мии уны 
о хнечи 


В статье о моментах инерции мы условились в обозначениях: 


р= Утуг; Е= У тах, Е == У тху. 
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Величина № т (<? -[- у?) есть величина постоянная, она есть момент 
инерции тела относительно оси Ог; мы обозначали его через С. 
Таким образом величины С, М, № выражаются так: 


й% а 4% а 4о 

Е=ЕВ чз; — Бе”, М=р р; -| Ва", М = Ст: 
Определим условие, при котором все силы инерции заменяются 
одной только силой. Условие существования или одной равнодей- 
ствующей силы или одной только пары заключается в следующем 


равенстве: 
РЕМ - ВМ =0, 
или 


- @® — @® ао \ _ 
Мло? (Е 4 — ры?) — ме (р 42 - Ва) =0. 
По приведении получим: 


— 52 
А — 
— & | = 0. 
Мар ( -- а) 0 
Легко усмотреть, что скобка никогда в нуль не обрашается, если 
тело движется. Поэтому можно сделать такие два положения: 


1) 6=0; 2) х=0. 


Положение х =0 приводит нас к одной паре, так как при х =0 
имеем Р—=0 и О==0, а раньше имели и А ==0. 

Случай Р==0О приводит нас к одной силе; величина этой силы 
нам уже известна: она есть сила инерции центра тяжести тела. Точ- 
кой же ее приложения не будет центр тяжести, как можно было бы 
предполагать, или, лучше сказать, направление ее не будет прохо- 
дить через центр тяжести. Займемся определением координат точки 
приложения этой силы; обозначим их через & м и. Тогда для опре- 
деления их будем иметь такие уравнения: 


Ч —9=р КРЫ—®= М, Ю—1Р==М. 


Вставляя сюда найденные значения Р, ©, Ю, Г, М, М, получим: 


2 _ р торе — 4® а __ 4. 
Мг =; ‚ (Мха? = Ба, —ЕМх яр `` УМхо =—Са. 
Первые два уравнения одинаковы; они дают 
— В. 
1х° 


Это показывает, что линия, по которой действует равнодействующая 
сила, параллельна плоскости Оху. Третье уравнение представляет 
проекцию этой линии на плоскость Оху, Если зададимся вопросом 
определить, в какой точке эта линия пересекает плоскасть Огх, то 
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ДОЛЖНЫ будем положить в третьем уравнении \ == 0; тогда получим; 
С 
Ё == ==. 
Мх 


Для построения линии действия силы надо постулать так (фиг, 356): 
отложить на оси Ох 


б 8 
= —, 
Мх 
восставить в точке А перпенди- 
куляр 
Е 
= — 
Мх 
и через точку В провести линию р) 


ВО, параллельную плоскости Оху, 
наклоненную к оси Ох под уг- 
лом а, причем 


та — 1 4 
5%— 02 4” 
Направление силы будет по этой у 
линии, но в противоположную сто- Фиг. 856. 
рону. 
4 
В частном случае, если бы имели ® == соп${., то —. =0, и вся 


Е 
сила свелась бы к одной центробежной силе Р, а линия действия 
была бы параллельна 
оси Ох. Поясним ска- 
занное небольшим при- 
мером. 

Положим, весьма 
тонкая палочка, дли- 
ною /, лежащая в дан- 
ный момент на плоско- 
сти Огх, равномерно 
вращается около оси 
Ог (фиг. 357). Опре- 
делить силу инерции и 
точку се приложения. 
Здесь О =0 и, кроме 


р 


того, [- —0. Ноэтому 


сила инерции сводится 
к силе Р = Мхо?. Эта сила будет приложена не в центре тяжести; 


Фиг. 357. 


Е 
определим координату $; имеем & = =. Надо определить сначала Е: 
Хх 


Е == У, тах, 
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Если через р обозначим плотность вещества палочки, то Ш ==р 41; 
далее 

х=/500, 2==/с0$8, 
и потому 


: : 
Е == [зе со А 47 == руб соз6 [241 -— Тв 0 оз, 
© о 


Что касается до Мх, то 


Ме рат. 


Поэтому 


Ср а 06050: Гра зшб 2 7080 = За, 


3 
Таким образом мы видим, что точка приложения силы Р отстоит от 
конца О палочки на расстоянии, равном ?/, длины палочки, 

Перейдем теперь к нашему главному вопросу об определении сил 
давления на ось, Пусть О и А будут две неподвижные точки в теле 
(фиг. 358) и Т, Р, $, Г’, Р’, 5’ -- компоненты сил сопротивления, раз- 
вивающиеся в этих точках по направ- 
лению осей. Предположим, что внешние 
силы приводятся к паре с моментом К, 
вращающей около оси Оз, и к силе 
тяжести Мх, приложенной в центре 
тяжести и направленной по оси Ог 
вниз. Напишем по началу Даламбера 
условия равновесия: 


ТЕГ ЕР 0; ЕЕ --9=0; 

$5’ —Ме=0; —РВ--Г-=0; 

Гв-- М--Мех=0; М-+-К-==0. 
Последняя формула дает: 


4® _К 
Фиг. 358. %=С’, (112) 


т. е. угловое ускорение равно моменту вращающей силы, разделен- 
ному на момент инерции. Из третьей определяем $ -|- 5’ == Мр, что 
имело бы место при невращающемся теле. Уравнения 1, 2, 4иб 
определяют РА, Е”, Ги Г": 


Р = (Еф 2), Гира ва) МЕт, 


РМ, — (Е — ая), Т=— М, (р риа Ев). 


5 11] ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 573 


Если бы мы хотели иметь Р” = 7” == Р= Те==0, то должны бы были 
положить 


Первое уравнение требует, чтобы центр тяжести лежал на оси вра- 
щения, Умножив второе уравнение на О, а третье на ЕЁ и вычитая 
второе из третьего, получим: 


(ЕТ 0) — 0, 


Это условие требует, чтобы Е = ==0, т. е. чтобы ось вра- 
щения была главною осью эллипсоида инерции, построенноге для 
точки О; но так как на ней должен лежать центр тяжести, то 
она должна быть главною осъю центрального эллипсоида инер- 
ции. Эта ось называется свободною осью вращения. Если на тело 
не действует сила тяжести, и оно находится только под действием 
некоторой пары А, плоскость которой перпендикулярна к свобод- 
ной оси вращения, то опо будет вращаться около этой оси, не 
оказывая никакого давления на 
подпорки О и А, так что эти 2 
подпорки могут быть устранены. 
Если, кроме того, К==0, то по 
(112) будем иметь ® = с01$4., 
т. е. тело будет равномерно вра- 
щаться около свободной оси вра- 
щения. 

3) Поступательное движение 
тела, находящегося под дей- 
ствием некоторой силы. Если 
тело движется поступательно, то 
все точки во всякий момент вре- 
мени имеют одинаковые по ве- 
личине и направлению скорости 
(параллельные) и равные и па- 
раллельные ускорения. Вследствие 
этого все силы инерции будут па- 
раллельны между собою и про- Фиг. 359. 
порциональны массам, равнодей- 
ствующая их пройдет через центр тяжести С тела (фиг. 359) и 
будет равна Ут или, так как ] для всех точек одно и то же, 
Ут, или же М/ где М есть масса всего тела, Значит, по прин- 
ципу Даламбера для того, чтобы тело могло двигаться поступательно, 
приложенные силы также должны иметь равнодействующую, которая 
проходит через центр тяжести, 
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4) Движение тела параллельно плоскости. Предположим, что 
тело может перемещаться только параллельно некоторой плоскости, 
например, плоскости Оху. Мы можем точки приложения всех сил 
перенести в эту плоскость, причем силы, перпендикулярные к ней, 

уравновесятся силами сопротивления свя- 
у зей, и останутся только силы, лежащие в 
самой плоскости. Мы можем и центр 
тяжести считать помещенным в плоскости 
Оху и все силы заменить некоторой па- 
о рой с моментом Ди равнодействующей К, 
проходящей через центр тяжести С 

(фиг. 360). 
0 х Для получения дифференциальных 
уравнений движения тела мы восполь- 
Фиг. 360, зуемся принципом Даламбера и напишем, 
что сила Ю и пара с моментом Г, уравно- 
вешиваются силами инерции. Мы получим три уравнения равновесия. 
Так как проекции силы инерции точки © массой т определяются 

формулами 
4? 4? 
—й а , —тз ‚ 


то два уравнения равновесия будут иметь вид: 


х— Уже -ь у— Уи, (113) 


где Хи У суть проекции силы Ю. Третье уравнение моментов мы 
получим, написав, что сумма моментов всех сил о!носительно начала 
координат равняется нулю: 


УЕ ГЫ ф 
Е-Нух— у — Ут (уча — Хх) = 0. (114) 
Уравнения (113) дают: 
фх _ @ __ ле 
кота ии мая, 
7— У" ай = - в» т май ай. 


Уравнения (115) показывают, что центр тяжести тела движется, 
как материальная точка, в которой сосредоточена вся масса тела и 
на которую действует сила Ю. Обращаемся к уравнению (114); заме- 
ним в нем Хи У при помощи уравнений (115): 


ито) мон). 


(115) 
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Легко убедиться, что выражение Ё можно переписать так: 


т [оффе 40-9] (19 


Действительно, будем иметь: 


Мы РЕ —# Ух + 
+; — = та — + 
в ыы 
=в тот а Е —%)= 
тои) -мби ан). 


Уравнение (116) сейчас же преобразуется. Припомним из кинематики 
формулы скорости точек свободного тела и отнесем эти формулы 
к телу, движущемуся в плоскости Оху. Будем иметь: 


ах _ 4х = Чу у — 
еж ®0-— У, я я = —6(х— 9); 
отсюда 
4(х—*) д 40-У _ 
пе (уу), фе (х—). 
Подставив в наше уравнение (116), получим: 


= Ут — я]. 


Но Уш[(у— у) -- (х—х) Я есть не что иное, как момент инерции 
тела относительно оси, проходящей через центр тяжести и перпен- 
дикулярной к плоскости Оху. Означив его через К, будем иметь: 
4% 
=Кау. 


Таким образом мы получили три основных дифференциальных 
уравнения движения тела параллельно плоскости: 


__ @у __ „@® 
Х = ме, 7 = Му, —=Ка- 


Центр тяжести будет двигаться так, как если бы в нем быдла сосре- 
доточена вся масса тела и на него действовала сила Ю. Кроме этого, 


576 ДИНАМИКА СИСТЕМЫ [ч. у 


тело еще будет вращаться, причем угловое ускорение определяется 
формулой 

о А 

ик 

Пример. На тело действует постоянная по величине и напра- 
влению сила Р (фиг. 861). Определить движение тела. Заменим 
силу Р равною и параллельною силою Р’, приложенною в центре 
тяжести, и парой (Р, Р”). Центр тяжести тела будет двигаться 
под действием силы Р” прямолинейно и равномерно ускоренно 
с ускорением г=к и во время Ё пройдет путь $==5. Одно- 
временно тело будет вращаться вокруг центра тя- 
жести с угловым ускорением, которое определится 
по формуле 
до 1 Разт 0 


Е К К ‘` 
Заметим, что 
42 90 ® 6 › д. 
'Гогда 
до == — 2 6048. 


К 
Интегрируя, найдем: 


Фиг. 361. 
г &? —|- с00$4. = . 2059. 
Полагая ®==0 при 0 = 0%, имеем: 
О- соп+, = т . 2с058%, 


Исключая произвольное постоянное, находим; 
Ра 
9 — 2 (с056 — с0$ 8%) 
или 


— у 28 Изо — 6058 
Е 2 (с0$0 — 0$ 6%). 


Разделяя переменные, имеем: 


Ут 
@=— Ра УЗ (с0з — с03 6,)° 


Эту же формулу мы имели для маятника. Длиною маятника здесь 
будет: 
К К 


Бра Ма’ 
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Таким образом, мы видим, чго тело, кроме поступательного движе- 
ния, будет колебаться, как маятник, около оси, проходящей через 
центр тяжести. 

$ 12. Уравнения движения тела около неподвижной точки. 
Пусть тело движется, сохраняя точку О неподвижной (фиг. 362). 
Пусть наши неподвижные оси для данного момениа времени # совпа- 
дают с направлением главных осей 7 
эллипсоида инерции тела, построен- 
ного для точки О. Сначала мы 
выведем уравнения движения для 
данного момента времени & 

Все силы, действующие на тело, 
можем заменить одною, проходя- 
щею через точку О, и одною 
парою, которую можно разложить 
на три пары так, что одна из них 
будет вращать тело около оси Ох, 
другая — около оси Оу и третья — Ф 

иг. 362. 

около оси 02, или, что то же, 

можем разложить линейный момент этой пары на три составляющие 
по осям координаг. Обозначим проекции линейного момента пары на 
оси через 2, М и М; прибавляем к силам действующим силы инер- 
ции; тогда на основании начала Даламбера, если остановить систему, 
она будет оставаться в равновесии. Принимая во внимание, что сила 
инерции материальной точки с массой т имеет своими проекциями 


2' 


2х у 422 
—Тае, Та, ^ Тар, 


пишем следующие условия равновесия твердого тела, имеющего одну 
неподвижную точку: 
1 422 43у 
р Утош—2ча)=0, 


4х 422 
м— Ут (2 — хи) =0, 
% у ах) _ 
м— Ут(ха-ув) = 


которые, как известно из статики, выражают, что суммы моментов 
всех сил около каждой из осей координат равны нулю, Отсюда 


ЗУ» ( 2—2), ие Ун (25 
= Ут (уч 2), М = » т 28 —* в), 
% Фу 4х 
м= Уи (ха), 


37 Зак. 2984 Н. Е. Жуковсвий, 
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_а@а\ ау ах 
М = и: ыы 


Преобразуем одно из этих уравнений. Если обозначим через р, 
4, Г проекции мгновенной угловой скорости ® на оси координат, то 
будем иметь: 


@ а 
др ==942— гу, пр =егх— — р=, Ч == рух. 


Тогда 
а [р Умов) —фч Утлу г Утая |, (117) 
или, произведя  ифференцирование: 
= Уто"-+ ^—1 Ут —1 Е р У тах + 
р Утв 2) —ч Ут 
—У"(+й +8). 


ву 43 
и замечая, что У тху=0, 


ах 

&, Ш 
У тгх =0, ибо оси координат Охуг для рассматриваемого момента 
совпадают с главными осями инерции для точки О, получаем: 


= Ут + Утт—м Ут, 


или, пользуясь обозначениями главных моментов инерции 


А== \т(у- 2), В= Ут (2-х), С Ут), 


имеем; 


Подставляя значения 


1 АР 4 (С— В). 
Совершенно точно так же получили бы 
а 
Я -Н РГ (А— С), 


№М= су; ЕН ар(В— А). 


(118) 


Эти уравнения справедливы для данного момента времени. Нам 
же нужно иметь уравнения, которые оставались бы годными во все 
время движения. Назовем временно через Ох’у’2’ оси, которые 
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направлены по осям инерции и движугся вместе с телом. В данный 
момент они совпадают с неподвижными осями, которые попрежнему 
будем обозначать через Охуг; по прошествии же некоторого про- 
межутка времени эти оси Ох’у’2’ займут иное, бесконечно близкое 
положение. Будем называть временно через /”, М’, №’ проекции ли- 
нейного момента пары на подвижные оси Ох’у’2” и через р’, а’, г 
проекции угловой скорости на те же оси. Для рассматриваемого мо- 
мента времени, когда подвижные оси Ох’у’2’” совпадают с непо- 
движными, мы можем в написанных выше уравнениях подставить: 


Ге’, М == М’, М= М, р==р,, 4==4', Г=Г,, 
Но является вопрос, будут ли: 


Г’) ар’ а 49° а’ а” 
СР = 3 


Е ШИ т ЧР. 


Проекция р на неподвижную ось Ох получит по прошествии 
некоторого времени изменение, которое будет происходить от одной 
причины: от того, что вектор ® получит новую величину в’ и займет 
иное положение в пространстве. Проекция же р’ на движущуюся 
ось Ох’ изменится по двум причинам: вектор ® изменится в про- 
странстве, и ось Ох’ также переменит место. Но мы сейчас покажем, 


4 ар’ 
что равенство я =“ останется справедливым. Соединим концы 


векторов ® и в’; получим так называемую геометрическую разность 

угловых скоростей % и ®”° Обозначим ее через 43 (фиг. 362). Пусть 
—^ —^ 

угол (®, х)==а, угол (43, х) ==В; вследствие поворота около « угол 

между ® и всякой прямой тела не изменяется; следозательно, угол 


(@&, х)= «, угол же (8, =. Цля момента & 


р = © С0$%. 
Для момента # -- ай 
р-- ар== в с0з&-|- 496038, @р==4960$3. (119) 
Для момента & 
р’ == ©с039. 


Для момента # + аЕ 
р’-- @р’ == ®соза-|- 4 сов (В- 98), 


4р’ = 40 со8В — Чт В . 48. {120) 
Из равенств (119) и (120) следует: 
’ а 
мы сов, == т оз В — д чтв . 48 = Ч соз В; 
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отсюда р 
ар ар’ 
Ре 


Подобным же образом найдем: 


4 ат 
йа? 1’ 
и написанные нами формулы (118) приводятся к следующим: 
и й 
ПА С-В), МВ (АС 
№ Сар’ (В А) 
ИС 7Р 


Эли формулы справедливы для подвижных осей во всякое время, 
Значки можем уничтожить и переписать их таким образом: 


а, а 
1=АЯ-- 9 (С—В), М=В ри (А—С, 
в. 
№=Си-9р(В—А). 


Эти формулы суть динамические формулы Эйлера для движения 
твердого тела, имеющего неподвижную точку. 

$ 13. Движение по инерции тела, имеющего неподвижную 
точку. Эта задача представляла сначала необычайные трудности, так 
как Эйлер представил решение ее в виде очень сложных формул. 
Французскому геометру Пуансо удалось правильной постановкой за- 
дачи внести в ее решение значительное упрощение. В своем пре- 
красном сочинении «Новая теория вращения тел» он представил 
чисто геометрическое, изящное ее решение, Это решение мы и пред- 
пошлем решению аналитическому. 

Пусть тело движется, имея неподвижную точку О (фиг. 363). 
Строим для этой точки эллипсоид инерции и берем оси коор- 
динат по главным осям эллипсоида. Для движущегося тела, имею- 
щего неподвижную точку, мы вывели такие уравнения: 


14% -|- 9 (С— В), 
а 

м=Ву + г (А— С), 
а. 

№= Си --ар(В—А). 


Если тело движется от начального толчка без действия внешних 
сил или на него действует только сила, проходящая через точку О, 
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то надо в этих уравнениях положить 2=0, М==0, №-= 0; тогда 
они примут вид: 


А (С— В) =0, в --м(А-О=0, 


а (121) 

Си 4р(В—А)==0. 
Для решения задачи их надо интегрировать. Когда их проинтегри- 
руем, то будем знать р, 4, г в функциях времеии, и движение тела 
определится, ибо мы будем знать вели- 
чину и направление угловой скорости во 
всякое время. 

От уравнений (121) сейчас же имеем 
два интеграла. Первый интеграл получим 
так: умножаем уравнения (121) соответ- 
ственно на р, 4 иг и складываем; тогда 
получим: 


Арте ВЧ | Сет 


Умножая па 24Ё и интегрируя, найдем: | 
Ар?-|- В9?-- С” ==. (122) Фиг, 363. 


2 


Вгорой интеграл получим так: умножаем каждое из уравнений 
(121) соответственно на Ар, В4, Сг и складываем; тотда получим: 


Ве 
Умножая на 241 и интегрируя, найдем: 
АЗ р? -|- В343-|- СЗ? == 09, (123) 


Для геометрического исследования задачи, данного Пуансо, доста- 
точно пользоваться этими двумя интегралами (122) и (123). Покажем 
их механический смысл, 

Если обозначим через и, о и ® проекции абсолютной скорости 
какой-нибудь точки на подвижные оси, тогда эти проекции могут 
быть представлены формулами Эйлера: 


и=д2—-гу, ч==гх—рг, ®==ру—дх. 
Составим живую силу Т. Она представится так: 
т=т У" (ан? в?) == 
= т" У» (у2-|- 2) + а У, т (2-1 ^?) +" У т (х?-|- >]. 
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Все члены, содержащие произведения координат, отбрасываем, ибо 
оси направлены по главным осям эллипсоида инерции и 


Улуг=0, Утахе0 Утлхук=0. 


Легко видеть, что три суммы, входящие в выражение Т, суть три 
момента инерции тела А, Ви С относительно осей Ох, Оу, Ог. 
Таким образом: 


Т= 5 (4р*-|- Ва? -- С”), 


и первый интеграл выражает теорему живых сил. Он показывает, что 
живая сила постоянна, 

Выясним значение второго интеграла. Будем рассматривать коли- 
чество движения материальной точки с массой т, как вектор. Проек- 
пии этого вектора на наши подвижные оси будут ти, то, то. 
Составим сумму моментов этих количеств движения, рассматривая 
их как силы. Сумма моментов относительно оси Ох будет: 


Хто — 29) = Ут (ру—а—=(х— а) = 
=р№т(у?-| 27) == Ар. 


Члены, содержащие произведения координат, отбрасываем. Точно так 
же найдем, что сумма моментов количеств движения относительо 
оси Оу есть В и относительно оси Ох есть Сг. Выше мы до- 
кавали такую общую теорему: если сложить все количества дви- 
жения, как силы, заменить одной силой, проходящей через на- 
чало координат, и одной парой, то линейный момент этой пары 
будет постоянен по величине и направлению, если нет внешних 
сил, и плоскость этой пары будет так называемая неизменяемая 
плоскость „Лапласа. Назовем этот линейный момент через @; так 
как проекции этого линейного момента @ на оси суть Ар, Ва и С", 


то 
о=ужя- вито. 


Таким образом мы видим, что второй интеграл есть интеграл 
площадей. 

Теперь приступим к изложению Пуансо. Он доказывает три 
теоремы, 

Теорема 1. Угловая скорость вращения тела пропорциональна 
отрезку, который эллинсойд инерции образует на мгновенной оси 
вращения. Пусть М есть та точка (фиг. 368), в которой эллипсойд 
инерции пересекает мгновенную ось вращения. Напишем уравнение 
поверхности эллипсоида инерции для наших осей: 


Ах? -|- Вуз -|- С? =1. 
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Назовем координаты точки № через & жи Си радиус ОМ обо- 
вначим через р. Так как ОМ и ® отложены на одной и той же пря- 
мой, то имеют место пропорции 


Зы. 
р [2 г [2 


Определим отсюда & Чи (4; замечая, что точка (&, п, О лежит на 
эллипсоиде инерции, будем иметь: 


(Ай В? С?) = 1 
Но по интегралу (122) скобка есть постоянная величина #; поэтому 
Е — 
Буве 1, или ®==р И, 


что и требовалось доказать, так как ИйЙ— величина постоянная. 

Теорема П. Касательная плоскость к эллипсоиду инерции 
8 той точке, где его пересекает мгновенная ось вращения, во все 
время движения сохраняет одно и то же направление. Назовем углы, 
которые нормаль к эллипсоиду в этой точке образует с осями коор- 
динат, через в, Ви 4; тогда 


0 
С0$ @ — йо == И. 
у 9 (0 У АЕ ВЕС 
(5:) (55) 5) ош, узи, 2 ==, 
Точно так же найдем: 
В” [#4 


Со, 604 == о. 
В У 2-22-62 т У 422 -- ВЕ С 


Если вместо &, и & вставим значения их из вышенаписанных про- 
порций, то получим: 
Ар 
УЕ С”, 
— В4 
— УМС, 
С’ 


60$ @ = 


созВ 


60$ 1 == 
или 
сова == 42, созв = 9, совт== 97, 
ибо по интегралу (123): 
АЗр? -|-- В? -|- СЗ? = @®. 
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Постараемся определить косинусы углов, которые образует 
с осями координат линейный момент @, полученный от сложения всех 
количеств движения, Если &, В, \{! суть эти углы, то 


В Су 
сова, == АР, соз В, == 59 60$ 11 = с, 


так как Ар, В4, Сг суть проекции @. Отсюда заключаем, чго & = “1, 
8=8В,, 1==1:, так что направление нормали совпацает с направле- 
нием момента пары, полученной от сложения всех количеств дви- 
жения. Направление же момента этой пары, по доказанной нами 
раньше теореме площадей, постоянно, Из сказанного также ясно, 
что касательная плоскость будет параллельна неизменяемой лапла- 
совой плоскости. 

Теорема Ш. Перпендикуляр, опущенный из неподвижной 
точки О на плоскость, касательную к эллипсоиду инерции в той 
точке, где его пересекает мгновенная ось вращения, сохраняет 
во все время движения свою величину. Назовем длину перпендикуляра 
через 4; если через @ обозначим угол между ри 4, то 4==рсо0з$8, или 


—^мщ —м — — ^^ — 


4==р [соз (р, Х) с0$ (@, х)-| со$ (6, У) соз (4, у) -[ соз (6, 2) соз (4, 2)}== 
__ Ар 9 Ву г Сг| _ Арз- Ва? Ст Я Ул 
=. ЕЕ в’ 


— = 


оС «@ 


так как «==рУ. Такрм образом доказана третья теорема. Касагель- 
ная плоскость не только сохраняет свое направление, но она непо- 
движна во все время движения тела. Пользуясь тремя доказанными 
теоремами, можем преступить к решению задачи, предложенному 
Пуансо. 

Когда нам дано тело, имеющее одну неподвижную точку и дви- 
жушееся по инерции, то мы можем построить эллипсоид инерции и 
провести для данного момента касательную плоскость Ё к этому 
эллипсоиду инерции в той же точке, где его пересекает в данный 
момент мгновенная ось вращения тела. Эта плоскость будет оста- 
ваться неподвижной, Будем на`ывать точки прикосновения эллипсоида 
к неподвижной плоскости полюсами вращения. Место полюсов вра- 
щения на эллипсоиде Пуансо называет полондой. Геометрическое 
место отрезков, соединяющих полюсы вращения с неподвижной точкой, 
называется конусом полопды. Очевидно, что та точка тела, которой 
эллипсоид инерции касается неподвижной плоскости Г, не имеет 
скорости, +тбо она лежит на мгновенной оси; значит при движении 
тела эллипсоид инерции будет катиться без скольжения по плоско- 
сти 7 (фиг. 364). На самой плоскости 2 точка № при этом будет 
описывать некогорую зигзагообразную кривую Г, которая может быть 
замкнутой и разомкнугой кривой. Эта линия, представляющая место 
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полюсов вращения тела на плоскости 2, называется герполоидой, 
а соответствующий ей конус называется конусом герполоиды). 

К трем теоремам Пуансо 
можем присоединить теперь 
еще одну теорему, четвертую, 
окончательно решающую нашу 
зацачу. 

Теорема ТУ. Чтобы по- 
лучить движение тела по 
инерции, нужно катить конус 
полоиды по конусу герполои- 
ды без скольжения так, что- 
бы угловая скорость вращения Фиг. 364. 
была пропорциональна общей 
образующей конуса ОМ. Прежде чем приступить к аналитиче- 
скому решению задачи о движении по инерции тела, имеющего 
одну неподвижную точку, установим связь мэжду производными по 
времени от так называемых эйлеровых углов, вводимых при преоб- 
разовании координат, и между величинами р, 4 и г, которые суть 
проекции мгновенной угловой скорости вращения на подвижные 
оси. Пусть оси ОЗ неподвижны, а оси Охуг2 соединены с телом 
(направлены ло осям эллипсоида инерции для точки О} и вместе с ним 


1) В общем случае герполоида — незамкнутая кривая. Пуансо, давший 
название этой кривой, производил термин «герполоида» от греческого гла- 
гола &ртыу, ползти (как змея), считая, как это видно по чертежу, данному 
им в его «ТивоНе попуеШе Че {а тоаНоп 4е3 со!рз», который здесь воспро- 
изведен (фиг. А), что кривая, по крайней мере в некоторых случаях, имеет 


Фиг. А. Фиг. В. 


волнообразный характер. Однако Че Зрате (Сотриез гепдив, т. ХС1Х) пока- 
зал, что при соблюдении условий А+-В>С, ВЕСА, С+АТЪ В герпо- 
лоида точек перегиба иметь не может, а имеет вид, показанный на чертеже 
иг. В). 

@ ета же упомянутые условия не соблюдаются (например, при вращении 
твердого тела в жидкости), то герполоида может иметь и вид, указанный 
на чертеже Пуансо. 

Н. Е. Жуковский в своих схематических чертежах, следуя за Пуансо, 
изображает герполоиду в виде змесобразной кривой, легко позволяющем 
отличить ее от полоиды. (/7рим. ред.} 
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перемещаются (фиг. 365); точка О — неподвижная точка в теле, Пусть 
ОГ будет линия, по которой пересекаются плоскости О и Оху. 
Эйлеровыми углами и будут углы 6, ф и $, указанные на чертеже, 
ими вполне определяется положение осей Оху2 относительно осей 
О. Если тело движется оттого, что изменяется угол 8, а осталь- 
ные два угла остаются без перемены. тело вращается вместе с осями 


4 
т (причем вращение 


Охуг около линии ОЁ с угловою скоростью 7 


ё 


Фиг. 865. 


совершается по часовой стрелке). Если, с другой стороны, будет 
меняться только угол ф, то тело будет вращаться около оси О 


а 
с угловою скоростью я (вращение будет совершаться по часовой 


стрелке). Наконец, если меняется только угол ф, то происходит 
вращение около оси Ог, и притом, если вращение совершается по 
часовой стрелке, то угол Ф убывает, т. е. вращение совершается 


а 
с угловою скоростью — ф. На самом деле меняются все три угла 
одновременно. Поэтому тело подвергается трем вращениям, а в кине- 
матике выяснено, что если тело имеет одновременно несколько вра- 
щений, то эти вращения могут быть заменены одним вращением 


со скоростью ш, равной геометрической сумме слагаемых угловых 
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скоростей, так что вектор ® будет равняться геометрической сумме 
векторов, отложенных на осях врашений и равных по величине 


а 4 4} 
а’ я". 
Теперь легко определить р, 4 и г; эти величины суть проекции ® 


на оси Оху2. Вместо проекций ана оси Охуг возьмем алгебраическую 
сумму проекций на те же оси ее составляющих; будем иметь: 


р=* 2 созф-- с0$ (5, .*), | 


= т у соз (© У), (124) 


= — 9-9 с03 8. 


Определим с0$ (&, 2х) и с03(%, ГУ). Для этого опишем из точки О 
сферу радиусом, равным ецинице. Эта сфера пересекает оси Об, Ох, 
ОГ и Оу соответственно в точках @, с, @ ие. Проведем через 
точки аие; 4, сие; аис дуги больших кругов; проведем еще 
через точку 4 в плоскости ОЗ дугу большого круга, которая пересе- 
кает дугу ас в точке 2 и дугу ае в точке Х. Будем иметь два прямо- 
угольных сферических треугольника: дс и 4еХ. Из треугольника 04 
получим: 
зи ре == 1 са + т 0 == За ф п 0; 
но 
; к 
с0$ (6, х) = с03 ($ ве) =—- 3065; 

поэтому 


с05 [4 == — $14511 6. 
Из треугольника 4е/ будем иметь: 


зп Ге == эт ей + $1 0 == с08 9 $16, 
но 


с0$ су ==50$ (5 — №) == 51 /е; 
поэтому 
с0$ У) —=С0$ $1 6. 
Нащи уравнения (124) напишутся теперь так: 


Р= т #8 р с08ф — т ф 1 6, | 


== и у со5 эт 6, (125) 
а 
г= —41 4 Я со 8. 
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Пользуясь этими формулами, можно с помощью уравнений, 
написанных в форме Лагранжа, получить динамические уравнения 
Эйлера. Напишем одно из уравнений Лагранжа: 


агот) от . 
#(.)— ан = 


здесь Т есть живая сила, 9, — параметр, ©, — коэффициент при 84, 
в выражении работы силы. В нашей задаче 7 определяется формулой 


1 
Т== о (Ар Ва? Сп). 


Будем считать за параметр 4, угол ф и составим 


ть 9 
94.’ .е. 9$ 9: т. е. 9% . 
91 (5) 


Принимая во внимание формулы (125), будем иметь: 


О еб», 
9$ 9% 
т др 94а _ 48 а 


460 4 ; 
-- В4 (1 с05ф — пр фтп в) == — Ара-- Вар = р9(В— А). 


Рассмотрим далее работу при изменении только %. Вообразим пару, 
которая вращает тело около оси Оз, т. е. которая заставляет меняться 
угол $ (плоскость этой пары будет перпендикулярна к оси Ог). Для 
болышего удобства возьмем плечо пары равным единице; тогда вели- 
чина силы пары будет №, ибо момент пары, отнесенной к оси Оз, 
мы уже раньше обозначили через №. Тогда 


4.841 = 918% = — №; 
О = — М. 
Теперь уравнение Лагранжа может быть написано так: 


а а 
—Си—19(В-А=-—М, или С5.-- ра (В — А) =М. 


отсюда 


Это и есть третье уравнение Эйлера. Если бы написали два других 
уравнения Лагранжа для параметров @ и $, то мы не получили бы 
двух других уравнений Эйлера; это и понятно, так как углы 8 иф 
соответственно меняются при вращениях около оси ОЁ и оси ОС, 
а не около осей Ох и Оу. Но мы можем ту роль, какую приписы- 
вали оси О2, приписывать каждой из осей инерции, и тогда получим 
все уравнения Эйлера. Приступаем к аналитическому ретению задачи, 
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Останавливаясь на том случае, который мы уже решили методом 
Пуансо, должны будем взять уравнения (121). От этих уравнений 
мы имели два интеграла (122) и (123): 


Ар? -|- В9-|- СГ? == й; (122) 

Ар? -—- В24?-|-- СЗ? == 08, (123) 

Из уравнений (122) и (123) можно р и 4 определить как функции г: 
= (г), а==Л (г). Е 2 


Обращаясь затем к третьему диф- 
ференциальному уравнению Эйлера 
системы (121), имеем: 


Се (В-фА=0. 


Разлеляя переменные и интегрируя, 
найдем: 


С аг 
С 

гле т— произвольное постоянное. 
Интеграл этот вообще есть эллип- у 
тический интеграл, и г есть эл- 
липтическая функция #. Определив г 
как функцию & будем знагь ри Фиг, 366. 
9 в функциях 2 Когда р, ди! 
найдены, определяются и углы 8, фи $. Направим ось Оф (фиг. 366) 
по линейному моменту С пары, полученной от сложения всех коли- 
честв движения, т, е. направим ось Ох перпендикулярно к плоскости 
Лапласа. Тогда угол 8 мы знаем вследствие того, что он есть угол 
между осями 0 и О2; сумма моменгов количеств движения относи- 
тельно оси Оз есгь Ср; опевидно, СР есть проекция вектора @ на ось 
Ог. Поэтому 


Ст == @с0$0, откуда 5056 == С. 


Так как г известно, то и 6 знаем в функции #. Такое же сообра- 
жение можем сделать относительно осей Ох п Оу, т. е, 


Ар= @соз сх == — Оп В, 
р (<, 5) ы (126) 
В == @соз (<, у) = Всозфяп0. 


Из уравнений (126) имеем: 


й.) 
18ф = —: 
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Остается определить теперь угол $. Обращаемся для этого к фор- 
мулам (125). Умножаем первую из формул (125) на первую из фор- 
мул (126) и вторую из формул (125) на вторую из формул (126) и 
затем полученные произведения складываем; тогда получим: 


Ар? -- Ва? == @ 3? 0 


 ? 
откуда 
4$ _ Ар? В Ар?-- Ва? б Ст) в 
&-— ба — С? — — бя ‹ 
С (1: — 8 п) 


Разделяя переменные и интегрируя, найдем: 


й — С?) а 
ф = бет 41 опа. 


Это и есть аналитическое решение задачи о движении по инерции 
твердого тела, имеющего одну неподвижную точку. 

$ 14. Движение свободного твердого тела. Положим, что 
в пространстве как-нибудь брошено тело, находящееся под действием 
некоторых сил. Сирашивается, каково будет 
движение тела? Пусть Охуг — неподвижные 
оси (фиг. 367); пусть оси О’х’у’2” имеют на- 
чало О’ в центре тяжести тела и движутся 
посгупательно, оставаясь параллельными осям 
Охуг. Все силы ваменяем одной силой Ю, 
приложенной в центре тяжести, и соответ- 
ствующей парой $. Центр тяжести О’ будет 
двигаться, как материальная точка, в кото- 
рой сосредоточена вся масса и на которую 
действуег сила А. Но мы напишем все шесть 
уравнений движения свободного тела. Обо- 
значим проекции линейного момента пары на 
оси О’х’у’2” через [/, М’и №’, а проекции 
силы А через Х, У, 2. Пользуясь принципом 
Даламбера, т.е. прибавляя силы инерции, пи- 
шем шесть условий равновесия сил инерции и силы Ю и пары $. 
Это и будут уравнения движения: 


х— Ут о, у— Уи =0, 2— Ут =, 


И-уЕ зу — У туча 2) =0 
мах — хр — Ут(а "т хи) = 0, 


№--ху—фух— Ут (ая ай —^ ав) = 0. 


Фиг. 367. 
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Первые три уравнения определяют движение точки О’; действительно, 
их можно преобравовать таким образом: 


42 ах 
Хи Утх = Мар", 


__ 1х 48 __ м 42 
У=М-», = М-ши. 


Они выражают теорему движения центра тяжести. 
Что касается до вращательного движения отвосительно осей 
О’ху’:, которые сами остаются параллельными неподвижным осям 


Охуг, то оно дается остальными тремя уравнениями. Преобразуем эти 
уравнения, полагая 


хх’ =вх, ууу, 2-я’ ==а. 


Рассмотрим одно из них: 
_ _- _ а — „ 43 (у ‚ 
иуЕ—2т— Ут [оу — С-оеО 0, 


или, так как 


то 
рм(ут- 2) Хто т) 
уча тетя Упу я Уру а те — 
— Учи) =0; 


Уту’, Ут и производные от них равны нулю, потому что центр 
тяжести тела находится в точке О’. Таким образом у нас останется: 


Е— У, т (у ФУ )= 0, 
и точно так же получили бы 


2х’ ‚ 422’ 
м-ние) 


Уи 
ыы У" (* аа У ав) =. 
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В этих трех уравнениях написано, что пары, которые мы имеем, 
уравновесятся в относительном движении (относительно осей О’х’у’2") 
силами инерции, т. е. получим то положение, которое мы приняли 
в основание при решении задачи о движении твердого тела, имеющего 
неподвижную точку. Движение этого тела поэтому относительно 
точки О” будет определяться по формулам Эйлера. Если бы при этом 
не было пары, т. е. Ё/ == М’ = М№==0, то тело имело бы движение 
по способу Пуансо. 

Итак, соединяя все сказанное о движении свободного твердого 
тела, заключаем, что движение свободного тела слагается из двух 
движений: поступательного со скоростью центра тяжести и вра- 
щательного. Поступательное движение определится как движение 
материальной точки, помещенной в центре тяжести, в которой 
сосредоточена вся масса тела и на которую действует равно- 
действующая всех сил, перенесенных в центр тяжести. Что 
касается вращательного движения, то оно будет совершаться 
так, как будто центр тяжести неподвижен, а тело находится 
под действием пары, полученной при упомянутом перенесении сил. 
Бели пары нет, то задача о вращательном движении решается 
приемом, указанным Пуансо. 

$ 15. Теория гироскопов. Если ось хх’, вокруг которой вра- 
щается диск (фиг. 368), вделаем в оправу ас64 и станем эту оправу 
поворачивать как угодно, держа за концы ось хх’, 
то проекция угловой скорости вращения диска на 
ось хх’ не изменится. Это следует из первой фор- 
мулы Эйлера. Мы имеем: 


4 497 (В— С) =[. 


Но у нас В=0С, ибо эллипсоид инерции диска 
есть эллипсоид вращения около оси хх’; что же 
касается до моменга С, то он равен нулю, ибо мы 


х 


ы 4 дэйствуем силами на ось хх’. Такий образом 
ФР __ _ 
Ад; ==0 и р== с0081. 


При поворачивании оси хх’ нам надо будег 
употреблять усилие, чтобы удерживать в руках 
ось хх’. Это усилие характеризуется следующей 
парой. 

Теорема. Если тело, вращающееся около 


2’ оси Ох, повернем около оси Оу, то явится пара, 
Фиг. 368. которая будет стремиться вращать тело около 
оси ОР. 


Докажем эту теорему. Пусть тело вращается около оси Ох по 
часовой стрелке с угловой скоростью & (фиг. 369). В относительном 
движении точка (х, у, 2) гела будет иметь скорости по оси Ох; и == 0, 
по оси Оу; 9 == — 2, по оси О2; ® == у. Поворачиваем всю систему 
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с осями около оси Оу и обращаем внимание на силы инерции, проис- 
ходящие от поворотного ускорения, проекции которого суть 


№, ==2(449 —г0), №, ==2(ти — ри), А, ==2(р0—4и). 
Здесь р, 9, г суть угловые скорости вращения осей координат: 
р=0, 49-0, г=0, 
так что К» ==240у, №,==0, #1,==0. Поэтому силы инерции будут 
— А, = — 2т4Фу, —тА,==0, — ША, ==0. 


Составим суммы моментов этих сил относительно осей координат. 


| 


<] 


7 
Арины 
== 


Фиг. 369. 


Они представят нам проекции на оси линейного моменга искомой 
пары. Будем иметь: 


= У (:0—2.0)=0, 
м=У(—24тоу. 2—х.0) = — 24а УХ туг =0, 


ибо для главных осей УХ тул ==0, и 
№М= У (х.0-- 2тду . у) = 24 У, туа. 
Так как мы имеем тело вращения, то УЖ ту? == № 12°, и тогда 
М№М=9% №т(у2-[ 22) = доА. 


Таким образом мы видим, что получается новая пара, которая будет 
врашать тело около оси Оз. Момент этой пары № получится, если 
момент количества движения около оси Ох умножим на угловую ско- 
рость 4 вращения около оси Оу, отложим на оси Ох и повернем на 
прямой угол в сторону, обратную вращению около оси Оу, 


38 Зак. 2984, Н., В. Жуковский, 
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$ 16. Удар тел. В теории удара мы встречаемся с новым поня- 
тием мгновенной силы. На самом деле в природе нет мгновенных сил, 
Мы называем силу Р мгновенной, если она действует в продолжение 
весьма короткого промежутка времени т, который мы считаем беско- 
нечно малым, и имеет такую большую величину, что ее импульс 


Ю] 
=] Ре 


есть велечуна конечная. Импульс © мгновенной силы Р мы называем 
силой удара; сила удара измеряется поэтому килограммо-секундами. 

За время действия мгновенных сил точки системы перемещаются 
очень мало, и мы будем считать, что при ударе положение точек 
срстемы не меняется и координаты их остаются посгоянными. Резуль- 
татом действия мгновенных сил будет только изменение скорости 
точек стстемы. 

Теорема 1. Если происходит удар, то образуются быстрые 
изменения скоростей, и при этом силы удара уравновешиваются 
потерянными количествами движения. Пусть удар произошел. На- 
пишем для всякого момента удара основное уравнение динамики 


УХ {(х—п ая (Ут ы +(2—п и) =, 


во второй части которого пишем нуль, ибо мы будем рассматривать 
только неосвобождающие возможные перемещения соприкоснувщихся 
тел 

Предположим, что дх, ву, 82 остаотся возможными за все время 
удара. Тогда 6х, ву, 82 можно считать для всего времени удара 
постоянными величрнами. Сделав это замечание, множим уравнение 
на 4 и интегрируем Обозначим через < продолжительность удара 


4)... =“, (в) (+) (4) 
= ==й» (= =, (= =, 
и вы о 1 = 0 ы и $=5 , @ $==0 м 


(=) == (*=) ар 
аи  ’ @ ),=0 6 


и проинтегр' руем предыдущее уравнение по Ё в пределах от 0 до $ 
будем иметь: 


У ([Гхачив вы [ [ Уш-Нт(и— 9) |5 + 
© 0 


++ Главы] =] =0. (127) 


$ 16] УДАР ТЕЛ 595 


и. т т 
Величины [х аь | УаЬ [ 2 4 суть проекции одной из сил удара © 
[1 | о 
на оси координат, а 
т(ш— 8), т —9), т — и) 


— проекции потерянного при ударе количества движения точки. Если 
бы во время удара, кроме мгновенных сил, действовали еще конечные 
силы А’, У’, 2” (силы, движущие систему до удара), то для них 


и чо, ..., 
| | 
д 8 


и потому в предыдущее уравнение войдут только мгновенные силы. 
Это и есть та теорема, которую мы хотели доказагь. 

Если имеем динамическую систему, то для нее все 9х, ду, 82 
совершенно произвольны, и тогда для каждой точки системы: 


[ха= т (и — и), Гуи= т (и-- 5), 
0 и 


. (128) 
] = т (а — №). 
[6 


Если бы соударение произошло только от того, что ввели новые 
условия, а никаких внешних мгновенных сил не было, то в фор- 
мулу (127) интегралы не входили бы, и мы имели бы 


Ут [и — в) 85-1 (в, — 9) 8-[ (в — и) 82 =0. (129) 


Если, кроме того, предположим, что наша система до и после 
удара остается свободной, и удар происходит только от того, что 
вводятся сразу внутренние новые связи (происходит соприкосновение 
между телами, составляющими систему), то все 6х, ду, 82 могут быць 
положены равными да, 88, 81. Приравнивая нулю коэффициенты при 
ба, 58, ду, найдем: 


Ут(и—в=0, Хто — 0) =0 Ут — 98) =0, 


ру тиу = У ти, У\то=Уто, У то, = У ти, (130) 


Отсюда получаем следующую теорему: 

Теорема Ньютона. Удар не меняет суммы проекций коли- 
чества движения всей системы на оси координат. Это есть теорема 
о сохранении количества движения, 


ИЛИ 


38* 
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Теорема Карно. /7ри соударении неупругих систем потерян- 
ная живая сила равна живой силе потерянных скоростей. Системы 
мы называем неупругими, если новые связи, возникновением которых 
вызывается появление мгновенных сил и явление удара, будут удержи- 
вающими, и после удара действительные перемещения будут одними из 
неосвобождающих возможных перемещений. Тогда мы можем написать: 


8%=1и4 ду=о4Ь 82=100. (131) 


Если бы до удара мы сочли действительные перемещения за воз- 
можные, то это было бы неверно, так как в системе до удара еще 
не действуют вновь возникшие связи. Подставив величины (131) в фор- 
мулу (129), найдем: 


Ут и —и--%— 9 о-- (и — а) ® =0. 


Если заметим, что 
во м (щи 
(и — в) и = С ии и 


то получим: 
Уош-а-) — Ут--ю) = 
= №5 щ— 8) @ — 9) -[ (в — 91. 


Это равенство и выражает теорему Карно. 

Теорема Карно является вполне обязательной только в том случае, 
если можно утверждать, что после удара система не освобождается 
от тех условий, которые были наложены в момент удара, и действи- 
тельные перемещения после удара будут соответствовать возможным 
перемешениям, не освобождающим систему от связей, введенных при 
ударе. Если же действительные перемещения после удара будут 
освобождающими, то теорема Карно перестает быть верной. 

Системы, у которых живая сила при ударе об нсудерживающие 
связи совсем не изменяется, принято называть вполне упругими, т. е. 
система вполне упруга, если имеем: 


т 2 2 т 
У- щ--®-Е 9) — У 55 (ий о -- «7 =0. 
Средний случай между указанными двумя, т. е. случай, когда 


происходит потеря живой силы, но меньше, чем указано в теореме 
Карно, т. е. 


У ша — Уи = 
== У шо — “+ (6—5) (%— в), 
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где в« 1, характеризует системы средней упругости, Для тел абсо- 
лютно упругих е==0, а для тел абсолютно неупругих в==1, 

Рассмотрим теперь явление соударения двух твердых тел. Докажем 
такую теорему. 

Теорема. Если тела вполне упруги, то скорости по линии 
удара обладают тем свойством, что средняя из скоростей точки 
касания д0 и после удара для первого тела равна средней из ско- 
ростей д0 и после удара точки касания второго тела. Будем рас- 
сматривать твердые тела, как состоящие из свободных материальных 
точек, связанных силами, т. е. как динамические системы, При ударе 
силы взаимодействия, связывающие между собой точки тела, сразу 
возрастут и станут очень велики; называя силу, действующую на точку 
с массой 21, через Х, У, 1, мы можем написать: 


[ хи-= ти — , Гут е— о), рат). (132) 
0 0 0 


1 
Умножаем каждое из этих уравнений соответственно на 5 (ии), 


1 1 
5 @-Е 5, 5: (@-- 0) и берем сумму, распространяя ее па все имего- 
шнеся матернальчые точки. Тогда получим: 


Уз ею [ато [ао [2 = 


= Ут о-в) — У ша = 
Ули Ули, 


Уи, Ищю. 


где 


В первую часть этого равенства войдут все мгновенные силы, кроме 
сил, развившихся внутри данного твердого тела, которые непременно 
сократятся. Это можно обнаружить так. Пусть 


и=а--42—гу, о=З-Ргх— ра, = ру—дх, 


гдеа, В, { суть проекции на оси поступательной скорости, а р, 4, "— 
угловой. Точно так же 


Но== 5 902-70, Зо == Р-Р, = Роу — ох. 


В этих формулах а, В, 1, р, 9, ! суть элементы, характеризующие 
движение тела после удара, а величины @„, Во, 1» Рих @ъ Го СУТЬ 
элементы, характеризующие движение до удара. Если бы подставили 
эти велитины скоростей в первую часть написанных формул и стали 
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отбирать коэффициенты при ®--, р-- ру ... , то получили бы, 
например, член 


те+4 У, | ха 


Эта сумма для внутренних сил непременно равна нулю, ибо каждой 
силе со знаком (-!-), происходящей от действия одной точки тела на 
другую, соответствует равная сила со знаком (—) противодействия 
второй точки на первую. Точно так же имели бы член 


зе У( [аа |4). 


И эта сумма равна нулю, ибо моменгы упомянутых сил действия и 
противолействия равны по величине и противоноложны ло знаку. 

Поэтому в первую часть написанной формулы войдут только силы 
взаимодействия одного тела на другое. Силы же, развившиеся между 
частицами одного и того же тела, все взаимно сократятся. Пусть 
ось Ох направлена по линии удара. Насывая скорости точки при- 
косновения первого тела до и после удара соответственно Через # и и, 
а скорости точки прикосновения второго тела — через #0 и и ‚будем 
иметь: 
що : + шщ . , и и-щ 
—— | ха [ ха | ха! (——° —“ )= 

0 


9 
=> Ум Уи. = (139) 


Так как пло условию тела вполне упруги, то изменение живой силы 
равно нулю. Поэтому 


ии, и+фщ 


и, 


что и требовалось доказать. 

Укажем на свойства неупругих тел. Если неупругость тела будем 
определять тем, что е==1 в теореме Карно, то можно доказать такую 
теорему: 

Теорема. Если тела неупруги, то после удара скорости по 
линии удара для точек прикосновения обоих тел будут равны. 
Помножим формулы (132) соответственно на и, т, то, 


сложим их и возъмем сумму обеих частей, распространив ее на все 
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точки тел. Получим: 
т * ь- 
ии о—0 — 
У[1 5% [| хе + - рати [а = 
[о [6 о 


= Уи ш— 82| (6—0) (4—9. 


В этой формуле совершенно точно так же можно обнаружить, что 
в первуо часть не войдут силы, развившиеся между частицами ка- 
ждого тела, а войдут только стлы взаимодействия одного тела на 
другое. Располагая оси координат по предыдущему, имеем: 


(м) [ха 
= Ут — 4 - в — 9-0 — 9. (184) 


Если это равенство сложить с формулой (133), то получии: 


(и— и’) | хит Ут" Ут 
0 
+5 Ут — Ш (0—9) (о — 99. 


Вторая часть написанного равенства по теореме Карно для е=—=1 
обращается в нуль, И и==и’, что и требовалось доказать. 

Предположим теперь, что з не равно ни |, ни 0, и посмотрим, 
какова будет тогда связь между скоростями точек прикосновения тел 
до и после удара. Если формулу (134) помножим на г и сложим 
с формулой (133), то получим: 


ищи — шоу — Ш шеи — и) = 


+5 Ут — и) (0—0) + (4 — 99. 


Что касается второй части, то она обращается в нуль, если рас- 
сматриваем тела с коэффициентом упругости ®, и мы получим такую 
кинематическую характеристику тел, имеющих среднюю упругость: 


ие щ Ре (и — щ) = и ще (и — 4. 


Эту формулу можно представить иначе: 


пени’ — ви == ще и — ещо, 
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ИЛИ , , 
(1-е) (#—1)=— —®) (щ— в), 
ИЛИ 
ши) = — шие щ-—щ). 
Коэффициент й 
=: 


называется коэффициентом восстановления. Таким образом имеем 
теорему: 

Теорема. В случае тел средней упругости относительная 
нормальная скорость после удара по абсолютной величине равна 
относительной скорости до удара, умноженной на коэффициент 
восстановления. Когда тела абсолютно упруги, то е==1; для тел 
совершенно неулругих е==0. Если определить е по е, то получим: 


так что оба коэффициента е и в один по другому определя отся 
совершенно одинаковыми по виду формулами. Этим мы закончим 
общую теорию удара. 

$ 17. Удар двух шаров. Удар двух шаров бывает всегда цен- 
тральным, т. е. он обладает тем свойством, что линия удара проходит 
всегда через центры шаров, Вследствие этого можно считать силы 
удара приложенными в центрах тяжести шаров, и если шары до удара 
не имели вращательного движения, то и после удара они его иметь 
не будут. 

При решении задач об ударе шаров нужны два уравнения. Первое 
уравнение определяет силу удара © по петерянному количеству дви- 
жения одного шара и по приобретенному количеству движения дру- 
гого шара: 


9= М (и — = М’ (и —щ). (135) 


К этим уравнениям прибавляется еще второе уравнение, зависящее 
от коэффициента восстановления. Эго уравнение есть 


и—ие(щ— и). (136) 
Если предположим, что даны скорости ну и ш до удара и массы 
шаров М и М’, то уравнения (135) и (136) вполне решают задачу 


об ударе двух шаров. Действительно, из уравнений (135) имеем: 


ом М’) = ММ' шо— в, (г — в), 
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а принимая во внимание уравнение (136), получим: 
о(м-- М) = ММ и— ша д) 
отсюда 
ММ!’ 
© = ММ (№ — 49) (1 -- ег). 
Далее определяем ии и’: 


М’ 
= — ии (9% — 4, 


щи М , 
й == Рима 2) (%— и). 
Если шары не упруги, то е==0, и тогда 
шМ-ш м’ 
Мм ’ 
т. е. для пеупругих шаров скорости после удара одинаковы и равны 
сумме начальных количеств дви- 
жения, деленной на сумму масс. 
Приложим формулы (137) к 
удару упругих шаров с равными 
массами, т, е. положим в этих 
формулах М = М’, е==1. Тогда 


| 
(137) 
} 


и =’ = 


и=и,—--щ ==, 
’ у и 
и =, — Ш == и, 


т. е. оба шара обмениваются ско- 
ростями. 

Коэффициент восстановления е 
для шаров различной степени 
упругости может быть определен 
на опыте. Положим, на неподвиж- 
ную плиту (фиг. 370), которую Фиг. 370. 
можно считать за шар бесконечно 
большого радиуса, с некоторой висоты й бросаем шар массы М, для 
которого желаем определить коэффициент восстановления е, Фор- 
мулы (137) перепишутся так: 


ии, — (1 -- 6) (и — 1) == —еи, 
м =ш--0==0, 


7 


так как 1, =0. Если шар бросаем с высоты Ай, то Зуй == мо; если 


шар, ударившись о плиту, подпрыгнет на высогу #’, то 2ай’ == и?; 
так как и==— ен, то 2ейе?-=20й'; отсюда 
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Сделаем замечание о косом ударе. Удар называется косым, если 
скорости центров тяжести соударяющихся тел направлены че по линии 


удара. В этом случае по 


направлению, перпендикулярпому к линии 


удара, нет никаких сил удара, и изменения количества движения по 
этому направлению не происходиг. Поэтому надо, в случае косого 


пе о ие ты» 


Фиг. 871, 


удара, скорости разложить на две: одну, 
направленную по линии удара, другую — 
по перпендикулярному к ней направлени`о, 
и последною принимать в расчет не надо. 
Полный улар определится изменением ко- 
личества движения, происходящим от из- 
менения скорости, направленной по линии 
удара. 

Применим сказанное к удару шара о 
неполвижную плоскость (фиг. 371). Всю 
скорость разлагаем на и, по линии удара 


и на 5 по перпендикулярному направлению. После удара скорость по 
линии удара будет — ен’, и по перпендикулярному направлению 12%. Если 
направление скорости шара ло улара с плоскостью обозначим через а, 
а направление скорости после удара с той же плоскостью через В, то 


отсюда 


еи0. 


, В == < › 


ева = В. 


Если бы е==1, т. е, шар был бы вполне упругим, то 


ма ыВ иа=В. 


Определим теперь потерянную живую силу при ударе. Начальную 
живую силу обозначим через Т, живую силу после удара обозначим 


через 7”, тогда 
а 
Ми? 


те 


# 
М’ и М Ми 


Та 


2 


Потерянная живая сила булет Г’= Т— Т’. По теореме же Карно 
потерянная живая сила выразится так: 


те 
1 +е 


2 2 


М(щ- и Мщ-и} 


# 7’. 
Определяем и’ —и и и — и: 


Ш— И == МЕР -- 2) (&—\), 


й р 
и — Чо == 


мета +9, —%) 
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и затем 
р 1—2 


= 


ММ” М’ М мои 
М- М’ - ММ 2 


Это и есть вся потерянная живая сила. 
Если одно тело до удара было пеподвижно, то и, =0, и тогда 


ММ и М’ Миа 
(1—2 0—1 22 о 
т" = (1 “) ме (1 им 5 == 
М! 
= — 2) меж Г, 


гле Т есть живая сила до удара уларяющего тела. 

Если пользуются ударом в практике, то стремятся достигнуть 
одной из двух целей: или, во-первых, жела‘от, чтобы возможно боль- 
шая работа пошла на самый улар (пошла бы на деформацию тела); 
гакой удар носит название мертвого удара Тогла масса М’ должна 
быть велика, причем будем иметь приближенно 


Т” = (1 — 2?) Г. 


Нужно при этом ударять небольшим телом по большому; или, во- 
вторых, желают, чтобы при ударе потеря живой свлы была по воз- 
можности мала Тогда ТГ” должно быть приблизьтельно нуль, и масса М 
должна быть велика, Нужно в этом случае, чтобы ударяющее тело 
было как можно больше ударяемого. 

$ 18. Удар тел произвольной формы. Установим понятие о массе, 
приведенной к данной линии. Будем называть при- 
веденной массой тела к данной линии АВ величину, 
которая определяется таким образом  Вообразим 
(фиг. 372), что по линии АВ действует некоторая 


сила удара @, величина которой определяется так: 8 
- 0 
9= [ 244 
0 
От удара тело придет в движение, причем все точки й. 
линии АВ будут иметь по ее направлению одну и 
ту же скоросгь и. Приведенной массой к линии АВ 
называется масса в, определяемая равенством: фи. 379 
и!. 372. 


=. 


Посмотрим, какова будет приведенная масса для тел, находящихся 
в разных условиях. 

1} Определим приведенчую массу для тела, которое может 
вращаться около неподвижной оси. Пусть имеем тело (фиг. 373), 
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могущее вращаться около неподвижной оси 22”, и в теле имеем какую- 
нибудь линию АВ, по которой направлена сила удара ©. Определим 
массу, приведенную к этой линии, для чего воспользуемся теоре- 
мой: сила удара уравновешивается потерянными количествами 
Овижения. 

Так как тело имеет неподвижную ось 22’, то сумма моменгов 
силы @ и потерянных моментов количеств движения относительно 
р оси 22’ равняется вулю. Пусть тело 
до удара было неподвижно, а после 
удара вращается с угловой скоростью в; 
тогда сумма моментов потерянных ко- 

личеств движения будет: 


— У то? == — Ко, 


гле К— момент инерции тела относи- 
тельно оси вращения. Обозначим крат- 
чайшее расстояние линии АВ до оси 
22’ через 4 и вазовем угол, когорый 
линия АВ образует с осью 22’, через &; 
тогда момент силы © будет: 


О -зтах. а, 
и условие равновесия силы ©) и поте- 


рянных количеств движения нанишется 
таким образом: 


Оша. 94 — Ка =0, 


2 откуда 
Фиг. 373. [4 — =. 


Опрелелим теперь проекцию скорости какой-нибудь точки пря- 
мой АВ на направление АВ. Возьмем, например, точку С. Ее скорость 
есть «Я, а проекция ее и на направление АВ равняется «@ эта. 
Чтобы получьть и, приведенную массу к линии АВ, надо © разделить 
на и. Тогда получим: 


оК__, _ _ К 
па ‘ «4 51 а == а? ба‘ 


в == 


Такова приведенная масса, если тело может вращаться около непо- 
движной оси, 

2) Определим приведенную массу для тела, имеющего одну 
неподвижную точку. Пусть неподвижная точка будет О (фиг. 374). 
Строим для этой точки эллинсоил инерцги н берем оси, паправлен- 
ные по главным осям эллипсоида Силу @ исреносим в неподвижную 
точку О (сила (/”) п прибавляем пару (©, 0”). Если расслониие ОС 
неподвижной точки до прямой АВ, к которой мы желаем привести 
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массу, будем называть через #, то моменг пары (©, @’) будет #9. 
Момент этот построим в виде вектора С == #О, образующего с осями 
координат углы а, В, 1. Сила ©” упичгожится, ибо действует на 
неподвижную точку, и, значит, наше тело будет находиться под дей- 
ствием ударной пары (©, ©”). 

Пусть сначала тело находилось в покое, а после удара стало 
вращаться с угловой скоростью ®, проекции колорой на оси обозначим 
через р, 4, г. Суммы моментов количеств движения относительно 
осей Охуг, как нам известно, соответственно будуг Ар, Вд, Сг, и 


2 


Фиг. 374. 


так как пара С должна уравновесигь потерянные количества движе- 
ния, то 


@со5*— Ар==0, Ос0$8 —Ва=0, @со5{—Сг==0; (138) 


отс'ода можно определить как величину ®, так и направление се. 


Пусть а’, 9, 1’ будут углы, которые направление « делает с осями 
координат; тогда 


р=0с054”, (==0 50$’, г==05с0$7. 


Из равенств (138) имеем: 


= УАЗ -[ 839 -- С == 
==0 У 48 со? а" -|- В* со? В’ -|- сот (139) 
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А с0$ а’ 
УА: соз а’ -[ В? с03? В” -- СЗ с032 17, 
с0$8 = о, (140) 
У А? соз3 а -- В2 со58 В! - С? соз? 
С соз 1’ 
У А созз а" -- В? с032 В" - С? со’. 


соза = 


с0$ = 


Рассмотрим, как находится геометрически направление, опре- 
деляемое углами , В, 1, если известны углы а”, В’, 4’. Пусть мгно- 
венная осъ вращения пересекает эллипсоид инерции в точке (&, т, 0); 
радиус-вектор этой точки обозначим через р. Проведем через точку 
(&, ч, © касательную плоскость к эллипсоиду и отыщем косинусы 
углов с осями нормали п к этой плоскости. Так как уравнение нашего 
эллипсоида есть 

Ах? -|- Вуз -- С2? =1, 
то 
4 
У Аз - В -- СЖ? 
с05$ (‚У == м , 
У 4? -- В2-- СЯ (141) 
Се 
У А? -- ВВ - 6%’ 


—— 
со5 (п, х) == 


— 
со (п, 2) = 


иоэтому (так как &==рс0$ 4”, ==рсо$В’, $==рсо$ 1’): 


—^ А со а’ 
с0$ {п, х) — = 0С0$ а, 
У А? с03? а/ -- В с032 р' -|- С? с0з / 
— В / 
с0$ (п, У} = НИЕ: с0$3, 
У /? 05? а’ -|- В? с0з? В” -- С? соз2 7 
.— С # 
со$ (п, 2) = ет 605“. 


У А? созВ а/ -- ВЯ со Г С сор = 


Сравнивая эти формулы с формулами (140), мы видим: если прове- 
дем к эллипсоиду инерции касательную плоскость в той точке, в ко- 
торой его пересекает мгновенная ось вращения, то эта плоскость 
будет перпендикулярна к линейному моменту @; и, наоборот, если 
проведем перпендикулярно к линейному моменту @ плоскость, каса- 
тельную к эллипсоиду инерции, то точка прикосновения и будет 
точкой ( ч, ©) и определит таким образом направление «. Это 
паправление есть направление радиуса-вектора ®, ддя которого 
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сопряженною диаметрально плоскостью служит плоскость пары 
с моментом @. Определим теперь величину ®«. Сделав в формуле (132) 
подстановки 


с0$9 =*, со’ =, сор =, 
получим: 


=> Уже-ЕВР-ЕС, 


Легко усмотреть, что корень есть обратная величина длины перпен- 
дикуляра 8, опущенного из точки О на касательную плоскость. Дей- 
ствительно: 


8 =рсоз (р, @) ==р [со (. х) с0з (@, Х)-| соз (р, У) соз (@, У) -- 


- со$ [8 с0$ (6,2) ==6с05а-- и со$В--с0$1, 
ибо 


рсоз (р, х) == рсоз (6 У) == ть рсоз (р, 2) ==, 


с0$ (9, ==6054, 605 (в, У) ==6058, с0$ (6,2) = 5051, 


и по формулам (140) получаем: 
_ АВ _ 1 
Уля - 631 -- СЗ У де-- В СЕ ` 
Поэгому 


В = 5” & — Орд. 


Возьмем теперь другие оси координат (фиг. 375). За начало возь- 
мем неподвижную точку О. Ось Ох’ направим по линии # периен- 
дикулярно к линии АВ, ось Ог”’ возьмем перпендикулярно к пло- 
скости АСО. Вращение « можно разложить на два: одно около оси О2”, 
другое около какой-нибудь линии ОЁ, лежащей в плоскости Ох’у’. 
Пусть составляющие скорости вращения соответственно будут ®' и о", 
Для нас важно вращение около оси О2’”; скорость его будет: 


ы’ = о со81 = 7 == 08, 


Что касается ©”, то 


%" =— «ЯП ф== 


Ув. о =0уйр—#. 
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От врашения около оси ОЁ по направлению линии АВ никакой ско- 
рости не получится. Скорость по линии АВ получится от врашения 
около оси 02’, и она будет равна и==а’Й, где Й есть расстояние 
прямой АВ от неполвижной точки. Так как ‹’ == 062, то и= 0994, 
Что касается приведенной массы в, то 


3) Определим приведенную массу для тела совершенно сво- 
бодного. Если тело совершенно свободно, то придется рассуждать 


Фиг. 375. 


точно так же, как и в случае, когда тело имело неподвижную точку, 
только роль неподвижной точки будет играть центр тяжести. Возьмем 
пентр тяжести за начало координат, а оси расположим па главным 
осям центрального эллипсоида инерции (фиг. 375). В этом случае 
сила ©” не пропадет, и потерянные количества движения должны 
уравновесить силу ©” и пару (©, ©’). Так как сила действует на 
центр тяжести, то она уравновешивается потерянным количеством 
движения центра тяжесги, т, е. 


О" = Ма, 


где «—- скорость ценгра тяжести, откуда 
и 
“— м. 
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Далее необходимо написать, что количество движения от вращения 
уравновешивается ударной парой. Рассуждая совершенно так же, 
как и в предыдущем случае, получим и величину и направление ско- 
рости ®; эту скорость разлагаем на две, ®’и в”, из которых для 
нас важна скорость ®’ = 082. Определим скорость точки С. Она 
будет зависеть от вращения около оси О2г’ со скоростью в’ и от 
поступательного движения по оси Оу’ со скоростью я (ось Оу’ 
параллельна линии АВ}. Будем иметь: 


и—а-- шв = -9 + 088 -— © | от — 9 (им). 


Поэтому приведенная масса {» представится так: 


[6] 1 м 


обои ми — 1-Е МЫ? * 
— за 
м ее 


Рассмотрим теперь действие удара на движущееся тело. Вообра- 
зим в теле линию удара, и пусть вначале, до удара, скорость по 
направлению удара была й;; после удара она стала и. Тогда при- 
обретенная скорость по линии удара будет ии. Если в будет 
масса, приведенная к линии удара, то 


откуда 


Зная силу удара @, мы можем, как показано выше, определить 
скорость движения точек тела, в предположении, что тело было перво- 
начально в покое. Прибавляя эти скорости к тем, которые имели точки 
движущегося тела до удара, получим скорости точек движущегося 
тела после удара. 

Рассмотрим соударение лвух тел Ги М (фиг. 376). Пусть нор- 
мальная скорость тела / будет больше нормальной скорости тела /Г; 
тогда тело / будет ударяющее тело, а тело М — ударяемое. Пусть 
до удара скорости по линии удара были соответственно йо и що, а после 
удара # и в’. При ударе разовьются силы удара ©, причем для тела // 
сила будет направлена по ливии АВ, по направлению которой 
считаем скорости положительными, а для тела /—в сторону иро- 
тивоположную. Если будем называть приведенную массу тела / по 
линии улара АВ через в, а тела // через и’ и будем брать силу 
удара по абсолютной величине, то 


== (и, — и) = (и — #0); 


39 Зак. 2984 Н. Е. Жуковский. 
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отсюда , 
в (#0 — и) == (и — и). (142) 
С другой стороны, мы из общей теории удара знаем, что изменение 


скоростей после удара „вполне характеризуется коэффициентом вос- 
становления 2 


и ие (т — и). (143) 
Из уравнений (142) и (143) можно найти ши и’, если знаем ско- 


Фиг. 376, 


рости до удара шо и #0. Но уравнения (142) и (143) суть те же самые, 
какие нам приходилось решать для определения скоростей д и ши’, 
когда рассматривали удар двух шаров. Поэтому все, что сказано об 
ударе шаров, может быть ска- 
зано об ударе каких-либо тел, 
Получим: 


9=а- о) ет (— и)).(144) 


По силе удара @ опреде- 
ляются изменения скоростей 
движущихся тел, и вся задача 
решается вполне. Эта задача 
об ударе каких-либо тел, как 
видим, приводится к задаче об 
уларе шаров, массы которых 
и в’ равны массам тел, при- 
веденным к линии удара. 

Пример. Массивное тело может вращаться около оси Ог. Рядом 
с этим телом привешен шарик массы М’ (фигура 377 представляет 
систему в покое). Тело, вращаясь с угловой скоростью в», ударяет 
шарик М’; каковы будут после удара скорости шарика и тела? 


Фиг, 377. 
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Пусть линия удара есть АВ. Приведенная масса тела к этой линии 
будет в, приведенная масса шарика к этой линии пусть будет М. 
Скорость шарика до удара # ==0; скорость точки касания тела до 
удара по линии удара и, == ®о@, если через 4 обозначим расстояние 
оси врашения до линии удара и через «, угловую скорость тела 
в момент удара. После удара скорости соответственно будут и’и 
и == в. Нам нужно определить и’ и в, Прежде всего имеем 


— Ш == 4; далее по формуле (144) 


} 
= д (1 о. 
Кроме того, 
Ч = (#0 — и) == (в, — <) а; (145) 
следовательно: 
в (во —) = ей 1-9 бу, 
откуда 


о, [1 (От. 


Точно так же находим п’. Имеем: 


= М’ (и — ш) М' и; 


М/ 
Ми’ = ва (1-6) р» 


ь 
и’ = ой (1-е) у, 


следовательно: 


отсюда 


Рассмогрим, каково будет при этом давление тела на ось Оз. 
Сьла удара уравновесит все силы, действующие на тело, и потерян- 
ные количества движения. Пусть сила давления есть №; сумма поте- 
рянных количеств движения всех точек тела по направлению оси Ох 
равняется 


УХ т («оу — у) = (&— в) Ма, 


где а— ордината центра тяжести. И мы имеем одно из уравнений 
равновесия: 


М—9- &—) Ма=0, 


откуда по формуле (145) 


89* 
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Мы нашли, что приведенная масса тела, имеющего неподвижную 
ось, выражается так: 
К 


в — аа 
где К — момент инерции тела относительно оси вращения и в дан- 
са и, следовательно, 
Маа 
че 
к )® 


Из этой формулы видно, что тело не будет оказывать на ось давле- 
ния, когла К == Ма. Приномним, что К есть момент инерции тела 
относительно неподвижной оси и равняется моменту инерции тела 
относительно оси, проходящей через центр тяжести, сложенному 
с Маз, т. е. 


т 
ном случае «==-у, поэтому == 


К = МР -- Ма, 


где р есть радиус инерции для оси, проходящей через центр тяжести. 
Таким образом, чтобы при уларе ось не испытывала давления, мы 
должны иметь: 


М? -- Ма? = Маа, или р? == а(4—а) == аа’. 


Отсюда и на основании теории физического маятника видим, что 
давления на ось Ог тогда не будет, когда линия удара АВ проходит 
через центр качания тела. Центр качания в этом случае называется 
центром удара. 


ГИДРОСТАТИКА И ГИДРОДИНАМИКА 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
ГИДРОСТАТИКА. 


$ 1. Основное свойство жидкости. Гидростатика занимается 
равновесием жидкостей. Жидкости разделяются на капельные жидко- 
сти и газы, или жидкости несжимаемые и сжимаемые. Условия 
равновесия как капельной жидкости, так и газов выражаются одними 
и теми же уравнениями, если смотреть на жидкости и на газы, как 
на динамические системы, характеризуя их тем, что давления смеж- 
ных частей друг на друга нормальны к поверхности их раздела. Но 
капельная жидкость может быть принята и за геомегрическую систему, 
если мы будем характеризовать ее тем, что объем каждого эле- 
мента ее массы не может уменьшаться. Уве- 
личиваться этот объем также не может, но масса 
может рассыпаться на части, как угодно малые, 
причем жидкость будет представлять уже не 
сплошное тело, а систему свободных точек. 

Будем рассматривать жидкость сначала, как 
динамическую систему. Вообразим внутри 
жидкости некоторую площадку с (фиг. 378). 
Все давление на эту площадку сводится к не- 
которой силе Р, нормальной к площадке. Это 
свойство вполне характеризует жидкость, как 
динамическую систему Взяв отношение силы Р 


Р 
к площади с, мы получим величину ий. которая 


представит собой среднее давление на единицу Фиг. 378. 
площади (это давление будет среднее, а не 

истинное, потому что давление может быть и неодинаково во всех 
точках). Предел же этого отношения, когда а будет бесконечно убы- 
вать, представит собой давление р в точке О. Это давление р назы- 
вается гидростатическим давлением, если жидкость находится 
в равновесии. Гидростатическое давление есть некоторая непрерывная 
функция координат данной точки и различно в разных гочках жидко- 
‘ли. Если назовем через 43 бесконечно малую площадку, то для 
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силы давления Р на эту площадку будем иметь: 


Р==р ав. 


Теорема 1. Гидростатическое давление в данной точке не 
зависит от направления площадки, т. е. от углов, которые делает 
с осями координат нормаль к площадке. Пусть имеем жидкость, 
находящуюся в равновесии. Вообразим в этой жидкости бесконечно 
тонкий цилиндр, имеющий основанием некоторую площадку ас 
(фиг. 379). Сделаем нормальное сечение 45 этого цилиндра и вообра- 
вим, что вся масса внутри него отвердела. Так как эта масса была 
в равновесии, то она будет находиться в равновесии также и в твер- 
дом состояний под действием тех же сил; следовательно, эти силы 

должны удовлетворять усло- 


я виям равновесия твердого 
48 и тела, а именно: сумма проек- 

й ций сил на каждую ось 

должна быть нулем, и сумма 

Ах моментов сил около каждой 
оси также должна быть ну- 

Фиг. 379. лем. Составим сумму сил, 


действующих по оси Ох, 
которую берем параллельно образующим цилиндра. В А действует 
нормальная сила давления ру - 45 параллельно оси Ох в сторону Ох; 
в В цействует сила давления р, 4, которая по оси Ох даст составляю- 
шую — р 4в: соза, где «а— угол нормали к площадке 45 с осью Ох; 
боковые давления на стенки цилиндра составляющей по оси Ох 
не дают, так как они нормальны к этой оси. Остается, наконец, 
сила, действующая на массу цилиндра АВ. Пусть на каждую еди- 
ницу массы действуют по осям силы Х, Уи. Разобьем цилиндр АВ 
на бесконечно малые цилиндры с основанием 4$ и высотой Ах; 
объем каждого такого цилиндрика есть 45.4х, масса равна р 4$ 4х, 
где р-- плотность, а сила, действующая на массу этого цилиндра по 
направлению оси Ох, есть Хра$4х. Вся же сила, действующая на 
массу всего цилиндра АВ по оси Ох, выразится интегралом 


| Ар аз ах. 


Найденные нами силы, действующие по оси Ох, должны удовлетво- 
рять условию равновесия: сумма проекций их на ось должна быть 
равна нулю; следовательно, 


роз — р 4 соза-| | Хр а ах == 0. 


Заметив, что 45с05 а == 4$, и что 45 есть величина постоянная, мы 
можем вынести ее из-под знака интеграла и полученное уравнение 
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представить в виде; 


Ро—р-- [ Храх =0, 
откуда 


р= ро [| Храх. (1) 


Это равенство показывает, что давление р на площадку 43 не зави- 
сит от угла а, т, е. от направления площадки. Кроме того, легко 
усмотреть, что гидростатическое давление при передвижении парал- 
лельно Ох меняется непрерывно, так как 


[ж ах 


меняется обыкновенно непрерывно. 

$ 2. Жилкость как динамическая система. Выведем теперь урав- 
нения равновесия жидкости как системы динамической. Пусть имеем 
некоторую массу жидкости, находя- 
щуюся в равновесии под действием 
внешних сил. Вообразим в этой массе 
бесконечно малый параллелепипед, сто- —(97)- 
роны которого 4х, 4у и 42 парал- 
лельны осям координат (фиг. 380); 
предположим, что он отвердел, и рас- 
смотрим условия его равновесия. Так 
как, отвердев, он попрежнему будет 
в равновесии под действием тех же 
сил, то действуюшие на него силы 
должны удовлетворять условиям равно- Фиг. 380. 
весия твердого тела. Посмотрим, какие 
на него действуют силы. Внешняя сила, действующая на массу этого 
параллелепипеда, дает по осям составляющие: 


Арахау42, Урах4у4г, 2Ррахауа2г. 


Далее по оси Ох действуют гидростатические давления на грани 
параллелепипеда, параллельные плоскости Оуг. Для определения 
этих давлений обозначим гидростатическое давление в центре парал- 
лелепипеда через р; давление это изменяется при переходе от центра. 
Если мы перейдем от центра в положительную сторону оси Ох на 


расстояние 9х, т. е. к передней площадке, то давление р изменится в 


2 


2 
др ах 
р -- дх 2’ 
для задней же площадки гидростатическое давление будет 
др ах 
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Сила давления на переднюю площадку дасг по оси Ох силу 
др ах 
—( т дх 3 5.) 442, 42 


так как эта сила направлена от Хх к О; сила же давления на заднюю 
площадку даст по оси Ох силу 


( р) ауаг. 


Таким образом мы нашли все силы, действующие по оси Ох; 
чтобы имело место равновесие, необходимо, чтобы сумма их была 
нулем, т. е. 


гу +( ро) драг -- Храхву ве 0, 


откуда по сокращении находим: 


др . 
дх — &8; 
также найдем: 
др (2) 
у № 
др 
д= — 76 


Полученные уравнения суть основные уравнения гидростатики, 
представляющие собой условия равновесия жидкости. Они показы- 
вают, какая существует связь между силами, давлением и плотностью. 
В случае существования свободной поверхности для равновесия, кроме 
уравнений (2), необходимо, чтобы гидростатическое давление на поверх- 
ности было равно внешнему нормальному давлению. Что касается до 
гилростатических давлений на стенки сосуда, то каковы бы ни были 
эти давления, они всегда будут уравновешиваться нормальными сопро- 
тивлениями стенок. 

При выволе формул (2) мы воспользовались только тремя усло- 
виями равновесия твердого тела, именно: суммы проекций действую- 
щих сил на каждую ось равны нулю; тремя же остальными усло- 
виями; суммы моментов сил относительно каждой из осей равны 
нулю, мы не пользовались. Покажем теперь, что эти последние три 
условия сами собой удовлетворяются при существовании уравнений (2) 
и никаких новых связей между силами давлением и плотностью не 
дают. Возьмем для этого параллелепипед конечных размеров, грани 
которого пусть параллельны плоскостям координат (фиг. 381). Будем 
составлять сумму моментов сил относительно оси Ох. Силы будут 
слагаться из сил, действующих на массу, и из сил давления. Выре- 
жем бесконечно тонкую призму с основанием 4, параллельную оси 


52 ЖИДКОСТЬ КАК ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 617 


Оу, и докажем, что сумма моментов сил, действующих на призму 
по направлению оси Оу, и давлений на площади оснований 45 и 45’ 
равна нулю. Возьмем для этого уравнение 


и, умножив его на 24у с (где г есть координата 45 и вообще всех 


точек призмы), проинтегрируем его вполь призмы, считая за пере- 
менное у. Получим: 


[гуру ав == [ гараз==2@з(р—р), (3) 


где р есть гидростатическое давление на 4, а р’——на 49’. Легко 
усмотреть, что первая часть нашего равенства представляет собой 
моменг силы, действующей 

на массу призмы по оси Оу 2 

относительно оси Ох. В са- 
мом деле, объем этой лриз- 
мы есть 


[а 43; 


масса есть 


[ау а; 


сила, действующая на массу 
по оси Оу, равна 


[урду а. 


Момент этой силы, как 
известно, получится, если 
спроектируем силу на пло- 
скость, перпендикулярную 
оси моментов, т. е, в дан- 
ном случае на плоскость 
Оуз, и умножим на рас- 
стояние этой проекции от Фиг. 381, 
начала координат. Проекция 
нащей силы будет равна самой силе, так как сила параллельна оси 
Оу, а расстояние будет 2; следовательно, момент силы будет; 


г [урду == [| гУрау а. 


Что касается второй части уравнения (3), то она представляет 
сумму моментов сил давления на площадки 43 и 43’ относительно 
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оси Ох, взятую с обратным знаком. Действительно, на площадь аз 
действует сила давления р, момент которой есть 2р в, а на пло- 
щадь 4’ действует сила р’ 49’ == р’ 4, момент которой есть — 2р’ 45; 
следовательно, сумма моментов этих сил равна: 


243 (р— р’) == — 245 (р’— р); 


таким образом мы видим, что сумма моментов сил на основании 
соотношения (3) равна нулю. 

Такой же результат мы получим, если станем вырезать призмы, 
параллельные оси Оу, и брать момент сил, параллельных оси Оз, 
относительно оси Ох. Положение наше мы доказали для параллеле- 
пипеда конечных размеров, но, разумеется, оно справедливо и для 
как угодно малого параллелепипеда. 

$ 3. Обобщенная формула Гриуа. Прежде, чем мы обратимся 
к выводу условий равновесия несжимаемой жидкости как системы 
геометрической, докажем одну аналитическую теорему, дающую воз- 
можность выразить объемный интеграл через поверхностный. Эта 
теорема будет более общая, чем теорема Грина; из нее может быть 
получена последняя. 

Пусть имеем тройной интеграл 


9 д д 
Е У 
распространенный на некоторый замкнутый объем. В этом интеграле 


количества Ф, и, 9, ч% суть некоторые функции координат. Докажем, 
что 


И Ат- (ев) + зу (9) 3 (9%) ах ду 4: = 
— — [| [ э@соза осо усов) 46, 


где 4‹— элемент поверхности, ограничивающей данный объем, а 


а, В, {— углы, которые образует внутренняя нормаль к 43 с осями 
координат, (Если в этой формуле положим, что 


—= 9% у. 
пб бу 


где ф — какая-нибудь функция координат, то получим формулу Грина.) 


Рассмотрим интеграл 
ГГ одажауае, 


в котором совершаем интеграцию по х, считая у и 2 за постоянные. 
Это значит, что мы ведем интеграцию по призмочке, параллельной 
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оси Ох (фиг. 882). Эта призмочка высекает из поверхности, огра- 
ничивающей объем, элементы поверхности 45, и 4. Назовем углы 
внутренних нормалей к этим площадкам с осью Ох через о и ао. 
Тогда, проектируя эти площадки 43; и 43 на плоскость Оуг, будем 
иметь: 

45 == ду 42 = 431608 %, ==— 4060$ 9%, 


причем мы берем абсолютную величину площади, так как площадь — 
существенно положительная 
величина, и через 4$ обо- 
значаем площадь попереч- 
ного сечения призмы. Совер- 
шив указанную интеграцию, 
найдем: 


ГГ дуаг | (фи) ах = 
= | | 4у 42 (файа — Фи), 


где Ф;, и, фо, Ио суть зна- 
чения функций ф и и на 
431 и @.. Если в получен- 
ном интеграле заменим про- 
изведение @4уй=2 сначала 
одним, а потом другим его значением, то получим суммы произве- 
дений всевозможных элементов поверхности на косинусы углов 
внутренних нормалей с осью Ох; поэтому мы можем написать: 


МЕ (дак ду =— | | висовааь, 


где двойная интеграция распространяется на всю поверхность, огра- 
ничивающую данный объем. Аналогично 


[Га вдке=- [[ осо 4ь 
[1% (фи) 4х 4у42 = — [| зосовть, 


где Ви 1 суть углы внутренних нормалей элементов поверхности 
с осями Оу и Ог. Складывая эти равенства, получим: 


Гео во 8) 4х у ат == 
= | [ эшсова Носов 031) 4, (4) 


что и требовалось доказать. 


Фиг. 382. 
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Если мы будем рассматривать #, © % как проекции по осям 
координат некоторого вектора И, то легко усмотреть, что 


и 


1с05$а-- 95058 -{- 9051 == и(усова- уу с038-- 7. с05 т)= 
-—^ 
= Исо$ (У, й). 


При этом интеграл наш представится так: 
9 д д 
РЕГ е9--3; 9-2 ео кб = 
— 
= [| [| хисовй 1). (5) 


$ 4. Условие равновесия несжимаемой жидкости как геоме- 
трической системы. Пусть имеем сплошную жидкую массу. Положим, 
что эта жидкость как-нибудь переместилась и координаты х, у, = 

каждой точки получили прира- 

щения 8х, 8у, 42. Эти беско- 

нечно малые приращения суть 

вообще некоторые функции ко- 

д ординат, хотя и бесконечно 

7 малые; их можно рассматри- 

вать так же как функции ко- 

нечной величины с постоянным 

для всех бесконечно малым 

множителем. При движении 

жидкости некоторое количе- 

ство зе войдет в данный объем, 

а некоторое количество вый- 

Фиг. 883, дет из него; при этом количе- 

ство вошедшей жидкости не 

может быть больше количества вышедшей, потому что жидкость 

несжимаема. Оно можег быть или равно или меныше количества 

вышедшей; в последнем случае имел бы место разрыв жидкости. 

Будем называть количеством вошедшей жидкости разность между 
количествами вошедшей и вышедшей. 

Посмотрим, как можно определить количество жидкосги, вошед- 
шей в данный объем. Пусть 65 есть то перемещение, проекции кото- 
рого суть 8х, 8у, 8=. Вообразим на поверхности данного объема 
малую площадку 43 (фиг. 383) и построим на ней цилиндр, обра- 
зующие которого суть 85. Если назовем 6 угол между перемещением 85 
и нормалью к 45, то высота упомянутого цилиндрика будет 85с056, 
а объем его 4885с0$6. Этот объем займет жидкость, прошедшая 
через площадку 4$ (знак при с0$6, надлежащим образом взятый, 
покажет, вошла ли жидкость внутрь объема или вышла из него). 
Все же количество жидкости, прошедшее через всю поверхность 
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внутрь объема, выразится двойным интегралом 


Г 85 с03 8 ас, 


распространенным на всю поверхность данного объема. По выше- 
сказанному это количество должно быть или равно нулю, или меньше 
нуля, т. е. мы должны иметь 


[ [33 с0з6 48 < 0. (6) 


Преобразуем это выражение ло формуле (5). Положив в ней 


Ф=1, и=ёх, Ф=ду, 4-82, У==85, 
найдем 


| | 85 с0$ 8 4 = — | [ | [= 6о- я (8) -- 2. 62) 4х ду аг. 


Пользуясь этим равенством, условие (6) можем представить так: 


| [ | [5 (6х) -- я (у) -|- 2. (2) | 4х ауа2>.0. 


Так как это условие справедливо для всякого объема, то оно спра- 
ведливо и для бесконечно малого объема; в этом случае полученное 
условие можно представить так: 


[2-69-22 68] [ [ве 


Заметив, что 
[ах дуае 


есть величина положительная, как элемент объема, мы по сокращении 
находим; 


2269-Е зу в 1:69 > 0, 


ИЛИ 
3-69 5 зуб + ба =, (7) 


где 8С — существенно положительная величина, Вот условие, которым 
стеснены возможные бесконечно малые перемещения всякой точки 
жидкости, характеризуемой как геометрическая система. 

Если жидкость прилегает к неподвижной стенке сосуда, уравне- 
ние которой 


А(х, у, 2) =Сь, 
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то возможные перемещения у стенок стеснены также уравнением 
[2 (д 97 
8х Ну Рад 8 = 86 (8) 


если при переходе со стенки внутрь сосуда функция Х(х, у, г) воз- 
растает, то 8С, должно быть или больше нуля или равно нулю. 

Чтобы вывести условия равновесия по методу Лагранжа, нужно, 
как известно, составить элементарную работу всех действующих сил 
и, прибавив к ней условия, стесняющие возможные перемещения, 
умноженные на произвольные множители, приравнять полученную 
сумму дк. Действующие силы суть: сила, действующая на массу, и 
сила, действующая на свободную поверхность. 

Назовем через Х, Ги 7 компоненты силы, действующей на массу, 
отнесенную к единице массы; тогда на элемент 4т ==р4х 4у 42 будет 
действовать сила, компоненты которой будут: 


Храх4уа2, Урах4у42, Грахауа:з. 
Элементарная работа этой силы есть 
(Х3х-- Удзу-- 282) рах ду4:г. 


Сумма же элементарных работ всех сил, действующих на всю массу, 
выразится тройным интегралом 


ИГаы- УЗу-- 282) рах ау ах, 


распространенным на весь данный объем. 

Ищем теперь элементарную работу сил, действующих на свобод- 
ную поверхность. Назовем через Х', У’, 2’ компоненты силы, дей- 
ствующей на свободную поверхность, отнесенной к единице площади. 
На площадь 4 будут действовать силы 


Х’ 4, Т’4з, 7’4а, 
элементарная работа которых есть 
(Х’ 3х -- У’Зу-Е 2’ 82) 4. 


Вся же работа сил, действующих на всю свободную поверхность, 
представляется интегралом 


Т]еы-+ У’ ву -|- 2’ 82) 4 
1 


(индекс 1 указывает на то, что интеграл распространяется только на 
свободную поверхность жидкости). Условие Лагранжа напишется так: 


Г] еках- Уду-|- 782) ахауаг-- 
+] пы’. 
А 
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Возможные перемещения стеснены уравнениями (7) и (8). Умно- 
жим условие (7) на ^4х4у 42; так как в каждой точке жидкости 
имеет место это условие, то для всего объема жидкости оно пред- 
ставится тройным интегралом, распространенным на весь объем, именно: 


| ] ИЕ: Е ея @)- |; @2) ахуе = 
== | | | ^8Сахауа4г. (7’) 


Умножаем также условие (8) на с и, заметив, что оно стесняет 
только перемещения частиц при стенках сосуда, мы для всех этих 
частиц найдем: 


ИЕ + Хо ы) в | [ в.а, (8) 


где индекс 2 показывает, что интеграция распространяется на всю 
поверхность данного объема, хроме свободной поверхности. Склады- 
ваем, наконец, (7”) и (8^) с условием Лагранжа. Находим: 


|] риьчуучть ет 
ГП ео в + 2 ва] ед 
[Голон 
+178 Зы ь-- Хы 
== -|- Гаде | [ьас, ао. 9) 


Преобразуем второй Член первой части так, чтобы освободиться 
от вариаций, стоящих под знаком производной: 


КЕ: [5 ув ); (62) ах дуае = 
= Лобо ка 
— [Гы чь я чье) ха, 
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Первый член этого равенства по формуле (4) заменим поверхност- 
ным интегралом, положив в этой формуле 


ф==А, и=0х, ду, ш==82; 


находим; 


905х) 9 (^5у) 9 (52) 
ПИ де. .90: ахауаг = 


=— | р (6х созя -- бусозВ -|- 826051) 49 = 


= — | | @хсоз а-|- бусозВ-|- 8260$ 1) 48— 
г 


—| [+ вх сова -8ус6зВ 4-82 081) 4, 


где первый интеграл распространяется на свободную поверхность, 
а второй на стенки сосуда. После этого преобразования уравнение (9) 
примет вид: 


| | [к-за — 
= РГ бе 8Х + 5х Зуб в) ахуе 
+1] (8х -- У’ 2'82) ®— 


— | [3 @хсоза-- дусозВ 8 с0з1) 46 | 


+ Гы Зах ау Мы) — 


Е] 


—| | Х (6х соза -|-6ус038 -[-82с0$ 4) 6 = 
` з 


ак [| [| осахау4а-+ || | вс, 
Е 
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М [6—5 узх-Н (7 — ду) (22—38, )82 | ахуе 
+] их’ — сова (и —лсоз В (2 — лезу 
1 


+ ГГ (А сова) ах (в 2 —Ас0з8) ву, 
+ (52 — 0051) | 4 == 


На ||| хасахауае- || [ вас, 4. (10) 


Вот уравнение, представляющее собой условие Лагранжа для 
жидкости. Вообразим такое перемещение жидкости, при котором ча- 
стицы на свободной поверхности не перемещаются, объемы элементов 
жидкости не изменяются, и жидкость не отстает от поверхности 
стенок, так что 8С =0 и 8С, =0; тогда уравнение (10) дает: 


С с 


Так как надлежащим подбором Х мы можем коэффициент при 82 
обратить в нуль, а 8х и бу совершенно произвольны, то 


а^ а а^ 
Х— 5х ==0, ру 9у=0, 22—55 =0. (11) 


Вообразим теперь перемещения частиц, лежащих на свободной 
поверхности жидкости; выбирая эти перемещения различными спосо- 
бами, мы придем к заключению, что для удовлетворения уравнения (10) 
необходимо, чтобы 


Х’—\с05 а ==0, У’—^с0зВ==0, 7’—Асозт==0. (12) 


Наконец, рассматривая бесконечно малые перемещения при стен- 
ках, мы придем к заключению, что: 

97 5 9 
ва; —^№с0$а = 0, Роу —^ 6058 = 0, в; —^с081=0. (18) 


При существовании всех этих уравнений (11), (12), (13) из урав- 
нения (10) останется еще: 


== 8 - | [| [ САахауаг- |] зсиьае, 


40 Зак. 2984. Н. Е. Жуковский, 
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Предположим, что жидкость переместилась так, что от стенок она 
не отстала, так что 5С, =0 и что все элементы сохранили свой 
объем, кроме элемента @И, так что для всех элементов 5С == 0, кроме 
элемента (7, для которого 8С >> 0. При таком перемещении послед- 
нее уравнение приводит к условию 


== СА а0, 


которое показывает, что А — существенно положительная величина, 
так как 8С > 0, 8 И >0иб*< 0. Также покажем, что №8С, > 0. 
Найденные нами уравнения (11), (12) и (13) решают вопрос 
© равновесии жидкости как геометрической системы, Рассмотрим в от- 
дельности эти уравнения и покажем их механический смысл. 
Если мы сравним уравнения (11) с уравнениями равновесия жидкой 
системы, выведенными нами динамическим способом, то легко усмо- 


треть, что 
А =р-|- сопя. (14) 


Таким образом Х, входящая в уравнение (11), представляет собой 
гидростатическое давление плюс произвольное постоянное. Ниже мы 
покажем, что А равна гидростатическому давлению, т. е. сопз{. == 0. 
Заметим, что р должно быть некоторой положительной функцией, 
так как ^> 0. 
Обратимся к уравнениям (12). Эти уравнения мы можем предста- 
вить В симметричной форме 
Хх’ у’ 7’ 
05а 2058 —— с03т 


=. (14) 


Они показывают, что сила, действующая на свободную позерхность 
жидкости, при равновесии должна быть направлена нормально к по- 
верхности, Если мы назовем это нормальное давление на поверхность 
через р, то найдем 


Х'’ == рсозя, У’==рсозВ, 2’==рсоз1. 
Эти уравнения при сравнении их с уравнениями (14”) дают: 
А=р, 
т. е. на свободной поверхности, а следовательно, и во всей жидкости 
сопз+. в уравнении (14) равняется нулю, и А равно гидростатическому 
давлению; так как \^_>0, то давление направлено всегда внутрь 


жидкости. 
Наконец, уравнения (13) дают 


97.07.07 . р 
х: ду: 0 == С059 : 6058 :с051. 


Эти соотношения никаких стеснений на силы не налагают. 
Таким образом мы нашли, что жидкость находится в равновесий 
при соблюдении следующих двух условий; 
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1) внешнее давление на свободную поверхность должно быть 
направлено по нормали к этой поверхности; 

2) должна существовать такая положительная функция р, 
которая удовлетворяет условиям 


— р. — ЭР __ др 
рХ == Эх, РУ = бу, р =. 


$ 5. Следствия из общих уравнений равновесия. Уравнения (11) 
показывают, что в случае равновесия рХ, р7, о суть частные про- 
изводные по х, у, г от одной и той же функции; следовательно, 


ар=р(Хах-+ Уау-1 Ха?) (15) 


есть полный дифференциал. Если же силы и плотность — такие функ- 
ции х, у, 2, что выражение (15) не представляет полного дифферен- 
циала, то равновесие невозможно, и жидкость может быть только 
в движении. Таким образом не при всяких силах и плотности воз- 
можно равновесие жидкости. 

Если условия равновесия соблюдаются, то для определения давле- 
ния р надо уравнение (15) интегрировать по правилу интегрирования 
полных дифференииалов. Получим: 


р=Х(х, „У, эс, 


причем произвольная постоянная С определится, если дано давление 
в одной какой-нибудь точке. Если давление на свободной поверх- 
ности ру нам дано, то уравнение свободной поверхности будет 


Л(х, у, ЭН Се 


Когда эта поверхность замкнутая, то жидкость может находиться 
в равновесии без стенок; когда эта поверхность не замкнута, то 
жидкость должна быть заключена в сосуд. Давая в уравнении 


р=/(х, у, )--С 


разные постоянные значения р, получим ряд поверхностей, на каждой 
из которых давление постоянно. 

Рассмотрим подробнее следующие четыре случая. 

Случай 1. Жидкость несжимаема и р = сопз{. Если р==с0103., 
то трехчлен 


Хах- Уду- 2аг 
должен представлять собой полный дифференциал и, следовательно, 
ах _07 ду _ 08 08 _дх 
ду 0х’ 92 ду? 9х 92° 
Эти равенства представляют собой условие существования силовой 
фуакции для силы А, У, 2. Таким образом капельная жидкость 


может быть в равновесии только под действием силы, имеющей 
силовую функцию. Если сила силовой функции не имеет, то как бы 


40* 
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мы ни заключали ее в сосуд, она никогда не пришла бы в равнове- 
сие под действием упомянутых сил, а была бы в движении, Называя 
силовую функцию через {/, мы имеем: 


Хах- Рау Раза, 
и уравнение (15) представится в виде: 
ар==р 40, 


р=рИ-ЕС, 


где С — произвольная постоянная. Давая & постоянные значения, мы 
получим ряд поверхностей уровня. Так как при И == с0п${. ир == сопз., 
то эти поверхности уровня будут вместе с тем и поверхностями 
постоянного давления, На свободной поверхности давление постоянно, 
и потому свободная поверхность должна быть поверхностью уровня. 

Если нам известно давление ро в какой-либо точке и значение 
силовой функции в этой точке равно (А, то 


Ро=рЦо-- С. 


Исключая из этого уравнения и предыдущего произвольную постоян- 
ную, получаем для любой точки: 


р= ро р (И— Ц. 


Если Ро будет давление на свободной поверхности, то (== М будет 
уравиением этой поверхности. 

Если две жидкости различных плотностей соприкасаются между 
собой по какой-нибудь поверхности, то эта поверхность должна быть 
поверхностью уровня и равного давления для той и другой жидкости. 
В самом деле, пусть две жидкости, плотности которых суть ри р’, 
соприкасаются по поверхности АВ (фиг. 384). Давление во всех 
элементах с той и другой стороны поверхности 
должно быть одинаково, чтобы имело место равно- 
весие. Это давление для элементов первой жидко- 
сти есть р==рИ-|- С, а для другой р’ ==0'И-|- С". 
Следовательно, 


откуда 


Р9-НС== ри-- С’, 
откуда 
Фиг. 384. © — 6) Ч== С’— С, 


Так как р’—р==с0п3{., С’—С == сопз{., то (И == соп3., т.е, потен- 
циальная функция на поверхности АВ имеет постоянное значение, 
следовательно, АВ есть поверхность уровня. 

Случай П, Плотность на всем протяжении есть функция давле- 
ния, т, е. р==/(р). Этим свойством обладают тела газообразные при 
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постоянной температуре. Для идеальных газов р==ар. Подставим 
в уравнение (15) вместо р его значение и, разделив уравнение на / (р), 
будем иметь: 


ар 
= 9х УЧу-- 2 а2. 


Навывая через Р интеграл первой части, которая есть функция одного 
давления р, перепишем наше равенство так: 


аР= Хах-|- Уду-- 2аг. 


Так как первая часть есть полный дифференциал, то и вторая часть 
должна быть полным дифференциалом. Это условие, как было пока- 
зано, ведет к тому, что действующие силы должны иметь силовую 
фучкцию. Следовательно, все сказанное о капельной жидкости имеет 
место и для газов. Следует только прибавить, что поверхность уровня, 
будучи поверхностью равного давлёния, есть также поверхность рав- 
ной плотности, ибо при р постоянном р == 1 (р) == с0п84. 

Случай Ш. Плотность р изменяется по какому-нибудь закону, 
являясь функцией координат. Силы имеют силовую функцию. Пусть 


р==/ (м, у, г). 
Если существует силовая функция, то 


Вследствие того, что @р есть полный дифференциал, мы заключаем, 
что р@О должно быть тоже полным дифференциалом. Это будет 
только тогда, когда р есть некоторая функция от (, т. е. 


р= Р(О). 


Отсюда следует, что при равновесии плотность на поверхностях 
уровня должна быть постоянна. Для давления при этом будем иметь: 


в = [ЕФаи- с. (16) 


Таким образом мы видим, что при существовании силовой функции 
жидкость может быть в равновесии только тогда, когда на поверх- 
ностях равного потенциала плотность постоянна. 

Если бы мы имели газ, температура которого Ё не везде одна и 


та же, то 
в==Х(р, 0, 


причем температура была бы некоторой функцией от координат; мы 
видели, что на той поверхности, на которой р == соп${., и р == сопз{.. 
следовательно, на этой поверхности и Ё должна быть постоянной. 
Отсюда, между прочим, понятно, почему земная атмосфера находится 
в постоянном движении, Равновесие было бы возможно лишь в том 
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случае, если бы для всей земной поверхности слои с одинаковой 
температурой составляли бы приблизительно концентрические сферы 
около центра Земли, так как поверхности уровня для силы тяжести 
очень близки к сферам. 

Случай Г\. Плотность р изменяется по какому-нибудь закону, 
являясь функцией координат. Силы не имеют силовой функции, 

Рассмотрим, может ли быть при этом условии жидкость в равно- 
весии. Мы имели: 


ар=р(Хах-- Уду-Р 242), (17) 


где вторая часть непременно должна быть полным дифференциалом, 
Но скобка полным дифференциалом быть не может, потому что силы 
не имеют силовой функции. Следовательно, остается допустить, что р 
есть интегрирующией множитель трехчлена 


Хах-|- Уау-| 242. 


Чтобы р было интегрирующим множителем, необходимо соблюдение 
условий 


6 =; , 26 =3:62, зх@) = 6х, 


которые в раскрытой форме могут быть написаны так: 


92 __ 4 — ду _02` 
у— (= ду) 
др и _ 97 9х 
(ак — 3) 
др бр _ /0Х 9у 
УЕ = (5—5) 


Эти уравнения могут быть удовлетворены только тогда, когда суще- 
ствует некоторая связь между проекциями силы. Для определения 
этой связи умножим эти уравнения соответственно на Х, Уиби 
сложим их. Тогда первая часть тождественно обратится в нуль, и мы 
будем иметь; 


Е Ве 


Но, так как вообще р5Е0, то необходимо, чтобы 


и ии) -ь в 


Вот какому условию должны удовлетворять проекции силы, чтобы 
гуществовал интегрирующий множитель. Таким образом мы ви- 
дим, что равновесие жидкости возможно, если силы уловлетворяют 
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условию (18), причем плотность р подберется, как интеггирующий 
множитель уравнения (17). 

Покажем геометрический смысл уравнения (18). Положим, что 
условие (18) соблюдается и существует интегрирующий множитель р, 


так что 
ар ==р(Хах-- Уду-- 2 а) =4, (19) 


где ф — некоторая функция от координат. Построим семейство поверх- 
ностей 


а 


для различных значений параметра & и проведем к ним нормали. 
Так как косинусы углов нормали к поверхности ф==& с осями ко- 


ординат пропорциональны величинам 2%, 5 9% то из равен- 
р р 9х ’ ду ? 9: ) р 


ства (19) следует, что сила (Х, У, 2) направлена по нормали 
к поверхности Ф==а. Таким образом, при соблюдении условия (18) 
существует семейство поверхностей, ортогональных к силовым линиям 
(силовую линию, проходящую через данную точку, мы получим, идя 
из этой точки постоянно по направлению силы). 

В рассмотренных нами первых трех случаях существовала сило- 
вая функция (, причем совпадали поверхности уровня, давлений и 
поверхности равных плотностей. В четвертом случае, при отсутствии {Л 
совпадают поверхности равных давлений и поверхности, ортогональ- 
ные к силовым линиям, но с этими поверхностями поверхности по- 
стоянной плотности не совпадают, Если давление на свободной по- 
верхности постоянно, то свободная поверх- 
ность есть поверхность уровня и всегда 


ортогональна к силовым линиям, 
Замечание. Томсон показал, что 
иногда может существовать силовая функ- А: 
ция, при которой равновесие невозможно, 
Это будет тогда, если силовая функция 
есть функция многозначная. Так, если 
силовая функция есть йй 


И = ас *, 
ы И 
то она, возрастая, когда точка (х, у) Фиг. 385, 
(фиг. 335) пойдет по окружности вокруг 
начала координат по часовой стрелке, увеличится на 9х после обхода 
точкой полной окружности и сделается равной 


== ас. . 


Так как р=рИ--С, то при разных значениях силовой функции 
давления будут не одинаковы с обеих сторон АВ, и жидкость при- 
тет в движение. 
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5 6. Примеры равновесия жидкости, 1) Кидкая масса на- 
ходится под действием центральной силы Р = т, притягиваю- 
щей к началу координат. Определить форму жидкой массы. 

Компоненты притягивающей силы по осям координат суть 


Х == — ри г = — 1х, У = рту, = -ытоы, 
Подставим значения силы в уравнение 
ар =в(Хах - Уау-- 24:); 
4р = — вргт-1 (хах-- уду-|- 242), 
хах -- уду-- 2 42 = гадг, 


так как г? -==х2 1 у 27, поэтому 


найдем: 


Но 


р = — врг" аг, 


откуда по интеграции находим: 


1 
р=— иги" +1 С. 


Проиввольное постоянное определим по следующим данным. Положим, 
что жидкость находится в пустоте, так что на свободной поверх- 
ности давление р = 0. Пусть, кроме того, для какой-нибудь точки 
поверхности г == а; тогда в этой точке 


1 
О ира" С; 


исключив С, находим: 


1 
= тт 


ро (ат +1 — гт+1) . (20) 


Если в полученном равенстве положим р==0, то для свободной 
поверхности найдем г==а. Следовательно, везде иа свободной по- 
верхности /==а, т. е. свободная поверхность есть сфера: при равно- 
весии жидкая масса примет форму сферы. Все поверхности уровня, 
равно как и все поверхности равного давления, суть сферы. Давле- 
ние будет увеличиваться по мере того, как будем приближаться от 
свободной поверхности к центру сферы, и будет иметь наибольшее 
значение в центре сферы, где 
р торта", 

Предположим теперь, что некоторая твердая сфера окружена жидкой 
массой, которую притягивает по закону Ньотона (фиг. 386). Покажем, 
что в этом случае жидкость может быть в равновесии. Из теории 
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притяжения известно, что сфера внешнюю точку притягивает по 
ньютонианскому закону так, как притягивает по тому же вакону ее 
центр в предположении, что в нем заключена вся масса сферы. Пре- 
небрегая притяжением жидкого слоя самого на себя, мы будем иметь, 
что эта сила равна 
ЕМ 
Р=-х, 
г 
где г есть расстояние притягиваемой точки от центра. Если в фор- 
муле (20) положим т=— 2, р==АМ, то получим давление для 
данного случая: 
1 1 а—г 
р — М (т) = М —/. 
Давление р будет меняться, увеличиваясь с приближением к центру; 
самое большое значение оно имеет на поверхности тела М при 
Г— 0, где 


а—& 

ар *‘ 

Легко усмотрель, что поверхности уровня в данном случае суть сферы, 
потому что при р == с0п${. расстояние г также есть постоянная вели- 
чина. Отсюда заключаем, что и свободная по- 
верхность, будучи поверхностью уровня, есть 
сфера. 

2) Частицы жидкости притягиваются 
друг к другу по закону Ньютона. Требуется 
определить, какую форму равновесия примет 
жидкость, если никакие другие силы на нее 
не действуют. 

Эта задача приводится к следующей. Найти, 
какой поверхностью должно быть ограничено 
однородное тело, чтобы силовая функция для Фиг. 386. 
сил, с которыми частицы тела притягивают 
материальную точку по вакону Ньютона, имела бы поверхность, огра- 
ничивающую тело своей поверхностью уровня. Задача решается 
обыкновенно путем попыток. Именно, задаются какой-нибудь формой 
поверхности тела, определяют его силу притяжения, находят давле- 
ние р и смотрят, будет ли р на поверхности тела постоянно. 
Известны три формы равновесия, удовлетворяющие требуемому усло- 
вию: форма шара, беспредельного слоя и беспредельного цилиндра. 

Так, например, положим, что жидкость, частицы которой при- 
тягиваются друг к другу по закону Ньютона, имеет форму сферы, 
и покажем, что она может быть формой равновесия. Из теории при- 
тяжения известно, что сплошная сфера притягивает каждую частицу, 
находящуюся внутри ее, к центру силой 


4 
В = 3 62. 
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Полагаем в формуле (20) т -==1, в=з А; находим: 
= (ап) 


Эта формула показывает, что свободная поверхность есть действи- 
тельно сфера. 

3) Определить равновесие жидкой массы, частицы которой 
взаимно притягиваются силами, прямо пропорциональными рас- 
стояниям. Пусть имеем тело произвольной формы; будем рас- 
сматривать его относительно осей с началом в центре тя- 
жести данного тела (фиг. 887). Из теории 
притяжения известно, что при силах, 
прямо пропорциональных  расстояниям, 
тело, какой бы формы оно ни было, при- 
тягивает материальную точку так, как 
притягивает ее при том же законе центр 
тяжести тела в предположении, что 
в центре тяжести сосредоточена вся масса 
тела. Пусть масса жидкости есть М. На 
основании сказанного любой элемент 
жидкости притягивается к началу коорди- 
нат силами: 


Фиг. 387. == — Мг. 
Пишем уравнение равновесия жидкости в виде 
ар =р(Хах-- Уду +242) 
и заменяем силы данными значениями, Находим: 
ар == — в М (хах Нуйу 242). 
Но х?-|- уз 22—72, вследствие чего хах-- у4у -| 242 = гаг; 
поэтому 
ар —= — в Мрг а/. 


Интегрируя это уравнение, получаем 
1 
р=5 4Мрг? -- С. 


Произвольное постоянное С определим по следующим данным: пусть 
сзободная поверхность не подвержена никакому давлению, так что 
на свободной поверхности р == 0; пусть, кроме того, мы знаем рас- 
4! олние одной какой-нибудь точки свободной поверхности от центра 


$ 6] ПРИМЕРЫ РАВНОВВСИЯ ЖИДКОСТИ 635 


тяжести, например, пусть для точки А радиус г==а. Тогда для 
точки А последнее уравнение будет: 


= — вре С. 
Исключив С из двух последних уравнений, получим: 
1 
р= 5 вр (а — п). 


Легко усмотреть, что в рассматриваемом случае сфера есть един- 
ственная возможная форма равновесия. В самом деле, если положим 
р=0, то получим уравнение свободной поверхностн в виде г==а, 
которое представит сферу радиуса а. 

4) Жидкая масса постоянной плотности находится под дей- 
ствием силы тяжести. Пусть имеем жидкость, помещенную в сосуде 
(фиг. 388). Возьмем начало координат в какой-нибудь точке свободной 
поверхности и направим ось О2 верти- 
кально вниз, а оси Ох и Оу располо- 
жим как-нибудь в горизонтальной пло- 
скости, проходящей через О. Сила тя- 
жести, отнесенная х единице массы, 
дает по осям составляющие К 


Х==0, У=0, И=8. 
Уравнение равновесия при этом будет: 


Ц 


р = въ а; 
оно по интеграции даег: 2 
р= во2-- С. Фиг. 388. 


Постоянное С определяем по следующим данным: пусть на свободную 
поверхность, тде +=0, действует атмосферное давление ру; тогда 


ро=О-- С; 
следовательно, для давления во всякой точке имеем: 
р= Ро-[ 205. (21) 


Легко усмотрегь, что свободная поверхность есть плоскость. В са- 
мом деле, на свободной поверхности р == ру, так что для свободной 
поверхности находим: 


8р2==0, или #==0. 


Это есть уравнение плоскости Оху, которая выбрана нами горизон- 
тальной. 

Все плоскости, параллельные свободной поверхности, т. е. все 
горизонтальные плоскости, данные уравнением 


Ро-1- 875 == 6019., 
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булут поверхностями уровня или равного давления. Пользуясь урав- 
нением (21), легко определить величину давления во всякой точке, 
Это уравнение показывает, что давление на элемент площади равно 
атмосферному давлению плюс вес столба жидкости, имеющего осно- 
ванием этот элемент, а высотой его расстояние до свободной по- 
верхности. 

Если бы мы искали, где давление равно атмосферному, т. е. р == ру, 
то мы нашли бы единственную плоскость, а именно: свободную по- 
верхность. 

Положим теперь, что мы имеем два сообщающихся сосуда, в ко- 
торые налиты две разнородные жидкости (фиг. 389). Одна из жидко- 
стей, именно жидкость с большей плотностью, 
займет положение АВВ’, перейдя из одного 
сосуда в другой, а другая займет положение 
А’В’. Положим, что на своболную поверх- 
ность одной жидкости действует атмосфер- 
ное давление ру, а свободная поверхность 
другой пусть подвержена постоянному давле- 
нию ро какого-нибудь газа. Жидкости эти 
будут соприкасаться по горизонтальной пло- 
скости ВВ’, так как поверхность соприко- 
сновения должна быть поверхностью уровня, 

Фиг. 389. а поверхность уровня для данного случая 

есть горизонтальная плоскость, Называя рас- 

стояния свободной поверхности той и другой жидкости от пло- 
скости ВВ’ через й и Й', для давлений в Ви В’ будем иметь: 


в сечении В р=рь- врИ, 
7 
в сечении В’ р=ро-Гар!’. 
Но плоскость ВВ’ есть поверхность равного давления, следовательно: 
р ИРИ 
Ро -- Во == ро НЕ #. 
Если на обе жидкости действует атмосферное давление, то 


ВрЁ == вр’'!’, 
или 
й р 
у = =. (22) 


Это есть формула сообщающихся сосудов, показывающая, что в с00б- 
щающихся сосудах жидкости располагаются так, что высоты их обратно 
пропорциональны плотностям. 

Если положим, что во втором сосуде нет совсем жидкости, а только 
находится газ, то получим общую формулу манометров: 


Ро ЕоЁ == ро (23) 
{вдесь берется й’ == 0). 
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5) Равновесие тяжелой жидкости во вращающемся сосуде. Пусть 
некоторый сосуд, содержащий жилкую массу, вращается около верти- 
кальной оси с постоянной угловой скоростью; определить форму, 
которую примет при этом свободная поверхность жидкости (фиг. 390). 

Примем ось врашения за ось Ог, точку, в которой встречает эта 
ось свободную поверхность, за начало координат, а оси Ох и Оу 
расположим как-нибудь в горизонтальной 
плоскости, проходящей через О. 2 

Задача наша состоит в отыскании от- 
носительного равновесия жидкости во 


вращающемся сосуде. На основании дина- 

мической теоремы Кориолиса задачу об #4 м 

относительном равновесии можно тракто- Ж / 
а 
И 


вать, как задачу об абсолютном равнове- 8 
сии, если прибавить к действующим силам 74 
еще одну силу, которая равна произведе- 

нию массы на ускорение влечения и на- 

правлена в сторону, прямо противополож- 

ную ускорению. Движение влечения в на- 

шем случае есть равномерное вращение у 

около оси О2; ускорение этого движения Фиг. 890. 
будет состоять, следовательно, только из 

ускорения центростремительного, перпендикулярного к оси враще- 
ния Ог, и потому составляющие по осям Ох и Оу этого ускорения 
суть — 0х и — «?у, где ® — угловая скорость вращения сосуда, Сила 
Кориолиса, отнесенная к единице массы, будет: 


Ф3х, у, 0. 


Что касается внешних сил, то имеется только сила тяжести, которая 
направлена по оси Оз? вниз и для единицы массы равна — ©. Итак, 
действующие силы суть 


= 0х, У=о?у, П=— в, 
Напишем уравнение равновесия 
4р =р(Хах - Уау-+- 2аэ, 
в которое подставим данные значения сил. Находим: 
ар — ре? (хах -- у4у) — враг. 
Интегрируя это уравнение, получаем: 


| 
р == 599 (2 -- 1) —вра-- С. 


Произвольное постоянное С определим из следующего условия. Пусть 
в точке О на свободной поверхности давление р равно атмосфер- 
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ному Ро Тогда при х== у==г==0 найдем ро == С По замене С по- 
лучим: 


1 
р— ро== 5 0" (1 -|- у?) — врг. 


Решим это уравнение относительно 2: 
Ро —Р 9 а 2. 
2 == х ; 4 
д КЕ ( У) (24) 


для свободной поверхности, где р==рь это уравнение примет вид; 
З 


2 (У). 


Это есть уравнение параболоида вращения около оси О2г с пара- 
03 
м =. 
етром 5 
Остальные поверхности уровня тоже будут параболоиды и выра“ 
зятся уравнением (24), где р==с01${. Легко усмотреть, что они то- 
ждественны по форме с первым и только передвинуты по оси Оз на 


Ро -Р 
асстояние ————, 
р БР 


Так как форма поверхности от плотности не зависит, то различные 
жидкости расположатся также по одинаковым лараболоидам, и только 
относительное положение этих параболоидов будет зависеть от плот- 
ности. 

Рассмотрим, насколько понизится свободная поверхносгь при отно- 
сительном равновесии сравнительно с абсолютным равновесием при 
неподвижном сосуде. Пусть при неподвижном сосуде аб будет поверх- 
ностью жидкости (фиг. 390). Назовем расстояние ОА через 8. Поло- 
жим, что сосуд цилиндрический и радиус основания этого цилиндра 
есть а. Количество жидкости, занимающее объем абс == та, при 
вращении сосуда займет объем /МЯОсаМОМ, ограниченный поверхно- 
стью параболоида и плоскостью Оху. Для определения этого объема 
поступим так: разобьем его подобными цилиндрами на цилиндрические 
кольца. Площадь основания каждого такого кольца будет Ятх ах, 


2 
х 
а высота 2 == 5Е № (в плоскости Огх). Объем кольца есть 2х 4х. 2; 


весь объем получим, взяв интеграл от этого элемента по х в преде- 
лах от нуля до а. Тогда получим: 


& 


а а 
С 2 
па = [кхе ах = [2 дк | а, 
0 о 0 


2: 


отсюд8 
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6) Поверхность воронки вытекающей жидкости. Если мы в дне 
сосуда проделаем отверстие, чтобы жидкость выгекала, то достаточно 
незначительного толчка, который сообщил бы частицам самую ничтож- 
ную угловую скорость, чтобы образовалась воронка, идущая сквозь 
всю струю (фиг. 391). Решим вопрос о том, какова форма этой во- 
ронки. Суть дела заключается в том, что угловые скорости частиц, 
на поверхности воронки не одни и те же, а зависят от расстояния от 
оси Ог и тем больше, чем это расстояние меньше. Чтобы уяснить 
себе это обстоятельство, рассмотрим движение бесконечно тонкого 
кольца жидкости. Пусть масса этого кольца есть т, а угловая ско- 
рость его частиц равна ®. Пусть наше кольцо, вращаясь, стекает 


Е 


> 


Фиг. 392. 


к центру (фиг. 392). Момент количества движения такого кольца, рав- 
НЫЙ огтг = 178, где г — радиус кольца, по теореме площадей есть 
величина постоянная. Следовательно, 


ФР? ==: С0131, =, 

откуда 
__ 
® — т * 

Так как г при приближении к центру уменьшается, то угловая 
скорость будет возрастать, стремясь к бесконечности. Выберем ось Ог 
так, чтобы она совпадала с осью воронки, а начало координат возьмем 
где-нибудь на этой оси. Тогда компоненты сил, действующих на ча- 
стицы жидкости, выразятся так: 


7:2 7-2 
А=-рх, У=жу, й==— 5. 


При этом мы нренебрегасм тем, что жидкость вытекает из сосуда, 
принимая скорость истечения весьма малой, 1ак как в прогивном слу- 
чае мы имели бы задачу не гидростатики, а гидродинамики, 
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Написанные нами силы мы должны вставить в уравнение 


тр —= Хах-- Уау-+ 2аг. 


Получаем 
[7 21 (х ах 4 #24 (г?) 
Интегрируя, получаем: 
р а 
= —ж— 82 С, 


ИЛИ 


Эта кривая линия есть гипербола третьего порядка. Она представляет 
собой меридиан свободной поверхности воронки вытекающей жидкости, 

Нетрудно показать, что в случае вращающейся жидкости можно 
всегда задать какую угодно форму свободной поверхности и затем 
подобрать угловые скорости частиц так, чтобы эта форма оказалась 
формой равновесия. Задача сводится к определению угловых скоро- 
стей отдельных поясов, Основным уравнением в этом случаё будет 
написанное нами раньше уравнение 


= в? (хах  уду) — каг. 


В предыдущей задаче мы предполагали, что ® = сопз{., а теперь 


пусть 
— (7) 


о 
[2 
гаг 


Тогда 
4. ==! (г)-— 242. 


Переменные в этом уравнении разделены, следовательно, интегрируя, 
получаем: 


= — вг с. 
Пусть р==ро при х = у==2==0; тогда 2% —/ (0) -|-С, откуда 
ре РУ — 10) — ==. 
Для свободной поверхности жидкости 


2—9, = И —/0=46. 


Так как уравнение свободной поверхности задано налеред: 


#—$ (7), 
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то 


1 

в И) —Л ©] =»), 
откуда 

5 — 410) 2. 

гаг г 

Таким образом мы видим, что угловые скорости могут быть подо- 
браны так, чтобы всякая заланная поверхность представляла собой 
форму равновесия. 

7) Одним из самых важных и интересных вопросов гидроста- 
тики является вопрос о форме однородной жидкости, равномерно 
вращающейся около некоторой оси, причем частицы жидкости 
взаимно притягиваются по закону Ньютона. Решение этой закачи 
встречаегся в небесной механике, именно, в теории фигур небес- 
ных тел. 

Пусть х, у, 2 — координаты какой-нибульточки М, взятой в жидкой 
массе, находящейся в равновесии, Х, У, компоненты по осям 
силы, огнесенной к едипице массы и действующей в точке М, р — плот- 
ность жидкосги и р— давление в той же точке. Мы видели, что при 


равновесии 
ар =р(хах-- Уау-- 2а2). (25) 


Если давление на поверхность, ограничивающую жидкость, по- 
стоянно, то эта поверхность должна быть поверхностью уровня, и ее 
уравнение будет: 

хах-|- Рау Гаг = 40 ==0, (26) 
или 
(== сопз., 
где 0 есть силовая фупкция. 

В том же случае, когда жидкость равномерно вращается вокруг 
некоторой постоянной оси, по динамической теореме Кориолиса нужно 
к действующим силам присоединить фиктивную центробежную силу, 
слагающие когорой по осям будут: 


0, о?у, 2, 
если за ось вращения возьмем ось Ох и через ® обозначим угловую 
скорость вращения; таким образом, мы сводим случай относительного 
равновесия па случай абсолютного. Присосдиняя центробежную силу, 


мы будем гмегь для уравнения поверхности, ограничивающей тело, 
вместо уравнения (26): 


Хах-- (У- оу) ау-| (7 -| ог) 42 ==0, (26’) 


То У?-|- 28) -|- И = сопз+. 


ИЛИ 


Теперь решим намеченную выше задачу. Дана масса М жидкости 
однородной, несжимаемой, плотности р. Эта жидкость обладает 


4] Зак. 2951. И, В. Жуковсывь 
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равномерным вращением с угловою скорость ® вокруг некоторой 
оси Ох, причем частицы жидкости притягиваются по закону Ньютона. 
Требуется найти форму относительного равновесия жидкости в пред- 
положении, что на поверхности жидкости давление постоянно. 

Пусть Ф (х, у, 2) =0 уравнение поверхности жидкости. Для всех 
ее точек 


0$ 0$ 9Ф 
Сравнив это уравнение с уравнением (26’), находим: 
х У- ву __ 7 - ог 
35 = 09 = (28) 
9х. бу 02 


Функция Ф должна быть определена, как интеграл уравнения (28). 
Решение этой залачи усложняется тем, что Х, У, Ё сами зависят (и 
зависимость эта очень сложная) от вида поверхности, ограничивающей 
жидкость, т. е. от функции Ф. Решение этой задачи во всей полноте 
до сих пор неизвестно, и только весьма недавно Пуанкаре удалось 
сделать важный шаг в общем решении этой задачи. 

Теперь покажем, что эллипсоид, одна из главных осей которого 
совпадает с осью вращения Ох, есть возможная форма относительного 
равновесия. Возьмем ва оси Оу и О2г две другие оси эллинсоида. 
Тогда уравнение его будет: 


д? 2 22 
150. 


Если положим: 


ЕЕ) 


М== 5 прабс = краз 1 ауте”, 


— 


1 [® 
__ ЗУМ 22а: —_ 45 
Р= а а = | ал, 
° (1-е)? (14 ет)? ы 
1 са 
__ ЗМ 24: 4 (28/) 
9 = аз Е т = п/о ] ДЕУА , 
° (1-62) 8 (] | е’в)а ы 
1 со 
ЗЕМ 24 4 
ви | ро [бу 
° (1+ е%8)* (1-е) ы 
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то, как известно из теории притяжения, компоненты притяжения эллип- 
соида на точку (х, у, 2), находящуюся на его поверхности, выразятся 
так: 

Х-==—Рх, У = — у, й=— Ва, 


и уравнение (28) примет вид: 


Рх «у — Оу «22 — Юз . 
— ——щ——— О 


и, 0 
Е: Е г 
так как 
9Ф _2х 9® _2у 0Ф _22` 
дх а’ ду 7 0 
ИЛИ 
(9—4) 2 = (В — в?) (0) 
а? @ с?Ю — 50 
в —= 9 — т Р==А— т Р сб › 
Р Р 1-е) ю— (+ 
в —=@ —тра=А— през = ОО, (81) 


Вас? Рю 
р Ч а ас) Чи. 


Угловая скорость действительна, если 4?Р < $20 и а?Р < е?Ю, т.е, 
в силу уравнений (28/) 22 < 6? и 4? <; следовательно, осъ враще- 
ния есть наименыная ось эллипсоида, Формулы (31) дают, накочец; 


3 
о — |— 2 (1 — #2) 42 
4п/р УТ е УТ 2” 8 в’ 
о (1-27) (1-Е 2”) * 
а (82) 
(2? — е”?) [= {1 Рае в ==0. 
ы аиют орет 
Последнее равенство распадается на следующие два: 
1) #2 =”; 
2) [2а-юа ое 4 О, (83) 


$ аа а роют 


При первом из равенств (33) умеем 5 ==с, и эллинсоид есть эллипсоид 
вращения вокруг оси вращения жидкости, а второе соответствует 
трехосному эллипсоиду. 


41* 
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Мы рассмотрим только эллипсоид вращения, как фигуру равнове- 
сия. Заменяя в уравнениях (31) Ри @ выражениями 


Р=4*тр 1+ (е— ас ще), 


2 
(34) 
1-е е 
О —=2=р 3 (вече), 
выведенными в теории притяжения, найдем; 
9 __ з-е 3 
=; == —в ас ве—-х- (35) 


С другой стороны, 


3М 
02 == а? (1 | 22), та. (36) 


Следовательно, уравнение поверхности жидкости будет: 


з 2 

о 2 . 

®-- Га == 04. (37) 

Считая данными ®, Г, р, М, мы должны определить е из трансцен- 

дентного уравнения (35), а затем соотношения (36) дадут а и 0. 
Рассмотрим уравнение (35). Мы можем написать 


2 ‘ 
и, (88) 
о ак ще ——, (39) 


Но, разложив а1с ше для е<1 в ряд по возрастающим степеням в, 
получии; 


< 
. 4" 
=— р 2я, 0 
$) хх 1-1 реа ® (40) 
Если эллипсоид будет удлинен ло оси вращения, то а? >> 08, 
2.—. ра 
АМ, хи 


следовательно, 


4п о 
9=—ФУ, ОТЕЛИ 


1 


будет величиной существенно отрицательной, и уравнение (38) ста- 
новится невозможным. Отсюда следует, что удлиненный по оси вра- 
щения эллипсоид не может быть фигурой равновесия. Формула (40) 
показывает, что $ф(2) =0 для е=0; кроме того, из (39) следует, 
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что $ (е) =0 для е==00. Из уравнения (39) следует также, что 


7 
= 9-9, (#1) 
где 
7е3 ++ 9е 
= ета — 2 ве. 

Теперь допустим (докажем это далее), что 0(2) имеет один и 
только один положительный корень Е и что 68()>0 дляе<Е 
и 0(2)<0 для е>з Е. Допу- 
ская эти предположения, видим, #® 
что $’ (е) положительно для е, 
заключенных между О и Ё, 
и отрицательно для е > Е; сле- и 
довательно, $(е), уничтожив- 
шись для е==0, начинает воз- 
растать до е==Ё, при кото- @ РР ё 
ром она достигает максимума, ! 2 
а затем начинает убывать и Фиг. 393. 
опять обращается в 0 при 
е = со. Если мы построим кривую, для которой абсциссами будут е, 
а ординатами $ (6), то она будет иметь вид, как на фигуре 393. Пусть 


«2 
ОН = 5; 
если ОН > Р'№, или 
Е 
В >, 


то уравнение (35) не имеет действительных корней; если же ОН < Р’М№, 
ИЛИ 


= < (Е), 


то уравнение (35) будет иметь два действительных положительных 
корня 


е, = ОР, «Е ив == ОР, > Е. 


Нам остается теперь только оправдать наше допущение, что уравне- 
ние 0 (2) =0 допускает один и только один положительный корень. 


Уравнение (41) показывает, что 6 (2) =0 для е==0и 6(е =—-> 
для е==о0; непосредственное вычисление дает: 

д 821 (3—@) 

7 = чатщачо 


Мы видим, что эта производная положительна для значений е, заклю- 
ченных между Они УЗ, а при остальных значениях е отрицательна, 
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Следовательно, 8 (е), уничтожившись для е==0, начинает затем воз- 
растать и достигает максимума при г== УЗ, затем уменьшается 


до —> при г == со. Уравнение 6 (2) =0 допускает только один поло- 


жительный корень. 
Вычисление показывает, что 


Е=9,5293, +(Е)=0,2246Т, 


следовательно, если 
«28 
р >> 0,22467, 
то нет действительных корней для уравнения (35), и эллипсоид вра- 
щения не может быть фигурой равновесия. В случае же 


< 0,92467 
эр <” 


уравнение (35) имеет два действительных корня @, и е, и, стало 
быть, существуют два эллипсоида вращения, удовлетворяющие равно- 
весию, причем ва > г,. Имея в виду числовую величину Е и формулу 


(1-е), 


мы найдем, что корень ез дает: 0 >> 2,72 а, и эллипсойд будет весьма 
сжатый. В небесной механике обыкновенно рассматривается эллипсоид, 
соответствующий меньшему положительному корню уравнения (35) е,, 
так как среди небесных тел значительного сжатия не замечается. По 
чертежу видно, что если ОН стремится к нулю, то и в, стремится 
также к нулю, а е› —к бесконечности. В этом последнем случае, как 
показывают формулы 


1 1 
8 


1. 
= [а = 5=(„) +4", 


а стремится к нулю, а 2— к бесконечности. Таким образом, если угло- 
вая скорость вращения, убывая, стремится к нулю, то один из эллип- 
соидов равновесия приближается к сфере, а другой — к круговому диску 
бесконечно болыпого радиуса. 

Все эти рассуждения и представляют теорему Маклорена. Он 
первый доказал, что эллипсоид вращения есть возможная форма равно- 
весия; затем Даламбер показал, что существуют два эллипсоида равно- 
весия при данных условиях; совсем закончил этот вопрос Лаплас. 

$ 7. Давление тяжелой жидкости на погружеиные тела. Рас- 
смотрим сначала давление жидкости на погруженные в нее пластинки, 

Пусть имеем сосуд, заключающий тяжелую жидкость постоянной 
плотности (фиг. 394); в жидкость погружена пластинка, площадь 
которой назовем через <. На каждый элемент 43 пластинки жидкость 
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оказывает давление, которое направлено по нормали к элементу. 
Равнодействующая всех этих гидростатических давлений дает то давле- 
ние, которое оказывает жидкость на всю пластинку. Оно будет, оче- 
видно, суммой всех гидростатических давлений, оказываемых на все 
элементы пластинки. Точка приложения этой равнодействующей назы- 
вается дентром давления и найдется как центр параллельных сил. 

Мы видели выше, что давление тяже- 
лой жидкости с плотностью р определяется 
формулой 

р = Ро-{ 82, 


где рь—— давление атмосферы и коорди- 
ната 2 отсчитывается от горизонтальной 
свободной поверхности жидкости. Для 
удобства дальнейших вычислений будем 
отсчитывать координату г от другой 
горизонтальной плоскости, которая лежит 
выше поверхности жидкости на расстоя- 
НИИ 


р = 29. Фиг. 394. 
р’ 
тогда предыдущая формула для давления примет более простой вид: 


р == &р2. 


Эту плоскость мы будем называть приведенной плоскостью; мы ее 
примем за плоскость Оху. 

Давление на элемент 4 при равновесии пластинки есть р 4. Все 
же давление, которое оказывает жидкость на пластинку, выразится 
двойным интегралом от рав, распространенным на всю площадь а, 


т. е. 
Р= [| 43. 


Подставив вместо р его значение, имеем 


Р= | [| вре в == вр [ [ газ 
[== +в, 


где 2 есть координата центра тяжести пластинки, найдем 


Р== &р2ч. {42) 


и, заметив, что 


Полученная формула и дает величину давления. Заметив, что &р есть 
вес единицы объема жидкости, 2 —расстояние центра тяжести 
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погруженной пластинки от приведенной плоскости, 2а — объем цилиндра 
с основанием с и высотой 2, мы заключаем, что давление на пла- 
стинку, погруженную в жидкость, равно весу столба жидкости, 
имеющего основанием погруженную пластинку, а высотой расстоя- 
ние центра тяжести пластинки от приведенной поверхности 
жидкости. Этой формулой определяются давления на дно и стенки 
сосуда, так как, в сущности, погруженная в жидкость пластинка пред- 
ставляет собой стенку. 

Найдем теперь точку приложения этого давления, центр давлений. 
Примем за ось Ох линию пересечения приведенной поверхности 
с плоскостью пластинки и предположим, что плоскость Оу2 пересекает 
плоскость пластинки по линии Оу’, которая с осью Оу образует 
угол я и служит главною осью инерции для пластинки. В плоскости 
пластинки мы примем за оси координат оси Ох и Оу’. Между коорди- 
натами точки (х, у’), лежащей в плоскости пластинки, относительно 
осей Оху’ и координатами этой точки (х, у, 2) относительно осей Охуг 
мы имеем следующие соотношения: 


х==х, уу’ со0за, 2=у’ па. 
Пользуясь этими соотношениями и формулой 
р = 8р2, 


для координат центра давленея (&, \’} относительно осей Оху’ в пло- 
скости пластинки по формулам для центра дазления, находим: 


ВБ [ реа || [эхазн ВВ [| ухо, (43”) 


ибо ось Оу’ есть главная ось тнерции пластинки и 


[у 43==0; 


1 ‚ 1 
и [Г д [| [ зу — ЕЁ па орз 


Р= 8023 == вру’ па, 


затем 
Но 


тдези у’ — координаты ценгра тяжести пластинки; следовательно: 


72 
== Пуш. (43) 

у’ 
Уравнение (437) показывает, что центр давления лежит в плоскости Оуз. 
Что касается формулы (43), то выражение, стоящее во второй части, 
представляет собой длину физического маятника, образованного пла- 
стинкой; осью качания этому маятнику служит линия пересечения 
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приведенной плоскости с плоскостью пластинки. Таким образом центр 
давлений лежит на плоскости пластинки, причем расстояние его от 
оси Ох приведенной поверхности жидкости 
равно длине физического маятника для площади 
пластинки. 

Пример. Пусть пластинка имеет форму 
трапеции и погружена в жидкость так, что одна 
из параллельных сторон лежит на свободной 
поверхности жидкости (фиг. 395). Легко пока- 
зать, что центр давлений лежит на линии ЛМ, 
соединяющей серзгдины параллельных сторон. 
Действительно, возьмем бесконечно узкую по- 
лоску ти; давление на эту полоску по всей ее 
длине не меняется, так что равнодействующая 
давлений пройдет через ее середину. Сере- 
дины же всех полосок лежат на линии МАМА 
следовательно, центр давлений лежит на той же Фиг. 395. 
линии ММ. 

Чтобы определить положение центра давлений, берем оси, указан- 
ные па чертеже (43), и пользуемся формулой, которая тенерь принимает 


ВИД 
_ (аа @5 
Це‘ 


При выводе формулы (43) предполагалось, что давление р определяется 
по формуле 


т 


р — #2, 


причем координата 2 отсчитывается от приведенной плоскости, а не 
от свободной поверхности. Поэтому, лоль- 
зуясь формулой (43) и отсчитывая 2 от сво- п АИ 
бодной поверхности, мы определяем центр 2 
давления не на пластинку, погруженную в МД | 
жидкость, а на стенку сосуда, подвержен- 
ПРРЕРРРАГРЕДИ 

ного со всех сторон давлению атмосферы ру. 

Разобъем всю площадь на бесконечно 
малые пластинки; площадь такой пластинки 
есть 


93 = тн. 
Назовем параллельные стороны  соответ- ё 
ственно через а и фи через { высоту тра- Фиг. 395. 


пении. Выразим шл через ее расстояние Ё 
от АР. Если проведем СКПАВ (фиг 396), то легко усмотреть, что 


ша == -- тр; 
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далее из подобия треугольников ОСК и п!Ср следует, что 


тр _аС 
ХК ОС’ 
отсюда 
рк.ас 
тр == — ср. 
Но 
РК =@а— 6; ОС==Е аС=0С—04=1—& 
Поэтому 


аЫ-ь 
тр =— (1—8). 
Подставив это в выражение шл, мы найдем: 


тов (1—8; 


а для 43 имеем: 
а— — 


4а = Ё + (— 5 4. 


Вычислим теперь интегралы, входящие в выражение &, заметив, что 
интеграция ведется по & от Ё==0 до Е=й 


] 


= Гра [мова 


вр ща За 30) = 9 в, 
Гонероорь чье [мова 

ы аб» _@а—5 а-+26 в 

рр В р, 


Подставив найденные результаты в выражение &, найдем: 


Е @-36 
та“ 


Таким образом центр давлений лежит на линии, соединяющей сере- 
дины параллельных сторон, и отстоит от свободной поверхности по 
этой линии на расстоянии 
аз _ 
З@а+2) 55) ^ 
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В частном случае, когда 2==0, т, е. погруженная фигура есть тре- 
угольник, то 


Е 


Если же а==0, так что вершина треугольника лежит на свободной 
поверхности, то 


ё 


+1 


Наконец, если а ==, т.е. погруженная фигура есть параллелограмм, то 


и. 


В 


$ 8. Закон Архимеда. Обратимся теперь к определению давле- 
ния жидкости на погруженные тела. Пусть имеем сосуд с жидкостью 
И Тело, вполне погруженное в жидкость. На 
каждый элемент поверхности этого тела р 
жидкость оказывает нормальное давление. 

Докажем, что все силы давления жидкости ях 
на поверхность погруженного тела сводятся Се 

к одной равнодействующей, которая равна 

весу жидкости, имеющей тот же объем, что ( 

и погруженное тело, приложена к центру 

тяжести объема тела и направлена по вер- Я 
тикальной линии вверх. 

Обнаружим сначала, что существует равно- 
действующая. Пусть плоскость Оху (фиг. 397) 
совпадает со свободной поверхностью жидко- Фиг. 397. 
сти, ось Ог направлена по вертикали вниз, 

и тело, как сказано выше, вполне погружено. Давление будет опре- 
деляться формулой: 


2 


р = 2р=. 


Элемент поверхности тела испытывает давление р 4°. Проекции этого 
давления на оси суть: 


Х==1рсо5аа3, 
У=рсо$ 3 а, 
2 =1рс0${ 45, 


где а, В, 1— углы внутренней нормали к поверхности тела с осями 
координат. Заменим все силы давления одной силой, приложенной 
в начале координат, и одной парой. Пусть Р, 9, Ю — слагающие 
по осям этой силы, а Д, М, М№— слагающие по осям линейного 
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момента составной пары. Тогда 

Р=У = | [рсоза 4, 9 Ху== [ | рсозВ 4, 

®= У 2-== | [ рсоз1 48; | 

= (72—21) == | [р(соз1— 26058) 4, 

м= У(ех— хр) == | [р(есоза—хс01) 45, 

м= У(хУ— ух) == | [р(хсозВ — усоз 2) 4%. 


Интегралы распространяются на поверхность тела. Если система сил 
имеет равнодействующую, то, как известно, 


РЕ ОМ-- ЮМ==0. 
Покажем, что это равенство удовлетворяется. Преобразуем инте- 


гралы, пользуясь выведенным выше равенством (5). 
Р) Полагая ф = р, и==1, == -==0, находим: 


9 
р=— || [2 


9 
р=Р-Г 82 и 3; =0, 


Но 


следовательно, 
Р-==0. 


©) Полагая Ф=р, и=\ш-==0, о==1, имеем: 


— др . 
О = МЕ ах ду 45; 
д 


но 9, =—=0, следовательно, 
е=0. 


К) Полагая ф==р, и=9==0, %==1, имеем: 


9 
но вр. — #р, следовательно, 


0: 
= - | [ зах ау = — в? у, 


где У обозначает объем погруженного тела, а 2р У есть вес жидкости 
в объеме теда, 
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[) Полагая ф=р, и==0, о-= — 2, ш==у, находим: 


—— д (ру) _9(Р2)] ,„. 
ГА РР [ея —8у_ еду аа. 


Но 
ра == рог 6р2(й-- 2), ру== роу -- вву (# -- =); 
9 д 
В ру 
следовательно, 


1—— [|| зру4хауаа = — в Г[ТГуажауае. 


Координаты х, у центра тяжести объема определяются, как известно, 
по формулам: 


1 „ т 
БЕ зы [ео 


Следовательно, _ 
—=— р У. у. 
М) Полагая ф==р, и==2, о==0, и==—х, найдем: 
м=— | [ [290 — О | ведра; 
но 9 в 
9(р2) _ рх) 
—д%= —0, дд = 8х. 
Следовательно, _ 
М —= рУ-х. 
М) Полагая ф==р, и== —у, п==х, 1 ==0, получаем: 
|2 ео ву 
о 9 (ру) 9(рх) 
РУ) __ (2х) в. 
д« —0, ду — 0; 
следовательно, 
№ = 0. 


Подставляя все найденные значения в выражение 
РАЕ-- ОМ -Е ВМ, 


видим, что оно обращается в нуль. Поэтому давление на тело при» 
ведется или к равнодействующей силе или к равнодействующей паре, 
если равнолействующая сила равна нулю. Но у нас равнодействую- 
щая сила не равна нулю, она равна К. Следовательно, существует 
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такая точка, перенося в которую все силы, получим момент состав- 
ной пары, равный нулю, и останется одна равнодействующая Л. 
Найдем эту точку— точку приложения равнодействующей силы Л, 
Пусть 6 т, 6— ее координаты. Известно, что момент равнодействую- 
щей силы относительно какой-либо оси равен сумме моментов сил 
составляющих относительно той же оси: 


Кт— 5 =1, Р;— КЁ ==М, Е — Рч==М. 
Подставляя величины Р, (©), Ю, Ё, М, М, найдем: 


А=—8рУу, или — вр Уу-=—&рУт, откуда це. 
— АЁ-= вр Ух, ИЛИ 20 Ух == вр УЪ откуда ё&=зх. 


Последнее соотношение дает 0 ==0. Итак, Ё=х, ч==у, & — вели- 
чина неопределенная, т. е. за точку приложения силы К мы можем 
взять любую из точек прямой, параллельной оси Ог, проходящей 
через центр тяжести объема. Но лучше взять за точку приложения 
силы самый центр тяжести, как точку вполне определенную в каж- 
дом теле; тогла, как бы мы ни повернули тело около центра тяжести 
его объема, точка приложения равнодействующей давлений не меняется. 

Итак, мы получим теорему Архимеда: все давления жидкости 
на погруженное в нее тело имеют равнодействующую, равную весу 
вытесненного объема жидкости, направленную вертикально вверх; 
точка приложения ее находится в центре тяжести погружен- 
ного в жидкость объема. Этот результат не зависит от глубины 
погружения тела и от того, есть ли давление на свободной поверх- 
ности. 

Положим теперь, что тело не вполне погружено в жидкость, а 
некоторая его часть выступает из жидкости (фиг. 398). Пусть 
на свободной поверхности’ жидкости и на 
выступающей части давление одно и то 
же. Вообразим, что тело рассечено на две 
части свободной поверхностью жидкосги и 
по плоскости сечения приложены к той и 
другой части тела нормальные силы, равные 
внешнему атмосферному давлению. Тогда 
наружная часть будет находиться под одина- 
ковыми давлениями со всех сторон, так что 

Фиг. 398. все силы давления на эту часть уравнове- 

сятся, что касается другой части, то она 

представляет собой тело, вполне погруженное в жидкость, и сила 

давления на Нее найдется по доказанному выше закону. Отсюда 

следует, что: вся сила давления жидкости на тело, частью только 

погруженное в жидкость, сводится к силе давления на погру- 

женную часть и приложена в центре тяжести объема погружен- 
ной части тела, 


ИН 
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Вообразим теперь, что имеем две жидкости и тело погружено 
частью в одну жидкость, а частью в другую (фиг. 399). Для опре- 
деления силы давления рассечем тело поверхностью раздела жидко- 
стей на две части. Пусть давление на поверхности раздела есть Ро, — 
оно будет постоянно на всей поверхности, так как поверхность раз- 
дела есть поверхность равного давления. Прило- 
жим к обеим частям тела по поверхности сечения 


нормальные давления ро. Тогда нижняя часть пред- р АВ 
ставит собой тело, вполне погруженное в первую 1” и 
жидкость. Сила давления Р, на эту часть равна 

весу вытесненного объема первой жидкости, при- (65 


ложена в центре тяжести этого объема и напра- 

влена по вертикали вверх. Что касается вто- 

рой части, то она погружена вполне во вторую 

жидкость, так что сила давления Р. равна весу вы- 

тесненного объема второй жидкости, приложена Фиг. 399. 

в центре тяжести этого объема и направлена по 

вертикали вверх. Эти две силы Р; и Р, приводят к одной равно- 
действующей, равной их сумме и приложенной в центре тяжести 
объемов вытесненных жидкостей, 

Таким образом мы видим, что: если тело погружено своими 
частями в две жидкости, то давления обеих жидкостей на всею 
поверхность тела сводятся к одной равнодействующей, равной 
сумме весов объемов вытесненных жидкостей, приложенной к центру 
тяжести этих объемов и направленной по вертикальной линии 
вверх. 

Заметим, что рассмотренный закон Архимеда справедлив и при- 
ложим в тех только случаях, когда жидкость давит на всю поверх- 
ность тела, в остальных же случаях не при- 
меним. Рассмотрим следующие два случая: 

1) Тело прижато к стенке или к дну 
(фиг. 400). В этом случае жидкость давит 
только на одну часть поверхности тела. Нельзя 
сказать, что давление ма часть ас таково же, 
как и на дно сосуда де, так как жидкость за ас 
не заходит, —только лишь при последнем 
условии была бы приложима теорема Архимеда. 
Давление со стороны дна на часть ас тела та- 
ково, что уравновешивает все остальные силы, 
на него действующие: силу тяжести тела и да- Фиг. 400. 
вление жидкости на часть поверхности аас. 

Если, например, на дно стакана мы положим конус, более лег- 
кий, чем вытесненная им жидкость, которую осторожно налъем в ста- 
кан (фиг. 401), то конус в жидкости плавать не будет, а останется 
на дне, несмотря на то, что вес его меньше веса вытесненной им 
жидкости, 
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2) Тело выступает из отверстия сосуда (фиг. 402). В этом 
случае давление на часть абс не направлено по вертикали вверх и 
не приложено в центре тяжести объема. Таково было бы давление, 

если бы еще на часть а/с действовало да- 

впение, равное гидростатическому давлению 
на соответственных высотах; правда, выше 
мы принрмали во внимание еще постоянное 
давление ру на часть поверхности ас и нахо- 
дили равнодействующую всех давлений; но 
здесь, как легко видеть, это давление на 

д/с не равносильно давлению на ас, кото- 

рое, как сказано, нужно бы прибавить, что- 

бы получилась равнодействующая по теореме 

Архимеда. В самом деле, мы предполагали, 

что ро равно давлению на свободной поверх- 

ности. Давление ру на часть а/с разносильно 

. давлению ру на внутреннюю часть ас; это 

легко видеть, прибавив на ас два равных и 

противоположных давления ру, — тогда да- 

Фиг. 401. вление ру на замкнугой поверхности ас} ни- 

какого действия не производит, и остается 

давление ро на @с, направленное внутрь части асб. Это последнее 

давление не равно соответственному гидростатическому давлению, 
так как внутри сосуда 


р= Ро 82. 


Если бы давление жидкости в данном случае определялось по 
теорсме Архимеда, то можно было бы устроить машину, которая 


Фиг. 402. Фиг. 403. 


одним давлением жидкости приводилась бы в постоянное движение: 
если вставить в круглое отверстие шар с центром на прямой аб, 
то он вращался бы около оси, проходящей через О и перпенди- 
кулярной к плоскости чертежа (фиг. 403). Но в данном случае 
давления жидкости, равио как и атмосферное, на каждый элеменг 


89] РАВНОВЕСИЕ ПЛАВАЮЩИХ ТЕЛ 657 


направлены к центру О; следовательно, и равнодействующая их пво- 
ходит через О, т. е. через точку, лежашую на оси, и потому вра- 
щения около оси произвести не может. 

$ 9. Равновесие плавающих тел. Пусть имеем какое-нибудь 
тело, плавающее в тяжелой жидкости (фиг. 404). Пусть У — объем 
тела, И’— объем погруженной его части, т. е. объем, отсеченный 
от тела мысленно продолженной свободной поверхностью жидкости, 
{’—вес единицы объема жидкости. Тогда по теореме Архимеда 
сила давления жидкости будет: 


В==тИ.. 
Затем на тело действует сила собственного веса Р, приложениая в 
центре тяжести тела О и напра- 
вленная по вертикали вниз. Берем 
для простоты тело, однородное, 


тогда 
Р = У, 


где { — вес единицы объема тела, 
Для равновесия тела под дей- 

ствием только этих двух сил необ- 

ходимо, чтобы Р=А, откуда 


дИ==тУ’; Фиг. 404. 


У, 4, {' — величины определенные, данные; следовательно, и У” — ве- 
личина определенная. Таким образом, мы имеем первое условие рав- 
новесия: 

1. Равновесие возможно только тогда, когда погружена опре- 
деленная часть объема тела. 

Но при соблюдении этого условия силы могут образовать пару, 
врашающую тело, если они не идут по одной линии. Чтобы силы Р 
и А уравновесились, плечо пары должно быть равно нулю. Это воз- 
можно лишь в том случае, когда прямая ОС вертикальна. Итак,. второе 
необходимое условие равновесия следующее: 

2. Прямая, соединяющая центр тяжести тела с центром тя- 
жести погруженного объема, должна быть нормальна к свободной 
поверхности жидкости, т. е. вертикальна. 

Эти два условия не только необходимы, но и достаточны. Таким 
образом задача об отыскании положений равновесия сводится к сле- 
дующей геометрической задаче: провести в теле плоскость так, чтобы 


у 
она отсекала от тела данный объем ( У” == ий и чтобы при этом пря- 
1” 


мая, соединяющая центр тяжести всего тела с центром тяжести отсе- 
ченного объема, была нормальна к секущей плоскости. Если мы по- 
местим тело в жидкость так, чтобы секущая плоскость, удовлетворяю- 
щая этим двум условиям, совпала со свободной поверхностью жидкости, 
то тело и будет в равновесии. 


42 Зак, 2984. Н. В. Жуковский, 


658 ГИДРОСТАТИКА [ч. т 


Решение этой задачи заключается в трех теоремах, данных Дюпе- 
ном. Но прежде, чем заняться выводом этих теорем, условимся в не- 
которых терминах, предложенных Давидовым. Всякую плоскость, отсе- 
каюцгую данный объем от тела, будем называть плоскостью сечения. 
Когда плоскость сечения будет перпендикулярна к линии, соединяю- 
шей центр тяжести всего тёла с центром объема вытесненной жидкости, 
то она соответствует положению равновесия и называется плоскостью 
плавания. Плоскость сечения при своем непрерывном перемещении 
огибает некоторую поверхность, которую называют поверхностью 
сечения. При этом персмещении плоскости сечения центр тяжести отсе- 
ченных постоянных объемов будет перемещаться по некоторой поверх- 
ности, которую будем называть поверхностью центров. 

Первая теорема Дюпена. Плоскость сечения прикасается. 
к поверхности сечений в центре тяжести площади фигуры, отсе- 
каемой на плоскости сечения поверхностью тела. Пусть ММ — тело, 
поверхность которого пересекается плоскостьго сечения по фигуре АВС. 
Возьмем другую плоскость сечения А’В”, 
бесконечно близкую к первой. Линия 
СР пересечения плоскостей в пре- 
деле касается поверхности сечений, как 
прямая пересечения двух бесконечно 
близких касательных плоскостей; сле- 
довательно, на линии СО лежит точка 
прикосновения плоскости АВ к поверх- 
ности сечений; покажем, что на СР 
лежит и центр тяжести площади АСВО 
(фиг. 405). 

Объем АМВ == объему А’МВ’ ==\'. 

Отнимая от каждой части объем 
А’МВБЬС, имеем: 

объем САА’Л == объему СВ’ВО. 

Примем плоскость АВ за плоскость Оху, за ось Оу — прямую СО. 
Мусть 4%— угол между секущими плоскостями. Возьмем на пло» 
скости Оху бесконечно малый элемент площади 40; х есть расстояние 
элемента от оси Оу и х 4ф— длина дуги, описываемой точкой элемента 
при вращении плоскости АВ около СР до положения А’В’. Пло- 
щадка 43 опишет при этом вращении бесконечно тонкую изогнутую 
призму, объем которой есть х @ф 45; отсюда 


объем СВ'ВР = | [х4еа==а [ [4 
сво свЭ 
где интеграция распространяется на площаль СВО. Точно так же найдем: 


объем САА’Р = [| [| (- 2 49 = 4$ Ге э4. 
ОЛА. СОА 


Фиг. 405. 
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Здесь х отрицательно, мы пишем поэтому впереди знак (—), ибо мы 
определяем абсолютную величину объема. Таким образом: 


4 [ка — 4 Г [ха 


СРА 


явы ГГяваы | [4—0 


серв СРА 


Последний интеграл распространяется на всю площадь АВ, Коорди: 
ната х центра тяжести площади определяется по формуле 


— [я 
— [|[“ 


Таким образом для площади АБ мы находим х-==0, т. е. центр тя- 
жести площади АВ лежит на СО. Подобно этому, взяв другие пло- 
скости сечения, бесконечно близкие к АВ, найдем, что центр тяжести 
лежит на всякой касательной, лежащей в плоскости АВ. Все эти 
касательные проходят через точку прикосновения плоскости АВ к по- 
верхности сечений, и все они проходят через центр тяжести фигуры АВС; 
следовательно, центр тяжести фигуры находится в точке прикоснове- 
ния плоскости АВ к поверхности сечений, что и требовалось доказать. 

Вторая теорема Дюпена. Касательная плоскость к поверх- 
ности центров параллельна соответствующей плоскости сечения 
(т. е. плоскости сечения, отсекающей 
объем, в центре тяжести которого про- 
ведена касательная плоскость). Прове- 
дем бесконечно близкие секущие пло- 
скости АРВ и А’ЕВ’ (фиг. 406), ко- 
торые отсекают от тела равные объемы. 
Назовем объемы А’ЕВЕМ, АЕРА и 
ВЕРВ’ соответственно через 9, й ии’ 
(и == и’), и пусть центры тяжести этих 
объемов суть С, Си С". 

Определим центры тяжести объ- 
емов, которые отсекают от тела секу- 
щие плоскости АРВ и А’ЕВ’. Так как Фиг. 406. 
объем АВМА, отсекаемый плоскостью 
АЕВ, состоит из объемов А’ЕВЕМ и из АЕБА,, то центр тяжести его 
лежит на линии СС, соединяющей центры тяжести слагаемых объ- 
емов, и делит расстояние СС обратно пропорционально этим объемам 
(тело считается однородным, так что отношение объемов частей 
характеризуется отношением весов их). Обозначая центр тяжести этого 
объема через О, будем иметь: 


ОС; ОЧ ==и; 9, 


42* 
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Для определения центра тяжести объема А’В”МА’ вамечаем, что объем 
этот состоит из объемов А’ЕВЕМ и ВЕЕВ'’, слежовательно, центр 
тяжести его лежит на линии ОС’С и делит эту линию в отношении 


О’С : О'’@’ ==’: 9, 
Но о-Ни=о--#, и==и’, и потому 


С: 0а-=0/'С: 0'0', 
т. е. 
оо д0.. 


В пределе линия С’О лежит на плоскости АВ, и, следовательно, ОО” 
делается параллельной плоскости АВ. Но прямая ОО’ в пределе — одна 
ив касательных к поверхности центров, как проходящая через две 
бесконечно близкие точки ее — два центра О и О’, и эта касатель- 
ная параллельна плоскости АВ. Если будем брать всевозможные пло- 
скости сечения, бесконечно близкие к АВ, то найдем, что все каса- 
тельные к поверхности центров в точке О параллельны плоскости АВ; 
следовательно, плоскость, касательная к поверхности центров, будет 
параллельна плоскости АВ, 

Третья теорема Дюпена. Чтобы найти все плоскости 
положения равновесия плавающего тела, нужно из центра тяже- 
сти тела опустить нормали к поверхности центров и провести 

соответствующие этим нормаляи плоско- 
г сти сечений. Эти плоскости будут искомые 
У плоскости плавания. Пусть О есть центр 
тяжести тела (фиг. 407), $ — поверхность тела, 
У— поверхность центров и С— поверхность 
сечений. Опустим нормали из центра тяжести 
тела О на поверхность центров. Пусть одна из 
таких нормалей есть ОА. Если мы проведем 
плоскость хх перпендикулярно к нормали ОА, 
которая была бы касательной плоскостью к по- 
верхности сечений, то легко усмотреть, что эта 
плоскость будет та плоскость сечения, которая 
отсекает объем с центром тяжести А. Действи- 
тельно, плоскость хх, будучи нормальна к ОД, 
параллельна к плоскости уу, касательной к по- 
верхности центров в точке 4, и по второй тео- 
реме есть соответствующая центру А плоскость 
сечения. Если теперь погрузим тело в жидкость так, чтобы плоскость хх 
стала плоскостью плавания, то тело будет находиться в равно- 
весии. 

Проводя другие нормали и соответствующие им плоскости сечения, 
мы найдем различные плоскости плавания, дающие различные поло- 
жения равновесия, 


Фиг. 407. 
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Очевидно, чтобы находить различные плоскости плавания, нужно 
знать предварительно поверхность центров. Следовательно, вся задача 
о положениях равновесия плавающего тела сводится к отысканию по- 
верхности центров этого тела. Раз найдена поверхность центров, вопрос 
о положении равновесия плавающего тела будет вполне решен. Обра- 
тимся теперь к отысканию поверхности центров. Пусть поверхность 
данного тела определяется уравнением 


1(х, у, 2) =0, (44) 
а уравнение плоскости сечения 
2=ах-нбу--с. (45) 


Усечем поверхность плоскостью (45) и определим объем усеченной 
части. Объем этот выразится некоторой функцией параметров а, 2, с, 
так что, обозначая его через У, будем иметь: 


ИЕ (а, 6, 6). 


Так как при разных положениях плоскости сечения всегда должен 
быть отсекаем постоянный объем, то должны иметь 


И=Р(а, 6, с) ==соп8. (46) 


Определим теперь координаты центра тяжести х, у, 2 объема И. Эти 
координаты представятся некоторыми функциями параметров а, 6, с, 
так что 


х=(а, 6, ©), у=а, (а, 6, 6), 2==5(а, 6, 0. (47) 


Если мы теперь исключим параметры а, 2, с из уравнения (46) и из 
уравнений (47), то получим связь между х, у, & в виде 


Ф(ь, У, 2) = соп&., (48) 


которая и представит собой поверхность центров. Затем следует оты- 
скать нормали к этой поверхности, проходящие через центр тяже- 
сти тела. “ 

Данный способ, простой в теории, приводит к весьма сложным 
и трудным вычислениям. Это неудобство устранил Давидов, который 
предложил искать уравнение поверхности центров в дифференциаль- 
ной форме, а потом это уравнение интегрировать. Мысль эта оказалась 
весьма плодотворной. Давидов предложил этот способ к отысканию 
поверхностей центров разных тел, ограниченных плоскостями и по- 
верхностями второго порядка. Поверхности центров, найденные для 
всех этих случаев Давидовым, — поверхности второго порядка и их 
комбинации (т. е. поверхность центров состоит из нескольких частей 
разных поверхностей второго порядка). 
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Приложим этот способ Давидова к нахождению плоскостей пла- 
вания прямых призм и цилиндров однородных или таких, которых 
плотность симметрична относительно среднего сечения АА,ВВ, 
(фиг. 408). 

Будем искать только те плоскости плавания, которые параллельны 
образующим цилиндров. Их нужно выбрать из числа плоскостей сече- 
ния, также параллельных образующим. Каждая такая плоскость должна 
отсекать от призмы постоянный объем и/, где { есть длина призмы, 
а и— плошадь А,ВВ‚, отсекаемая от площади АА, ВВ, плоскостью 
сечения. Так как {/ есть величина постоянная, то условие, чтобы 
Ш —0с01${., сводится к тому, 
чтобы величина й, равная пло- 
щади А,ВВ,, была постоянна. 

Центр тяжести всего тела О 
будет лежать в плоскости 
АА,ВВ;, но вообще не совпа- 
дает с центром тяжести пло- 

Фиг. 408. щади АА,ВВ,. Центр тяжести 
отсеченного объема @ совпа- 
дает с центром тяжести отсеченной площади А,ВВ,. При равнове- 
сии линия, соединяющая центры тяжести тела и площади А,ВВ,, 
будучи перпендикулярна к плоскости плавания, будет нормальна и 
к прямой 4,8,, представляющей след плоскости плавания на пло- 
скости АД,ВВ.. Таким образом залача определения плоскости плава- 
ния сводится к следующей: провести на площади АА,ВВ, прямую 
так, чтобы она отсекала от АД, ВВ, данную площадь и чтобы прямая, 
соединяющая центр тяжести цилиндра с центром тяжести отсеченной 
площади, была нормальна к секущей прямой. Это — задача о равно- 
весии плавающей площади, 

След плоскости сечения на плоскости симметрии будем называть 
прямой сенения. Прямая сечения при непрерывном перемещении обо- 
гнет некоторую кривую — линию сечений. Центры тяжести отсекаемых 
площадей образуют линию центров. 

Доказанные выше теоремы Дюпена для случая плавающей площади 
могут быть формулированы так: 

1) Прямая сечений А.В, прикасается к линии сечений 34 в своей 
середине (фиг. 409). 

2) Касательная к кривой центров $, параллельна соответ- 
ствующей прямой сечения А.В. 

3) Чтобы найти все положения равновесия плавающей площади, 
нужно построить линию центров $1, из центра тяжести О опу- 
стить на нее всевозможные нормали ОЧ, и отыскать соответ- 
ственные прямые плавания. 

Основываясь на этих теоремах, обратимся теперь к выводу уравне- 
ний Давидова. Отнесем площадь среднего сечения призмы к прямо- 
угольным осям координат Оху, и пусть уравнение контура относительно 
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этих осей есть 


у=1(х). (49) 
Пусть линия сечения АВ, данная уравнением 
‚у =ах -- 5, (50) 


пересекает данный контур в двух действительных точках Ди В. 
Координаты этих точек определятся из уравнений (49) и (50) и будут 
выражены в функциях а и 2. Чтобы определить координаты х, стоит 
только подставить у из (50) в (49), тогда корни полученного урав- 


нения 
ах-- 6—1 


и дадут вначения х/, Хо для точек Аи В. По найденным значениям х 
легко определятся соответствующие значения у из любого из дан- 
ных уравнений (49) или (50). 

Пусть координаты точек А п В (фиг. 410) суть х, У: и %ь, №. 
Проведем секущую А’В’, бесконечно близкую к АВ и отсекающую 


Е, 
Я 
фиг. 409, Фиг. 419. 


от данной площади ту же площадь, что и линия АВ. Точка пересе- 
чения С этих линий по первой теореме лежит в середине прямой 
сечения АВ, так как она есть точка прикосновения секущей к линии 
сечения: координаты этой точки, следовательно, суть 
х1- хз Ут- Уз 
2 } 2 

Так как точка С лежит на прямой АВ, то координаты ве должны 
удовлетворять уравнению (50), так что мы должны иметь: 


и-РУ 2 Е 


664 ГИДРОСТАТИКА [ч. 1 


С другой стороны, точка С приналлежит и другой прямой сечения А’В’, 
параметры которой бесконечно мало разнятся от параметров аи; 
следовательно, мы должны иметь: 


д а (а-- чад --5--46. (51') 
Вычтя уравнение (51) из уравнения (51”), получаем: 
жа. и-|- 46 =0. (52) 


Это есть первое уравнение Давидова; оно дает связь между измене- 
ниями параметров д и $ прямой сечения. 

Второе уравнение Давидова получается из второй теоремы Дюпена, 
Если мы назовем через $ и | текущие координаты линии центров, то 
а 
т представит собой тангенс угла наклонения касательной к линии 

центров с осью Ох; по второй теореме 
9 Дюпена эта касательная параллельна 
соответствующей прямой сечения, сле- 
довательно, 


м а. (53) 


Это есть второе уравнение Давидова, 

Найдем теперь третье уравнение 
Давидова. Если мы назовем через и пло- 
щадь отсеченной части АДВ, то легко 
усмотреть, что координата Ё ее центра тяжести будет (фиг. 411): 


= Г х ав. (54) 


Линия 4’В’, бесконечно близкая к АВ, отсекает площадь А’ОР’, 
которая также есть и. Координата центра тяжести новой отсеченной 
части будет отличаться бесконечно мало от & и для определения ее 
будем иметь: 


на- к [| = | [ = [| х4е.} (54) 


Определяя из (54) и из (54”) 4Ё, находим: 


а: [[] хи [|| ха |. 


Совершим указанные интеграции. Первая двойная интеграция рас- 
пространяется на всю площадь ВСВ’,. Равобьем ее на бесконечно малые 


Фиг. 411. 
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элементы дугами кругов, описанных из С, как из центра (фиг. 411). 
Если назовем угол ВСВ’ через 4ф, то длина дуги будет /92; площадь 
элемента равна /[4ф 4Ё координата х центра тяжести этого элемента 
равна координате точки С плюс [60$ $, где ф— угол АВ с осью Ох, 
так что 


хе | 10. 


Подставив это значение х в первый интеграл и заметив, что / меняется 
от нуля до {д =<В, получим: 


[ х аз == | [1 (#28 1созФ). 
1:62: | 
Точно так же найдем; 

м 


№ ха | 14941 (2. — 105$), 
404! Г 
и затем 


1 
1 
= | ай (еж | 1соз 9—2 11605); 
о 
отсюда 
| 
%—=-- [ 21 созфао - 4. 


0 
Заметив, что с0$ ф4ф при интеграции по { не меняется, имеем: 


Г 
‚ Е 
__ 2034 4$ —_ 20 
== | р 4 = с0$фа$. 
0 


Но 
да! __ КФ м 
о, оу 
следовательно, | м 
— ба хь 27 
4 = 124 со $ ' 
4 
или, так как 16 ф==а, ох = да, 
—_ (8—1 
=, — аа. (55) 


Это и есть третье уравнение Давидова. 
Дифференциальными уравнениями (52), (53) и (55) решается во- 
прос о плавании площади. Укажем на общий ход решения задачи 
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о равновесии при помощи этих уравнений. Из данных уравнений 
контура и прямой сечения определяются х:, у, и м, Уз в функциях 
а и. Подставив значения х; и хо в уравнение (52), по интеграции 
находят связь между а и ©, которая пусть будет 


ф (а, 5) =С. {56) 
Обращаясь далее к уравнению (55), в которое подставляют значения хо 


‘и м1, исключают 6 на основании (56) и по интеграции находят связь 
между Ё и а; пусть эта связь есть 


:=Ф(а--С,. (57) 
‘Определив отсюда 4 и подставив в уравнение (53), по интеграции. 
‚находят \ в функции а: 

л= $, (а) С. (58) 


Исключают затем а из уравнений (57) и (58} и находят, таким обра- 
зом, связь между б и \, т. е. уравнение линии центров. 

Раз найдена линия центров, то дальнейшее решение сводится 
к опусканию нормалей на линию центров из центра тяжести данного 
тела и к проведению соответственных линий плавания. Если назовем 


через х и у координаты центра тяжести тела, то линия, проходящая 
через центр тяжести тела и центр отрезанной части, образует с осью Ох 
угол, тангенс которого есть 


= 


1. 


х—Ё 


Эта линия должна быть перпендикулярна к прямой сечения, угловой 
коэффициент которого есть а; следовательно, 


ут 
= . 1=0. 9 
‘ар (59) 


Из этого уравнения и определится @, которое, вообще говоря, имеет 
несколько значений. Различные значения @ дают различные углы 
наклонения для линии плавания; что касается до $, то соответствую- 
щее его значение найдется из уравнения (56), и линии плавания будут 
вполне определены. 

Пример 1. Определить положение равновесия плавающего 
параболического цилиндра. Пусть имеем параболический цилиндр, 
погруженный в жидкость так, что образующие его горизонтальны, 
Как было нами показано, вопрос о равновесии этого цилиндра сводится 
к вопросу о равновесии сечения этого цилиндра вертикальной пло- 
скостью, перпендикулярной к образующим. В данном случае сечение 
это будет представлять собой параболу, ось которой будем считать 
направленной вертикально вверх, 
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Примем ось параболы за ось Оу, а касательную в вершине за 
ось Ох (фиг. 412). Уравнение параболы относительно этих осей есть 


2 = 2ру. (60) 
Пусть уравнение прямой сечения есть 
у=ах-- 5. (61) 
Определим координаты точек пересечения параболы е прямой сечения. 
Умножив обе части уравнения у 


(61) на 2р и сравнив полученный 
результат с уравнением (60), по- 
лучим уравнение 


х? = 2рах -|- 2рё. ый 
Решая его, находим: 
о | (62) 
хз = ра — У р -- 215. 
Составляем полусумму х; их»: 


и — ра ” и 412, 
и вносим ее в первое уравнение Давидова (53): 
Аа Ча 4—0. 
Находим: 
рада-- 4 =0. 
Интеграция этого уравнения дает: 
раз-- 25 ==С. (63) 


Произвольное постоянное С определим по следующим начальным 
данным. Пусть в начальном положении линия сечения параллельна 
оси Ох и отстоит от нее на расстоянии ду; тогда при а==0, = 
мы получим С == 265; следовательно, 


ра? 25 =24., (63’) 
Обращаемся теперь к третьему уравнению Давидова: 
(а — < 
ЧЁ = 2 ^ 94, 


в которое подставляем х, и х. из уравнений (62). Определяя из 
уравнений (62) разность ха—^!, находим: 


х.— м, = 2 У а -- Эр =2 Ур (ра? 96), 
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или на основании уравнения (63): 
ж—х:=2 Ур ==2 УрС. 
Что касается площади и==пл. А‚ОВу, то, как известно, площадь 


части АдОВу параболы равна -5- площади соответствующего прямо- 


угольника А,ММВу. Высота этого прямоугольника есть 5%, основание 
равно 

ММ=23 УЗръ, 
следовательно, 


= 5.2 У2рё, == СУРб, 


так как замечено было, что С =26%. 
Подставляя найденные значения в уравнение (55), находим: 


ЧЕ == 82С УрС 


4а =р аа; 
12.5 СУРС 


отсюда 
== ра-НС:. (64") 


Определим С; из рассмотрения начального положения прямой сечения. 
Легко усмотреть, что центр тяжести части параболы А‚ОВу лежит 
на оси Оу, так что Е==0. Кроме того, для АзВу имеем а==0, сле- 
довательно, и С. ==0, и мы получим: 


& = ра. (64) 
Найдем теперь м. Пользуемся для этого уравнением 
Ч 
в которое подставляем 4; получаем: 
44 == ар да, 
откуда по интеграции: 
дес . (65) 


Для определения С, обращаемся к ‘начальным данным. Пусть коор- 
дината * центра тяжести части А’ОВь есть |, тогда при а == 0 най- 
дем С.==т). Что касается \/, то нетрудно его определить по фор- 
муле 

‚_ Пу@ 


— 11 аз 


891 РАВНОВЕСИЕ ПЛАВАЮЩИХ ТЕЛ 669 


Если разобьем площаль АзОВу на элементы, параллельные оси Ох, 
то площадь каждого такого элемента будет: 


43 = 4у- 2х =2УЗру ау. 


Подставив это в формулу для 1’ и заметив, что интеграция ведется 
по у от у==0 до у==6, найдем: 


% 
[2УЗруу-ау 
/ [0 
ы Г ‚ 
[2 УЗру ау 
0 
ИЛИ 
= 5 
2 Ур Гы 4 
‘__ =— 
к ов 5 
2У2р [ у’ ау 5 5? 
© 
Итак, 


3 
Исключим теперь параметр а из уравнений (64) и (65); тогда мы 


получим уравнение линии центров. Из (64) имеем; 


га 
>. 


а = 
По подстановке в (65) находим: 
—Р (&} 
7—= р] (=) + С 


# =2р(1— С). 
Это есть уравнение параболы с тем же параметром, как и у данной, 
продвинутой вверх по оси Оу на расстояние = в. 


Таким образом мы нашли линию центров. Олределим теперь пара- 
метры аи 65. Пусть координаты центра тяжести данной площади, 
ограниченной параболой КОХ, суть х и у. Условие, что прямая сече- 
ния перпендикулярна к нормали, проведенной из (х, У) к линии цен- 
тров, выражается, как было показано, уравнением 


откуда 


Я па--1=0. 


*— 


Из этого уравнения и определяегся а. 


670 ГИДРОСТАТИКА [9.1 


Заменив би \\ их значениями из уравнений (64) и (65), мы получим: 
— аа — 
©—=> —<) а--х— ра=0. 


Уравнение это третьей степени относительно а, откуда следует, что 
для параметра а мы получим три решения. Остановимся на частном 
случае, предположив, что центр тяжести данной параболы лежит на 


главной ее оси, так что х=0. Тогда уравнение наше может быть 
представлено в виде: 


— а2 
в(у— — © -—р)=0. 
Один из корней этого уравнения есть 
а=0, 


остальные же два корня получатся из квадратного уравнения 


а? _- 
2.- —=уУ— С, — р, 


откуда 
а= У 20=6-2 
=== ; ‚ 


Первое решение а =0 всегда действительно и показывает, что пря- 
мая сечения параллельна оси Ох. т. е. горизонтальна. Что касается 
остальных двух решений, то они 

у действительны только тогда, когда 


У> б-р, 
и в этом случае мы будем иметь 
еще два положения равновесия, 

Пример 92. Определить по- 
ложение равновесия плавающей 
призмы, образующие которой па- 
раллельны свободной поверхности. 
Пусть сечение призмы вертикальной 
плоскостью представляет собой 
многоугольник М. Если мы найдем 
положение равновесия этого много- 

Фиг. 413. угольника /М при его плавании, то 
наша задача будет решена. 

Примем одну из сторон за ось Оу, а за начало координат возьмем 
точку, в которой ось Оу пересекается с какой-нибудь другой сторо- 
ной (фиг. 413). Найдем, по какой кривой перемещается центр тяжести 
площади, отсекаемой прямой АВ, пока эта прямая АВ перемещается 
так, что все время пересекает выбранные нами стороны (1) и (2). 
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Пусть уравнение линии сечения АВ есть 


у=ах-- 5; (66) 
уравнение стороны (1) данного контура есть 
х=0, (67) 
а стороны (2) есть 
„у== Ах, (68) 


где А -—— некоторая постоянная величина. Определяя точки пересечения 
‘прямой сечения со сторонами данного контура, находим: 


(69) 
пишем первое уравнение Давидова 

Е даа =0, 
в которое вносим значения х; и х.. Заметив, что 


Ь 
м яда, 
по подстанозке находим: 


Ь 
А-а) аа —- 45 = 0. 
Разделим переменные: 
аа 245 

я—а Го —0. 

По интеграции находим: 
— 1 (А-а ш = ШС, 

откуда 

$: —=С(А— а). (70) 


Обращаемся теперь к уравнению 


__ 2—8 
4 = 15 да. 
Подставляем в это уравнение значения х. и х,. Находим: 


$34а , 
4 = 12(А— аи? 
но из (70) 


в=УС(А—а); 
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12 (А— а} 12и С, 
Интегрируя это уравнение, находим; 
С УС. 2 СУС 


и" УАа Г ыулеЕ Г (71) 
Далее определяем /) из уравнения 
41. 
а 
откуда 
41 =а4& 


Подставляем значение 4; находим; 


С УС ‚ _ ааа 
и а 


Чтобы интегрировать это уравнение, представим его в таком виде: 
СУСС А А—а ] 
44 = 12и “ [= — ({А— а)" Ча = 


= [ А аа аа | 


(Аа баг 


По интеграции получаем: 


=СИб(Уя—а+ +» (12) 


Исключаем а из уравнений (71) и (72). Из (71) имеем: 
_СУС 1 
А — = С. 
По подстановке в (72) получаем: 


СУС С 1 
1— Са = СС Ё су=®— с) - |, 


откуда р 
Ч— =: С. * ба РА@— С). (73) 


Это есть искомое уравнение линии центров. Оно представляет собой 
гиперболу, одна из асимптот которой параллельна оси Оу; действи- 
тельно, ч==оо при &==С;; другая же асимптота параллельна второй 
стороне. Это следует из того, что обе стороны равноправны. 


8 531 РАВНОВЕСИЕ ПЛАВАЮЩИХ ТЕЛ 678 


Итак, когда прямая сечения перемещается так, что пересекает две 
какие-нибудь стороны данного контура, то центры тяжести отсечен- 
ных частей перемещаются по дуге гиперболы: ясно, что когда прямая 
сечений переходит через вершину контура, то центры тяжести сле- 
дующих отсекаемых частей перемещаются по дуге другой гиперболы, 
вполне определенной для каждой пары у 
сторон, именно каждой паре сторон со- 
ответствует своя гипербола, асимптоты ко- 
торой параллельны этим сторонам. Вся 
линия центров сомкнется из дуг гипербол. 
Перемещение центра тяжести по гипер- 
боле будет только тогда, когда выбран- 
ная пара сторон не представляет собой (2) 
пары параллельных сторон. р 

Посмотрим теперь, какова будет ли- 
ния центров, когда две пересекаемые сто- 
роны будут параллельны. Возьмем одну 
из этих сторон за ось Оу (фиг. 414); 
тогда уравнения выбранных сторон бу- 0 га 
дут: 

у 0, Хе, Фиг. 414. 
где «— некоторое постоянное. При этом для точек пересечения пря- 
мой сечения с этими сторонами будем иметь: 
х=0, х==4. 
Так как 
ж- 2 ы 


2 2’ 


то первое уравнение Давидова для этого случая будет: 
я дата. 
— а-- 2—0, 

которое по интеграции дает: 


ва 26 ==С. (74) 


Далее замечаем, что 0—1 =а, и пишем третье уравнение Дави- 
дова; оно будет: 


4 = -— аа. 


Интегрируя, находим: 
__ 23а 
= ЕС (75) 


Что касается , то она определится из уравнения 


43 Зак. 2984. |. Е, Жуковский, 
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откуда 
а8 


== 54 @ | Са. (76) 


Исключаем теперь из уравнений (75) и (76) параметр а и получаем 
уравнение линии Центров: 


С и, (77) 


которая представит собой параболу с осью, параллельной оси Оу. 

Итак, когда прямая сечения перемещается, пересекая две парал- 
лельные стороны контура, то центр тяжес'и отсекаемой части пере- 
мещается по дуге параболы, ось которой параллельна этим сторонам. 
Таким образом в случае плавающей многоугольной площади линия 
центров представляет криволинейный многоугольник, состоящий 
из дуг парабол и гипербол. 

Легко показать, что эти дуги криволинейного многоугольника 
не пересекаются в вершинах многоугольника, а соприкасаются. 

В самом деле, пусть В есть одна из 

№ вершин криволинейного многоугольника 

(фиг. 415). Проведем касательную вточке В 

к ветви АВ. Эта касательная по второй 

теореме Дюпена параллельна соответствую- 

у щей линии сечения ЛИМ№, которая отсекает 

Фиг. 415. площадь, центр тяжести которой есть В. 

Но линия ИМ будет параллельна также 

касательной, проведенной к ветви ВС в точке В, так как точка В 

принадлежит и ветви ВС; следовательно, касательные к той и другой 

ветви в точке В совпадут, а это значит, что эти ветви .соприка- 

саются в точке В. Посмотрим, из скольких дуг будет состоять кри- 
волинейный многоугольник, если данный контур имеет п сторон. 

Всякий раз, как прямая сечения переходит через вершину дан- 
ного контура, получается новая линия центров. Так как каждый 
конец прямой сечения пройдет через каждую вершину данного 
контура, то отсюда следует, что совпадение концов прямой сечения 
с вершинами контура будет 2п раз, так что мы получим 2п раз- 
личных дуг. 

Таким образом мы видим, что если данный контур есть п-уголь- 
ник, то линия центров есть криволинейный 2л-угольник. Ясно, что 
криволинейный многоугольник будет сомкнутый, так как, переме- 
щая прямую сечения из какого-нибудь положения и обойдя весь 
контур, мы опять попадем в начальное положение прямой сечения. 

$ 10. О наибольшем числе положений равновесия призмы, 
плавающей по образующим. По третьей теореме Дюпена, чтобы 
найти все возможные положения равновесия, нужно опустить из 
пентра тяжести призмы все возможные нормали на линию пентров. 
Число действительных нормалей, опущенных из центра тяжести на 


м 
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линию центров, представит собой наибольшее число положений 
равновесия призмы. 

Аналитическое решение этой задачи довольно сложно, так как 
приходится решать уравнения высших степеней. Мы уже видели, 
что если линия центров есть парабола, то нужно решить уравнение 
третьей степени для отыскания всех направлений нормалей; для 
случая же гиперболы нужно решить уравнение четвертой степени. 
Давидов именно здесь и шел аналитическим путем и первый указал 
на наибольшее число решений. Но эти исследования весьма длинны 
и сложны. Вопрос этот решается проще по способу, предложенному 
Татариновым, который мы здесь и изложим. 

Известно, что нагбольшее число нормалей, которые можно про- 
вести из данной точки к параболе, есть три, так как мы получили 
уравнение третьей степени для определения чрсла нормалей для 
параболы; на гиперболу же из данной точки можно опустить четыре 
нормали, и, так как на одну ветвь можно опустить по крайней мере 
одну нормаль, то наибольшее число 
нормалей, которые можно опустить 
на другую ветвь гиперболы, будет 
три. Докажем одну вспомогательную 
лемму. 

Лемма. Пусть имеем ветвь па- 
раболы или гиперболы, удаляющейся 


# 

одним концом в бесконечность, и д р И _ 
— 

точку О, находящуюся в плоскости “3-7 


данной кривой (фиг. 416). Соединим 
точку О сточкой 4; если угол между 
линией АО и ветвью кривой острый, 
то иа эту ветвь можно наверкое 
опустить по крайней мере одну 
нормаль (причем направление линии АО считается от А к О, а направ- 
ление кривой — от ее начальной точки в бесконечность). 

Пусть АВ есть дуга кривой, Об— данная точка. Пусть угол 
ОДА’ — острый. Если мы будем соединять точку О с другими 
точками кривой, то угол непрерывно будет изменяться, все время 
увеличиваясь, и для бесконечно удаленной точки угол этот будет т. 
Ясно, что одно из промежуточных значений угла я, изменяющегося 


и ® 
в пределах от а «5 до а==т, есть ., т. е. линия ОА становится 


нормалью к кривой. Таким образом лемма доказана. 

Теорема. Наибольшее число положений равновесия п-гранной 
призмы, плавающей по образующим, есть 4п. Пусть имеем призму 
с л сторонами. Линия центров для этой призмы есть криволинейный 
2п-угольник, состоящий из дуг гипербол и парабол. Так как наиболь- 
шее число нормалей, которые можно опустить на дугу параболы 
или ветвь гиперболы, есть три, то число всех нормалей, которые 


43* 
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можно провести к сторонам криволинейного 2п-угольника, должно 
быть 2п.3==6и. Это было бы тогда, если бы возможно было про- 
вести все нормали. Покажем, опираясь на доказанную лемму, что 
из всех возможных би нормалей 2п отпадают, так что останется 
только 4п. Возьмем какую-нибудь вершину криволинейного много- 
угольника с двумя прилежащими сторонами АВ и ВС (фиг. 417} и 
покажем, что при всякой вершине 
р 0 этого многоугольника происходит 
\ д пропажа одной нормали. Соединим 
/ центр тяжести О с вершиной В. 
и Эта линия с ветвями кривых, не 
входящими в криволинейный много- 
угольник, может образовать тупой, 
Фиг. 417. острый или прямой угол. Пусть она 
образует с ветвью Ва острый угол; 
тогла по доказанной лемме на эту ветвь можно опустить одну нор- 
маль, и так как эта ветвь в криволинейный многоугольник не вхо- 
дит, то одна нормаль пропадает; если бы линия ВО образовала тупой 
угол с ветвью Ва, то тогда она образовала бы острый угол с ветвью 
Вф другой кривой, и в этом случае опять пропала бы одна нормаль, 
так как ветвь Во в криволинейный многоугольник не входит. Что 
касается того случая, когда ВО образует прямой угол, то в этом 
случае мы имели бы совпадение двух нормалей, проведенных к вет- 
вям ВА и ВС, так как линия ВО была бы одновременно нормалью 
к обеим этим кривым. 

Таким образом мы видим, что образует ли линия, соединяющая 
вершину криволинейного многоугольника с центром тяжести О, 
острый, прямой или тупой угол со сторонами многоугольника, во 
всяком случае пропадает одна нормаль. Так как всех вершин Эл, 
то отпавших нормалей будет @п, так что из всевозможных нор- 
малей останется 4п. Таким образом теорема доказана. 

Задача. Определить положения равновесия трехгранной 
призмы, плавающей при горизонтальности образующих. В силу 
доказанной теоремы мы знаем, что наибольшее число положений 
равновесия трехгранной призмы, плавающей по ребрам, есть 19. 
Остановимся на частном предположении, что данная призма есть 
равносторонняя, и обнаружим, что равносторонняя призма, пла- 
вающая по образующим, при надлежащем выборе плотности 
имеет все 12 положений равновесия. 

Предложение это пр’ надлежит Давидову; при доказательстве его 
мы будем пользоваться доказательством Слудского. Пусть имеем 
равностороннюю трехгранную призму. Все положения ее равновесия, 
как известно, соогветствуют положениям равновесия ее сечения вер- 
тикальной плоскостью перпендикулярно к ребрам. Сечение это пред- 
ставляет равносторонний треугольник. Пусть это сечение есть тре- 
угольник АВС (фиг. 418). 
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Положим, что зоеугольник этог погружен в жидкость верши- 
ной В и линия хх есть одна из линий плавания. Отметим центры 
тяжести всего треугольника и отсеченной части. Известно, что центр 


2 
тяжести площади треугольника лежит на у линии, соединяющей 


какую-нибудь вершину с срединой противоположной стороны, считая 
от вершины; поэтому центр тяжести треугольника АВС найдем, раз- 
делив АС пополам в точке О и отложив на линии ВР отрезок 


во=2 ВР; точно так же найдем центр тяжести отсеченной 
части РКВ, отложив на линии ВЕ (где В — средина РК) линию 
ва=- ВЕ. Соединив точку @ с Ои Е ср, легко усмотреть, что 


линии СО и ЕЛ парал- 
лельны. В самом деле, по 
построению имеем: 


ВО _2 _ ВО. 
вр 3 ВЕ’ 


это показывает, что линии 
СО и ЛЕ отсекают от сто- 
рон угла ОВЕ пропорцио- 
нальные части и, следова- 
тельно, параллельны. Если 
линия хх есть линия пла- 
вания, то линия СО, со- 7-1 

единяющая центры тяжести Фиг, 418. 

всего тела и отсеченного 

объема, перпендикулярна к линии плавания хх; а если СО | хх, 
то и РЕ | хх. 

Соединим теперь точки Ри К, в которых линия плавания пере- 
секает стороны данного треугольника, с точкой О; тогда мы получим 
линии ОЕРи ОК, которые равны между собой, как наклонные, 
равноудаленные от перпендикуляра. Это показывает, что точки Ки ЕР 
лежат на окружности круга, описанного из точки О. Таким обра“ 
зом точки пересечения линией плавания сторон треугольника лежат 
на окружности круга, описанного из средины третьей стороны, как 
из центра. 

Следовательно, если разделим сторону треугольника попо- 
лам, очертим окружность из средины этой стороны и соединим 
точки пересечения этой окружности с двумя другими сторонами, 
то полученная линия и будет линией плавания. Пользуясь этим, 
Слудский и ищет линии плавания трехгранной равносгоронней 
призмы. 

Будем искать линии плаваиия площади АВС, погруженной вер- 
шиной В в жидкость (фиг. 419). Проведем каким-нибудь радиусом 
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окружность из средины Д линии АС так, чтобы она пересекала две 
другие стороны треугольника. Пусть эти точки будут: а, 6, си 4. 
Соединив эти точки попарно так, чтобы точки каждой пары лежали 
на разных сторонах, мы получим четыре линии плавания: аб, с4, а4 
и с6. Из этих линий линию аб Слуд- 
ский называет верхней линией пла- 
вания, сд-—- нижней и а4 и 66 — 
боковыми. Посмотрим, в каких пре- 
делах изменяется площадь отсекае- 
мой части для каждой из этих ли- 
ний плавания. 

Наименьшее сечение для верх- 
ней линии плавания, которое мы 
получим, описывая из О окружность, 
будет сечение, полученное от окруж- 
ности круга наименьшего радиуса. 
Легко усмотреть, что круг наи- 
меньшего радиуса будет круг, ка- 
сающийся сторон АВ и ВС. При 
этом мы получаем одну линию ее’, 
которая и будет наименьшая верхняя линия плавания. Вычислим 
площадь части еВе’. Эта часть представляет собой равнобедренный 
треугольник, так что площадь ее есть 


1 


Фиг. 419. 


пл. еВе' == --- Ве? чт 60°. 


ыы 


Но Ве=ВА—-еА, а из грямоугольного треугольника РеА имеем 


еА = АД. с0$ 60°, поэтому Ве=3 АВ и 


пл. еВе’ == > В? &т 60°. 


Если мы назовем через $ площадь всего треугольника АВС, то 
тогда 


$ = Е АВ? чи 60°, 


и для площади отсеченной части будем иметь: 


пл. еВе’ = 5. 


9 
76 
Это есть наименьшее вначение отсеченной площади для верхней 
линии плавания. С увеличением радиуса верхняя линия плавания 
отсекает все большую площадь, и наибольшее значение этой пло- 
щади будет 5, так как наибольшая верхняя линия плавания есть 
сторона АС треугольника АВС. 
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Посмотрим теперь, в каких пределах изменяегся площадь, отсе- 
ченная нижней линией плавания. Нижняя линия плавания имеет наи- 
большую величину в положении ее’, а потом уменьшается до нуля, 
так как она перемещается вниз и в конце концов обращается в точку А, 
Отсюда ясно, что площадь, отсеченная нижней линией плавания, 


9 
изменяется в пределах от 76° АО нуля. 


Рассмотрим, наконец, пределы изменення площадей, отсекаемых 
боковыми линиями плавания. Боковая линия плавания отсекает пло- 
щадь, уменьшающуюся с увеличением радиуса. Действительно, возьмем 
левую линию плавания. Пусть С=х, 9С==у (фиг. 420); площадь 


МС = 5 ху эп 60°, и ее дифференциал р Г. 
равеп 7% — т 
4 (146) = п 60° («ау -- ух). Е 


Но треугольники 9) и ШР равны; 
следовательно, {Е = Ка и 


а(г) =@(Ка), 4х = — ву, 
4(9С) = =. зш 60° (у — х) ах. Фиг, 420. 


Из чертежа видно, что ху; поэтому @(9С) отрицательно, и 
площадь при увеличении х уменьшается. Одно из предельных поло- 
жений боковой линии есть полбжение ее, где она сливается с дру- 
гими линиями плавания; другое же ее предельное положение есть А’, 
когда дуга круга проходит через вершины А и С (фиг. 419). 


9 
В первом случае площадь отсеченной части есть 5$, во втором 


16 
1 
же случае она равна 1-5, так как пл. АРВ = лл. АВС. Следова- 
тельно, для боковой линии площадь отсекаемой части изменяется 
9 1 
еделах от — 5 = $. 
в пред 16 до 5 5 


Итак, площади, отсекаемые линиями плавания, изменяются в пре- 
делах: 


9 
для верхней линии от -х-5 до $, | 
» нижней №» > 3; до 0, (78) 


16 
р 9 1 
» боковой » » 15 $ до 5 5. 
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Посмотрим теперь, какова должна быть плотность, чтобы иметь 
наибольшее число положений равновесия. Если и есть площадь 
погруженной части, $ — площадь всего треугольника, р — плотность 
жидкости, а р’— плотность погруженного тела, то, как известно, 
чтобы имело место равновесие, необходимо, чтобы 


вр 
5 р’ 
Если теперь мы выберем плотность так, чтобы 
9 р’ 1 
6 > 5. >5, (79) 


то легко усмотреть, что в этом случае мы будем иметь три поло- 
жения равновесия, из которых одно соответствует нижней линии 
плавания, а два — двум боковым. В самом деле, если плотность удо- 
влетворяет условию (79), то 


9 


1 
16 > 


>э, 


®|я 


откуда следует, что 


9 
6>#>9, 
9 1 
1652125, 


т. е. площадь ы может быть отсечена нижней линией плавания и 
9 г 
каждой из боковых. Если же плотность такова, что 16 < < 1, то 


иы имеем только одно положение равновесия, соответствующее верх- 
ней линии равновесия, ибо в этом случае 


э 9 
<= <ь или 15 <#<з, 


и площадь и, определяемая из этого неравенства по условию (78), 
есть площадь, отсекаемая верхней линией плавания. Таким образом 
мы видим, что для треугольника, погруженного вершиною в жидкость, 
наибольшее число положений равновесия, соответствующее этой 
вершине, равняется трем при надлежащем выборе плотности [усло- 
вие (79)]. 

Погружая последовательно каждую вершину, мы получаем другие 
положения равновесия. Всех положений равновесия, соответствующих 
погруженным вершинам, будет 9 или 3. Но погружением вершин 
по одной не исчерпываются все случаи плавания, так как могут 
быть погружены две вершины зараз. Нам нужно поэтому рассмотреть 
и тот случай, когда погружены два угла, т. е, целая сторона. 
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Докажем предварительно одну лемму. 
Лемма. Если погруженное в жидкость тело находится в равно- 


? 
весии и отношение плотностей тела и жидкости есть то, 


ы 


повернув тело на 180” около линии плавания, изменив плотность 


р" 


/ 
тела из р’ в р’, так что =! —5, мы получим опять рав- 


новесие. Пусть, например, имеем тело, объем которого есть И, 
плотность р’ и центр тяжести О (фиг. 421). Пусть это тело нахо- 
дится в равновесии, будучи погружено в жидкость плотности р своей 
частью ип, центр тяжести 
объема которой есть С. 
Если тело находится в рав- 
новесии, то 


и 
7 р’ 


и линия СО перпендику- 

лярна к хх. Заметим, что Фиг. 421. 

на линии СО должен ле- 

жать и центр тяжести С” непогруженной части. В самом деле, центр 
тяжести всего тела мы найдем, складывая веса обеих частей тела, 
приложенные в центрах тяжести этих частей, откуда следует, что 
точки С, О и С’ лежат на одной прямой линии. 

Повернем теперь тело на 180? около хх. Тогда линия СО 
будет опять перпендикулярна к хх. Погруженный объем будет У— и. 
Чтобы тело было в равновесии, необходимо, чтобы его плотность р” 
была такова, чгобы 


Уи’ 
у — 
Но 
ИУ—и _ и __ р’ 
1 —у=1Ы— Е, 
следовательно, 
1 и ___ —_ у 


Итак, если мы повернем тело на 180° и изменим плотность 
согласно условию (80), то условия равновесия будут соблюдаться 
и при новом положении тела. 

Пользуясь этой леммой, мы рассмотрим те случаи положения 
треугольника, когла треугольник погружен в жидкость одной сто- 
роной. Мы имели, что при погружении треугольника вершиной 
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в жидкость отсекаемые площади изменяются в пределах: 
9 
для верхней линии плавания 16 $ <и<$5, 
9 
» нижней №» » 15 $ >ни>0, 
9 1 
» боковой » » 5$ >зи> 5 5. 


Разделив эти неравенства на $ и заменив отношение площадей отно- 
шением плотностей, перелишем их в виде: 


9 / 
для верхней линии плавания == <= < 1. 
9 р’ 
» нижней № » =>-ъЪ0, 
16 Г 
9 р’ 1 
» боковой » » 8223: 
Перевернем теперь треугольник так, чтобы он был погружен вместо 
вершины противоположной стороной. Тогда по доказанной лемме 
для положения равновесия будем иметь: 
9 р’ 
для верхней линии плавания 16 <! —5 <1, 


г 
» нижней » » и >1 — >0, 


» боковой » » 9. 1 — = 5 
. 15 > р > ‚ 
ИЛИ 


г 
для верхней линии плавания и > т >0, 
» нижней » » 7 < р <! 
16 р ы 
» боковой №» » ТТ 
16 р 2* 


Если плотность такова, что удовлетворяется первое неравенство, 

то имеем одно положение равновесия, соответствующее верхней линии 

плавания, если же плотность удовлетворяет третьему неравенсгву, 

которое заключает в себе и второе, то имеем три положения равно- 

весия, соответствующие нижней и двум боковым линиям плавания. 
Пусть плотность определяется неравенством 


рот 
>25 >в. (81) 
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Это возможно в двух случаях: 
9 2’ 1 7 
или >>, 
9 1 р’ 7. 
или 16 232.216; 


в первом случае имеем три положения равновесия при погружении 
угла и одно (нижнее) при погружении стороны; во втором случае 
мы получим три положения равновесия при погружении стороны и 
одно при погружении угла. Следовательно, если плотность удовле- 
творяет неравенству (81), то треугольник имеет 9 положений равно- 
весия при погруженных вершинах и 8 при погруженных сторонах 
или наоборот, так что всех положений равновесия будет 12. Таким 
образом мы доказали предложение Давидова. 

$ 11. Об устойчивости равновесия плавающих тел, Мы огра- 
ничимся исследованием устойчивости равновесия тел цилиндриче- 
ских, однородных или таких, в которых плотность распределена 
симметрично относительно среднего сечения, и плавающих так, что 
образующие их горизонгальны. Задача о плавании таких тел сво- 
дится, как было показано, к аналогичной задаче о плавании мате- 
риальных площадей, представляющих собой их средние сечения. 
Поэтому мы будем рассматривать вопрос 0б усгойчивости пла“ 
вающих площадей и относить полученные результаты к плавающим 
телам. 

Известно, что те положения равновесия системы суть устойчивые, 
в которые тело стремится вернуться при малом огклонении от них; 
а те положения равновесия, в которые тело не возвращается, будучи 
отклонено, суть положения неустойчивого равновесия. 

Пусть имеем цилиндрическое тело, плавающее и находящееся 
в равновесии, причем линия плавания есть 26, О — центр тяжести 
всей массы плавающего тела, С — центр тяжесги погруженной части 
(фиг. 422 и 423). Линия ОС, как известно, перпендикулярна к а6. 
Выводим те..с из положения равновесия, поворачивая его, как 
показывает на чертеже стрелка 7, причем со свободной поверх- 
ностью жидкости совпадает линия сечения 2’б’; центр тяжести 
ногруженной теперь части будет в С”, причем С и С’ лежат на линии 
центров; но линия С’О уже не будет перпендикулярна к 2”Б”, а линия 
СМ, перпендикулярная к 07’, пересечет ОС в точке М. 

Точка М называется метацентром. Она представляет собой 
точку пересечения двух бесконечно близких линий, проходящих через 
центры тяжести вытесненных объемов для данного положения пло- 
щади и для повернутого и перпендикулярных к соответствующим 
линиям сечений. Легко усмотреть, что метацентр представляет собой 
центр кривизны линии центров. В самом деле, по теореме Дюпена 
касательные в центрах тяжести С и С” параллельны соответствующим 
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линиям сечения аб и а’6’; следовательно, линии СМ и СМ суть две 
бесконечно близкие нормали к линии центров, и точка пересе- 
чения их есть центр кривизны линии центров. 

В отклоненном положении на тело будут действовать две силы: 
1) сила тяжести всего тела, приложенная в его центре тяжести О 
и перпендикулярная к @’б’, которую назовем Р, и 2) равнодей- 
ствующая сил давления жидкости, приложенная в С”, равная силе Р 
и также перпендикулярная к а’ф’ и направленная вверх. Назовем 


Фиг. 422. Фиг. 423. 


эту силу через Р’ и перенесем ее точку приложения в метацентр. 
Мы получим пару Р, Р”. 

Если метацентр /М лежит выше центра тяжести тела, то эта пара 
будет стремиться вращать тело, как показывает стрелка 2 на фигуре 422, 
т. е. вернуть тело в его прежнее положение равновесия, и равновесие 
при линии плавания аб будет устойчивым. Если же метацентр М 
лежит ниже центра тяжести тела, то силы составят пару, стремя- 
щуюся повернуть тело, как показывает стрелка 2 на фигуре 423, 
т. е. будет еще больше отклонять тело от положения равновесия, 
и равновесие будет неустойчивое. 

Из всего сказанного вытекает следующая теорема: если в поло- 
жении равновесия плавающего тела метацентр лежит выще центра 
тяжести, то положение будет устойчивым; если же метацентр 
лежит ниже центра тяжести плавающего тела, то положение 
будет неустойчивым. 

Так как метацентр М есть центр кривизны линии центров, то 
расстояние его до центра тяжести вытесненного объема МС будет 
равняться радиусу кривизны р линии центров и, если у ==/(&) будет 
уравнением линии центров, определится по формуле 
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Пользуясь обозначениями, ранее принятыми, мы имеем: 
= (х2— хз аа а1 @ _ аа 12и 


и Шо ВР». 
Предположим, что ось Ох параллельна линии плавания; тогда 
а, Ха— 1 == 
где 2 есть хорда плавания и, следовательно, 
__ 28 
= 5. 


Если через 8 мы обозначим расстояние между центром О тяжести 
всего тела и вытесненного объема, то равновесие будет устойчивым 
или неустойчивым, смотря по тому, будет ли 


28 
=5.=8. 


$ 12. Барометрическая формула для определения высоты 
места подъема над поверхностью Земли. Над поверхностью Земли 
находится воздух, подверженный действию силы тяжести, которая 
обратно пропорциональна квадрату расстояния от центра Земли. Если 
обозначим через ® — радиус Земли, через 2 — расстояние точки от по- 
верхности Земли, через }— коэффициент пропорциональности и че- 
рез т — массу точки, то сила, действующая на точку, будет: 


т _ 
(© 2}? ^ 
Когда точка будет на поверхности Земли, то 2==0, и сила будет 
равна силе тяжести на земной поверхности: 
т} 
1 — 78; 
отсюда / == Ар и 
0 т 
(@- = — 2 


Если ось Ог мы направим по вертикали вверх, то в уравнении 
Хак У 242 


имеем: 
—____ Ав 
+ 
и, следовательно, 
р 
ар К [#7 


т (Юг (82) 
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Плотность в изменяется с температурой и давлением. Известно, чго 
межлу р, р и температурой Т существует такая зависимость: 


_ АР __ 
р— Т-тг + РУ й , 
1 
гдеви а — постоянные. Обыкновенно принимают @ == 573, НО Лаплас 
нашел, что можно получить более близкие к истине величины, если 
1 
взять @ ===” (приняв во внимание влажность воздуха). 


250 
Для приближенных вычислений можно предположить, что атмо- 


сфера имеет постоянную температуру, среднюю между температурой &› 
на поверхности Земли и температурой # на высоте г. Тогда 


= ад =, 


где 


2 а -а 1 


Подставляя это значение о в формулу (82), найдем: 


я после интеграции 


Если давление на поверхности Земли при 2==0 равняется ру, то 


22 
Ш ро == Е = с, 


и, следовательно, исключая С, получим: 
1 Юве 
(ЕВ ===. (88) 


Из этой формулы можно определить 2, если давление будем отсчи- 
тывать ло анероиду. Если же будем пользоваться ртутным барометром, 
то должны принять во внимание, что вес ртути уменьшается с подъ- 
емом над Землей. Пусть вес единицы объема ртути на Земле равен то 
и на высоте = равен 1. Тогда 


г ® 
% (К 


Р==й1, Ро== йе 
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где Йо и Йй — приведенные высоты барометра к темпера гуре, равной 0°, 
Из этих формул мы получаем: 
р т йЮ? 


р № (Ка 
Подставляя 5 в формулу (83), найдем: 
0 


Р-:г — [792 
Ю Ю-+2` 


т. 2 


Развернем в ряд: 
анк +. 
СВЕ ре) ве... 


Ограничиваемся величинами первой степени: 


о _ 2 __ 2 
ш- ==882 —2 у = 2 (8 —т). 
Окончательно 
— М №. 
2 = Мш г 
По Лапласу высота в метрах равна 


2-18 336 [1+ 209 в. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 
ГИДРОДИНАМИКА. 


8 1. Введение. Займемся сначала выводом уравнений гидродина- 
мики. Уравнения гидродинамики могут быть получены на основании 
начала Даламбера и соответствующих уравнений гидростатики. По 
началу Даламбера, если мы вообразим, что жидкость остановлена, и 
прибавим к внешним силам силы инерции, то будем иметь равновесие. 
Поэтому, если мы напишем уравнения равновесия сил Х, Г, Ги 
сил инерции 


@х 4?у 422 


а’ а, ай 


рассчитанных на единицу массы, т. е. 


(х— 2+) 42. в(у—47)=4%, (2—4) = ® 


ай а ду ай Ч: 
ИЛИ 
@х т дв __ Чу _ 142. —_ 42 _ 1 др 
А— в 5х, а р бу, бат 5 др, @) 


то эти уравнения и будут уравнениями движения жидкости под дей- 
ствием сил Х, У, 7. 

Обыкновенно уравнения гидродинамики употребляются в другом 
виде: или в форме Эйлера, или в форме Лагранжа. Уравнения гидро- 
динамики, как в форме Эйлера, так и в форме Лагранжа, получаются 
из уравнений (1) по замене в них вторых производных от х, у, 2 
первыми производными от скоростей точек жидкости; но в то время 
как Эйлер характеризует скорость жидкости, отнеся ее к данной 
точке пространства, т. е. считает ее за функцию времени и коорди- 
нат х, у, г той точки пространства, через которую частица жидкости 
проходит в момент & Лагранж рассматривает движение одного эле- 
мента жидкости, начиная от данного начального положения этого 
элемента, и выражает скорость элемента в функции времени и коор- 
динат начального положения элемента жидкости, 
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$ 2. Уравнения гидродинамики в форме Эйлера. Движение 
жидкости будем рассматривать относительно неподвижных прямо- 
угольных осей координат. Отметим какую-нибудь точку прослран- 
ства АД, через которую проходит эле- 
мент жидкости (фиг. 424). Жидкость, 
вступая в точку А, получает вполне 
определенную скорость У, зависяшую 
от положения этой точки в простран- 
стве и от времени; если во всех точ- 
ках пространства для всякого времени 
будут определены скорости, то этим 
вполне будет охарактеризовано движе- 
ние всей жидкости. Исходя из этого 
положения, Эйлер и составляет диф- 
ференциальные уравнения для опреде- Фиг 494. 
пения скорости жидкости в функции 
ее координат х, у, 2 и времени [. 

Пусть проекции скорости У по осям координат суть и, %, %); 
мы их рассматриваем как функции коорлинат и времени: 


==/(х, у, 2, 1, %==/; (х, У, 2, 2, == (х, у, 2, 8. 
Посмотрим, как из этих равенслв могут быть получены ускорения 
2х Фу @ 

а? ай’ ай° 
На 


Хх 
дк есть проекция полного ускорения какой-нибудь определенной 


частицы жидкости на ось Ох; ее мы можем представить, как про- 
изводную от проекции скорости на ось Ох той же частицы, положив: 


2х а г) ап 


а ара) а › 
получаем: 
ап ди ди ах ди ау ди 4 
а ор Нок м Рау ШТ д; а, 
Точно так же найдем: 
ау 0% до ах ду 4 ди 42 
ая == ор К бя ‘ар ду г К 9 а, 


2 0% д% ах 0% 4у ди а: 
авт = `0е дя а ду Ш Го: Ш, 


Подставим найденные выражения вторых производных в уравнение (1); 


44 Зак. 2984 Н. Е. Жуковский, 
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тогда мы получим. 


1 9-х 0ди ди ах ди ау ди 42 

р дх = 9 дб Ш ду & 02 а’ 

14 _у_ 90 00 ах 00 4 дь @2 @) 

р ду ^—— [1 дх ду @ 02 @!’ 

1 др 2 Г) ди ах ди ау д% 42 

$ 92 9: 0х обо Ш 

или 

1 р _ ди ди ди ди 
бя А бр бк бур, 
1 др _ до до ди до х 
Г би бу? Е, 2) 
1 др _ ди 0% ди д 
тб Абу: | 


Эти уравнения суть уравнения гидродинамики в форме Эйлера. Они 
представляют собой три уравнения с частными производными пер- 
вого порядка с четырьмя неизвестными функциями и, 9, м и р. 
Трех уравнений, очевидно, недостаточно для определения четырех 
неизвестных функций; поэтому нам нужно найти еще одно соотно- 
шение между ними. Это соотношение мы получим из рассмотрения 
геометрических связей. 

Пусть жидкость несжимаема. Это свойство жидкости мы геоме- 
трически характеризуем тем, что объем каждого элемента жидкости 
не может уменьшаться. Выше мы нашли, что это геометрическое 
стеснение связывает бесконечно малые возможные перемещения усло- 


вием 5 
[ вх их д 52 
а 20 


Будем рассматривать только такие перемещения, при которых 
жидкость не освобождается от геометрических стеснений (т. е. пред- 
положим, что жидкость при движении не разрываегся); тогда связь 
между бесконечно малыми перемещениями будет выражаться равен- 
ством 


9х +25 И 
9х. -Р-5_ 


Так как действительные бесконечно малые перемещения 4х, Фу, 42 

суть одни из возможных перемещений, то мы можем написать полу- 

ченное равенство для действительных перемещений. Заметив, что 
4х ==и4, 4у==94 4г==% 4 

найдем; 


(9; 9+) 0 
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или, гак как 4-20, то 

ди дэ 0% 

9 Ру Рая =0. (8) 


Полученное уравнение представляет условие неизменяемости объема, 
Эйлер назвал его условием неразрывности жидкости. 
Уравнениями (2) и (3) вполне решается вопрос о лвижении 
жидкости в случае жидкости несжимаемой, для которой р == сопз. 
Из этих четырех уравнений с часгными производными первого 
порядка определяются неизвестные функции и, 9, и р в функциях 
независимых переменных х, у, ги Ь при- 
чем в окончательные результаты войдут 
четыре произвольные функции, вид кото- 
рых определяется по начальным данным, Я 
Прежде чем перейдем к рассмотре- 
нию начальных данных, посмотрим, какими 
уравнениями характеризуется движение 
жидкости в случае тел газообразных. Если 
имеем газообразную жидкость, то мы по- 
лучим те же уравнения (2), но неизвест- 
ных функций будет уже не 4, а 5, так Фиг. 425, 
как в этом случае и о неизвестно. Сле- 
довательно, к уравнениям (2) нужно еще прибавить два уравнения, 
чтобы задача стала определенной. Олно из этих уравнений есть 
уравнение, аналогичное уравнению (3), которое называется условием 
неизменяемости массы. Выводом этого уравнения мы и займемся. 
Вообразим некоторый конечный замкнутый объем и посмотрим, 
какое количество материи входит в этот объем за время 42 Пусть 
жидкость движется в точке А со скоростью У. Выделим бесконечно 
малый элемент поверхности 4 и построим цилиндр с основанием 43 
и образующей У@Ё (фиг. 425); количество материи, прошедшей 
через элемент 4 во время 44 выразится объемом этого цилиндрика 


—мщ 
4 И 4Есоз (У, п), 
умножениым на плотность жидкости р: 
—^— 
43 У 4Ёсоз (У, п)о 


{п есть виутренняя нормаль к 43). Вся же масса, вошедшая в дан- 
ный замкнутый объем, выразится двойным интегралом 


И 4 Усов (Й п), 


где интеграция распространяется на всю поверхность, ограннчиваю- 
шую объем. Так как 4 не изменяется при этой интеграции, то мы 


44° 
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можем вынести его из-под знака интеграла: 
— 
41 Г р Усоз (У, п) @а 


и преобразовать полученное выражение по формуле для перехода от 
объемного интеграла к поверхностному. Мы видели, что 


—| ФУ соз (Й п) 3 = 
= Гео ед вх 


где п, Фи ® суть компоненты У по осям. Полагая в этой формуле 
ф==р, найдем: 


а [[ь ИУсоз (и) в == 


==“ [Г {52 и )-- + г: (и) | 4х ау а. 
Это есть количество материи, вошедшей во время 4 в конечный 


объем. Так как формула эта верна для всякого объема, то мы можем 
отнести ее к бесконечно малому объему 


д == [| [| [ах ау аз; 


тогда часть подинтегральной функции, заключенную в скобки, мы 
можем вынести из-под знака интеграла и найдем, что количество 
материи, вошедшей в бесконечно малый объем 4® во время 45 есть 


—4 3; @д-- зу © ау ©) } 45. 
Определим это количество с другой точки зрения. Пусть во время & 


плотность жидкости есть р, тогда количество материи в объеме 4® 
будет ра. По прошествии времени 4 плотность изменится в 


р-- 2 45 
и количество материи в том же объеме представится произведением 
(2-5 р 4) 4. 
Следовательно, количество вновь вошедшей жидкости будет; 


(2-9 а) до — рав < 32 ара, 
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Сравнивая это выражение с вышеполученным выражением количества 
жидкости, мы найдем, что 


№. ое Ну, 9+ у; (63) } а, 


откуда 
д 9 д (2% ‚ 
о 2) | 2 | 2 ее) ) _ 0. [Е ) 


Это и есть уравнение неизменяемости массы. 

Что касается другого уравнения, то оно получается из усло- 
вия самой задачи, Например, если газ движется при постоянной тем- 
пературе, то по закону Мариотта имеем р == Ар. Вообще из условий 
задачи находится зависимость между плотностью и давлением: 


р==/ (0). (4) 


Таким образом для решения вопроса о движении жидкости в случае 
тел газообразных мы имеем пять уравнений [три уравнения (2), урав- 
нение (3) и уравнение (4)] для определения пяти неизвестных 
функций #й, 9, ®, рир. 

Выше было замечено, что произвольные постоянные и произвольные 
функции интеграции определяются по начальным условиям задачи и 
по начальным данным. К этим условиям относятся граничные условия 
и условия на свободной поверхности жидкости, 

Граничными условиями называются те условия, которым должны 
удовлетворять частицы жидкой массы при их движении по стенкам 
и на свободной поверхности. Если уравнение стенок сосуда есть 


Л (х, у, 2) =0, 


то скорости и, 9, ® должны быть такими функциями х, у, зи 
чтобы при движении частицы жидкости по стенке ее координаты 
х, у, = удовлетворяли уравнению стенки. Во время #-|- 4! координаты 
х, у, 2 изменятся в х--и4Ь у--оаь 2г-- ша (где и 4Ё== ах, 
9 4Ё== 4у, в @Ё— 42), и по сказанному мы должны иметь: 


7е-Рааь уфуаь э-- ща =0. 


Раскрывая первую часть этого равенства в строку Тэйлора и пре- 
небрегая бесконечно малыми выше первого порядка, имеем: 


д 
<, у, 2-+(5^ 5, о и) = 0. 
Так как }(х, у, 2)=0 и 4-0, то 
д д д 
ии =0. (5) 


Вот граничное условие, которому должны удовлетворять скорости 
точек, движущихся по стенке в случае неизменной стенки, 
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Если бы стенка двигалась по какому-нибудь определенному за- 
кону, то в уравнение ее входило бы время & так что уравнение ее 


было бы 
1(х, У, 2, ) =0. 


В этом случае уравнение, которому должны удовлетворять коорди- 
наты точек, движущихся по стенке во время #--@4 будет: 


Дх-гадь у-эаь э-шаь 1-99 =0. 


Это уравнение приводит к другому граничному условию: 
9, д ду д 
и, ош =0, (5”) 


которому должны удовлетворять скорости частиц жидкости на стен- 
ках в случае подвижной стенки. 

Аналогичному условию должны удовлетворять скорости частиц 
на свободной поверхности. В самом деле, пусть при решении задачи 
для гилростатического лавления получим: 


р=-ф(х, у, *, В. 


На свободной поверхности это давление должно быть равно внеш- 
нему давлению ро и потому быть постоянным для всех точек сво- 
болной поверхности; следовательно, полная производная по времени 
от р должна быть нуль, т. е, 


ду 9$ 9$ 9 
7-х Ну: в =0, 


ИЛИ 
д 9 др д 
а-я Ноу ив =0. в 


Это и есть условие для точек свободной поверхности. 

$ 3. Уравнения гидродинамики в форме Лагранжа. Лагранж 
характергзует движение жидкости с иной точки зрения, Он следит 
за движением каждой частицы и считает движение жидкости вполне 
определенным, если координаты движущейся частицы выражены 
в функциях времени и координат начального положения этой частицы, 
которые предполагаются известными. 

Пусть координаты начального положения какой-нибудь частицы 
суть а, В, с, а по прошествии времени # суть х, у, г. Задача будет 
решена, если мы выразим х, у, ё ир в функциях а, 6, сит. е. 
если мы найдем: 


х =} (а, 6, с, 0, у==Л (@, 6, с, 5, 


2==1, (а, 6, 6,1, р==ф (а, 6,6, 1. 7) 
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Легко усмотреть, что вторые производные от х, у, г по времени 
представляются вторыми производными от {, /;, /ь», по явно входя- 
щему времени, так как а, В, с от времени не зависят. 

Напишем уравнения гидродинамики в общем виде: 


а 1 рб 1, о 
р дх д? * р ду 9Р ? р 02 08 
дх ду д2 


и, умножив эти уравнения соответственно на да , да, 95а ‚ Сложим их, 
Найдем: 


1 (52 9 19. ду - 92. 92 
дх да ду ит 92 и) = 


=х52 | 92 0%х дх 0%у ду 022 д; 
ХУ и. 


Легко показать, что скобка в первой части представляет собой пол- 
ную производную от р по а. Действительно, р является некоторой 
функцией х, у, ий 


р=Р(х, у, 2, 0. 


Если возьмем полную производную от р по а, то, заметив, что а 
не явно входит через х, у, 2, найдем: 


др _ др. 9 др ду | 92. 82. 02 


да — дх да Гоуда Г д: да ' 
Допустим далее, что силы имеют силовую функцию (7, так что 
90 аи ди 
К, Гу, =. 


Тогда 


9% дх 90 ду 90 д2 и 
НУ 25 = Эх а "бу да Тб: 5 =" 


Пользуясь этими преобразованиями, напишем уравнение (8) в виде: 


аналогично ор, ор 95 бр 95 08 55, 9 


Если имеется капельная жидкость, то в ==с013{., и мы можем на. 
писать, что 


1. (2) 1% = (2) 1 др. 5 (2); 
р — } > Р/’ в 96 0 
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в случае же газа имеем: р=/(р), тогда 


1 „0Р 14 _0Р 1 др _0Р 
р ба 00а’ 20606’ ре 06? 


где Р= [у 


(р) * 


Таким образом уравнения (9) как для капельной жидкости, так и 


для газа могут быть представлены в виде: 


д2х дх 03у ду 922 92 9 

эн да "дя ба К эн да = ба @—Р), 

д°х дх | 03у ду | 02202 _9д 

98 95 Г дв 55+ эв 5 = 55 0—Р) (10) 


9х дх 03у ду ‚ 022 д: 


д 
ое 5 Ки 5 Ки с = (0 —Р), 


причем в случае капельной жидкости 


Р-==2- 


р 
а в спучае газа 
р= | ЧР. 
р 


Эти уравнения и суть уравнения гидродинамики в форме Лагранжа. 
Они представляют собою три уравнения с частными производными 


Фиг, 426. 


второго порядка от 
искомых функций х, 
у, и Р при незави- 
симых переменных а, 
р сиЕ 

Чтобы иметь до- 
статочное число урав- 
нений для отыскания 
четырех неизвестных 
функций, нужно при- 
бавить к этим уравне- 
ниям еше условие не- 
изменяемости массы, 
которое в форме Ла- 
гранжа представляется 
иначе, чем в форме 
Эйлера. Выведем это 
условие. 


Вообразим оси координат Мх’у’г’, которые движутся вместе 
с жидкостью, оставаясь параллельными осям Оху2 (фиг. 426). Пусть 
началом их служит точка М, координаты которой относительно 
неподвижных осей Охуг суть а, 8, с. Возьмем на осях координат 
Мх’ у три точки А, В и С, отстоящие от начала М соответственно 
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на расстояниях да, 46, 4с, и построим элементарную пирамиду АВСМ. 
Объем этой пирамиды есть 14а 46 4с. Если назовем через ру плот- 


ность жидкости в рассматриваемый момент времени, то масса 4т 
жидкости, заключенной в этот объем, будет: 


ро 42 46 4. 


Положим теперь, что по прошествии времени # пирамида пере- 
местилась и, деформируясь, приняла вид А’В’С’М’. Вычислим объем 
выбранной нами пирамиды в Новом ее положении. Определяем для 
этого координаты ее вершин. Координаты точки ЛМ’ относительно 
неподвижных осей на основании уравнений (7) будут: 


х ==Х(а, 6, с, й, у=р(а, В, с, 1, 2== (а, 6, с, 0. 


Координаты точки А в начальном положении были а-|- а, 6, с; 
в момент Ё точка А будет в А’ и ее координаты будут 


1 (а-Наа, 6, в, 9, К (а-- аа, 6, в, 8, (ааа, 6, с, 8. 


Раскрывая эти функции в строки Тэйлора и пренебрегая бесконечно 
малыми выше пёрвого порядка, найдем: 


а-- аа, в, в, -ЕЛ@, в, с, 0-- Ааа х-- аа, 


д 
7 (а-Р аа, 6, в, 0 =у--% Ча, 


Ха (@-|- 44, 6, с, у=2-- 92 аа. 


Это суть координаты точки А’ относительно осей Охуг. Относительно 
же осей Мх’у’2”, как легко усмотреть, они будут: 


и __ 9х /_ ду ‚_ 92 
х — ос 94, У —-5а 94, 2” = а. 44. 
Точно так же для точек В’и С’ найдем: 
г 9х —_ ду / 0: , 
2 — 05 48, У ор 49, 2 = р 46; 
‚_ 0х р ду 90: 
Я: = бо 46, Уз == 5 46, 23 == 5 @с 


Что касается точки М”, то координаты ее относительно осей д”, у’, 
г’ равны нулю. 

В аналитической геометрии доказывается, что объем пирамиды 
через координаты ее вершин выражается одной шестой детерминанта, 
составленного из координат трех вершин, ебли четвертая вершина 
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лежит в начале координат. Следовательно, объем пирамиды А’В’С’М’ 
есть - 


9х ду [2 
ху, 5: 49а 54а 34а 
1 и 1| дх ду 95 ' 
—| Хх ’ 2 ——| —- — 
6 1 Ут 1 6 95 ав 9 4 дь 4 . 
х У =’ д д 
2? 73? 92 х у 9: 
де д 


Вынося общие множители каждой строки ва знак детерминанта и 
полагая 


дк ду 0: 
да да да 
9х 97 9 | А 
96 06 95|’ 
д^А ду 02 
96 № 4% 

лля объема получим: 
5 АЧа 46 Че. 


Что касается массы, заключенной в этом объеме, то она будег 
1 
ЧТ == = рА Ча 46 ас, 


где р есть плотность жидкости в точке М’ в момент # Так как 
масса не должна изменяться, то должны иметь: 


ро 46 4 == ра 4а В Че, 


. Ро 
откуда: А ==-0, или 

0х бу в 

да да 90а 

дх ду 02 Ро 

9% 3 5% =>. (11) 
0 д 0: 

Ос дс де 


Это и есть искомое условие неизменяемости массы. В случае 
жидкости несжимаемой, плотность которой не изменяется, оно обра- 
щается в следующее: 

А =1. 


Укажем теперь на враничные условия. Если уравнение стенки 


есть 
Ф(%, У, 2) =0, (12) 
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то этому уравнению должны удовлетворять во все время лвижения 
координаты частиц жидкости при стенке. В начальный момент времени 
при х==а, у==ё, +==с это уравнение дает: 


Ф (а, 0, ©) =0. (13) 


Подставляя в уравнение (12) вместо х, у, 2 значения (7), мы должны 
получить уравнение (13), т. е, # при той подстановке должно сокра- 
титься; поэтому полная производная по времени от ф(х, у, 2) должна 
быть нулем, т. е. 


9$ 9х д$ ду 9$ д2 — 
дж 5 `Г ду 7 К 22 Е = 0. 


Что касается условий на свободной поверхносли, то они состоят 
в том, что на свободной поверхности давление вп всех точках одина- 
ково Если 


Р=ь(а, ве, 0 


есть величина давления внутри жидкос1и, то на свободной поверх“ 
ности оно должио быль постоянно, и Ёв выражение Р не лолжно 
входить: 


Таким образом вопрос о движении жидкости сводится к интегри- 
рованию трех уравнений (10) с частными производными второго 
порядка и уравнения (11), которое есть нелинейное уравнение с част- 
ными производными первого порядка. Произвольные функции инте- 
грации определяются по данным условиям задачи, каковы граничные 
условия, условия на свободной поверхности, и по другим начальным 
данным. Интегрирование этих уравнений в общем виде до настоящего 
времени еще не выполнено, 

$ 4. Установившееся движение и движение с потенциалом 
скоростей. Теоремы Бернулли и Лагранжа. Даниил Бернулли дал 
один интеграл дифференциальных уравнений движения жидкости для 
случая так называемого установившегося движения жидкости. Устано- 
вившимся Овижением называется такое, при котором скорости 
частиц жидкости в одной и той же точке пространства не 
меняются со временем, 

При установизшемся движении скорости п, 9, м частиц жидкости 
являются только функциями коорлинат, так что в уравнениях гидро- 
динамики в форме Эйлера нужно положить: 
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и для установившегося лвижения будем иметь: 


| др ди ди ди 
А уд: ®, 
1 др до 0% ди 
ду = 7 бх ду — др 9, 
| др _ ди 0% 9% 
пб ду д: 9. 


Если силы имеют силовую функцию, то написанные уравнения как 
для капельных жидкостей, так и для газов могут быть представлены 
так: 


ОР 90 ди ди __ ди в \ 
дх дх 0х бу 02 ' 
ОР ди 0% д 0% | 
ВИ АВ мы 
др _ 00 ди р ди 0 до 
792 = 9 бу бд 
где для капельной жидкости: 
ВР = =, 
а для газов 
в= | 42. 
р 


Из этих уравнений и получается интеграл Бернулли. Прежде чем 
перейти к выводу этого интеграла, установим понятие о линии тока. 
Линией тока называется такая линия, касательная к которой 
в какой-нибудь точке направлена по скорости частицы жидкости 
8 этой точке, В случае установившегося движения скорость в каждой 
определенной точке пространства с течением времени не меняется ни 
по величине, ни по направлению, и линия тока есть траектория 
движения частицы жидкости. Легко усмотреть, что линия тока одна 
и та же для всех частиц, проходящих через одну и ту же точку 
пространства, так как траектория одной какой-нибудь частицы жидко- 
сти служит траекторией и для всех других частиц жидкости, 
лежащих на ней. Отсюда ясно, что линия тока при установившемся 
движении не изменяет своего положения в пространстве. Если мы 
вычертим несколько линий токов, образующих трубочку, то струйка 
жидкости будет течь так, как будто она заключена в эту трубочку. 

Обратимся теперь к доказательству теоремы Бернулли и укажем 
на один интеграл, произвольная постоянная которого сохраняет одно 
и то же значение для всех точек одной и той же линии тока. 
Выделим бесконечно малый элемент 45 линии тока (фиг. 427) и на- 
зовем проекции его на оси координат через @х, @у, 4г; легко 
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усмотреть, что 45 можно рассматривать как элемент пути, пройден- 
ный во время 4 частицей жидкости, так что 


4х ==и4Ь ау=о4Ь 42=щ4ь 


где и, 9, ® суть проекции скорости ИУ частицы жидкости на оси 
координат, а 4$== УбЕ Умножим уравнения (14) соответственио 
на 4х, Чу и @2 и сложим их; получим; 


оР ОР 0Р 


90 ви ди ди ди ди 
д до до ди ди ди 
— (5 “Ноу *- ®) 0 41— (5% иду -- 9; ®) 044. 


Первая часть полученного равенства представляет собой полный диф- 
ференциал от Р, взятый по линни тока: 
дР дР у 
бр ах бу р 42 = ар, 
где @Р, по сказанному, есть изменение Р 
при переходе от одной точки линии < 
тока к бесконечно близкой точке на той -- 
же линии тока. Точно так же первые — =х 
три члена второй части представляют й 
полный дифференциал силовой функ- 
ции (7 по линии тока: $ 


90 90 90 
Е а*- ду ЧУН бд 92 = 40. Фиг, 427. 


Преобразуем остальные члены, входящие в уравнение (14): 
д ы 
(5 + 5 «) и! — (3% ва-- у э9а#-- Зои 
ди ди ди 2 
= (4х -- у 4-Е д; =) ии а. 
Точно так же 
ди ди ди 1? 
(5= уе ®) 45, 
ди ди ди 2 
(= “у ор ®) о = а. 
Пользуясь этими преобразованиями, перелишем уравнение (14) так; 


1 : 
аР = 40 — а -- чз); 
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но 
п? == и, 
поэтому 


аР=а0— 54, 
у? 
4 (р О) =0. 
Интегрируя это уравнение, находим: 
Р—И- ее — С0184. 


2 
Таким образом мы нашли, что тмрехчлен р—и-+-> для одной и 


ной же линии тока есть величина постоянная. Это и есть теорема 
Бернулли. 

Применим полученный интеграл к жидкости несжимаемой и нахо- 
дящейся под действием силы тяжести; найдем; 


Этог интеграл Бернулли можно представить в ином виде, пользуясь 
«пьезометрической высотой». Если в жидкость вставить льезометр, 
конец которого лежит на рассматривае- 
мой линии тока, то от гидродинамиче- 
ского давления жидкость станет в пьезо- 
метре на некоторую высоту # над осью 
Ох (фиг. 428). Если предположить, 
что нет внешнего давления, то для 
величины гидродинамического давления 
будем иметь; 


ог р == 8р(й — 2), 
О: сюда 


ы 


Фиг. 428. 


гей. 


Величина ©Й == о -- 22 называется льезометрическим напором, а й— 
пьезометрической высотой. Пользуясь пьезометрической высотой, 
интеграл Бернулли мы можем представить так: 
уз 
вй-- 5 == 015. 


Теорема Бернулли одинаково приложима и к телам газообразным. 
Пусть, например, имеем газ, движущийся при постоянной темпера- 
туре, Тогда по закону Мариотта р==Ар, так что 


ар _ (Гар _ 1 
р] №] тв 


64] ТЕОРЕМЫ БЕРНУЛЛИ И ЛАГРАНЖА 703 


Подставив значение Р ов интеграл Бернулли и полагая, что движение 
пронсходит под действием сил тяжести, найдем: 


| У 
+ Шр-[ 82 +5 = 60134. 


Подобно Бернулли Лагранж дает интеграл для неустановившегося 
движения, при котором скорости частиц являются частными произ- 
водными по координатам от некоторой функции Р(х, у, 2, В ко- 
ординат и времени, которая называется потенциалом скоростей. 
При существовании потенциала скоростей 


дР 9Е 9 
= у, =5у, = (15) 


и признаком его существования будут уравнения: 
до ди ди ди ди до 


2 ду’ 9х 9’ бу  дх' 

Прежде чем вывести из уравнений Эйлера общий интеграл, Лагранж 
доказывает следующую теорему, доказательство которой мы при- 
ведем после: если существует потенциал скоростей для какого- 
нибудь данного времени, то этим свойством жидкость обладает 
во все время движения, если силы имеют силовую функцию. Если, 
например, в начальный момент времени при #=0 частицы жидкости 
не имели скоростей, т. е. и==9 = ®==0, то существовал для этого 
времени потенциал скоростей Р == с0п5{. и во все время движения 
будет существовать потенциал скоростей. Движение с погенциалом 
скоростей имеет место во многих случаях. При существовании потен- 
циала скоростей уравнение Эйлера допускает интеграл Лагранжа 
в самом общем виле. Обратимся к его выводу. 

Напишем уравнения неустановившегося движения в форме Эйлера, 
полагая, что силы имеют силовую функцию: 


д 80 04 9 00 
9х 0х 01 9х ду 02 ' 
дв _ 00 _ 00 _ 6 4 о 
бо “бу 92” 
0Р _90 _ 0 9% „0% 99 
Е 0 0 9х ду 02’ 
где 
Р= 2 или Р== ЧР, 
р ы 


Пусть существует потенциал скоростей Р, тогда во все время 
движения будем иметь; 


д 
= ох тм =. 


704 ГИДРОДИНАМИКА чи 


При этом уравнения Эйлера по замене и, 9, м могут быть написаны 
так: 


0Р _ 00 _ 9 Е ди ди ди 
д 9х 9 дя —(» де Рут 9 
ОР аи 0 д0Е до д 0% 
тим), 
дР__ 00 д дЕ ди ди д 
да = 9 —ж = —( ах Рут и =) 


Но если существует потенциал скоростей, то на основании уравне- 
ний (15) 


дР_ 00 0 /дЕ ди до ди 
9 (=) — (в = Е 9-4). (16) 
Заметим, что х, у, 2, #— суть независимые переменные, так что 


можно написать; 
3 (27) 8. (98 
0 \0х/` дх (52). 


Далее нетрудно усмотреть, что 


ди ди ди д ао 9 |? 


ее, 


где У есть скорость частицы жидкости. Пользуясь этими преобразо- 
ваниями, уравнение (16) можно переписать в виде; 


дР __ 00 дЕ_ д № (17) 


Умножим полученные уравнения на 4х, Чу, 42, считая эти диф- 
ференциалы совершенно произвольными приратщениями координат, и 
сложим их; получим: 


др, , дР р, _ [00 ди 90 \_ 
(емеау -в #) = (ки +) 
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Нетрудно заметить, что первая скобка есть полный лифференциал 
Б 
от Р, вторая скобка — от {, третья — от ЭР, наконец, чегвертая — 


9: 
уз 
ог — поэтому 
У у? 
ЧР=в0и—4--—а-;. 


Интегрируя это равенство, найдем: 


ОР ВЫ 
р-—1 +5 


где Р для жидких тел равно 


Р=Р, 
а для газов 
Р— [42 
р 
откуда 
ЭГ у 
РИ + =С, (18) 


Здесь С есть величина постоянная для всей жидкой массы и может 
зависеть только от Ё Это и есть интеграл Лагранжа для неустано- 
вившегося движения с потенциалом скоростей. 

$ 5. Теоремы Гельмгольца о вихрях. Пусть имеем неподвижные 
оси координат Охуг, относительно которых рассматривается движе- 
ние жидкости. Положим, что скорости 
течения жидкости и, 9, ® выражаются г 2 
функциями от координат х, у, 2 и вре- 
мени & Вообразим точку жидкости О’и 
проведем параллельно неподвижным осям 
оси О’х’у’2” с началом в точке О’, кото- 
рые пусть перемещаются вместе с О’, 
оставаясь параллельными осям Охуг 
(фиг. 429). Вообразим далее ряд точек 
жидкости, прилегающих к О”. Пусть эта 
масса жидкости составляет частиву с цен- 
тром 0’. Посмотрим теперь, как дви- 
жется такая частица. жидкости относи- Фиг. 429, 
тельно осей О’х’у’=. Для решения этого 
вопроса рассмотрим какую-нибудь точку М взятой частицы жидкости. 

Абсолютное движение точки М относительно неподвижных осей 
Охуг складывается из двух движений: 1) из относительного ее движе- 
ния относительно осей О’х’у’2 и 2) из движения влечения, кото- 
рое состоит в поступательном движении осей О’х’у’2” с началом 
в точке О” относительно неподвижных осей. Навовем компоненты 
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скорости абсолютного движения рассматриваемой точки через и, 9, ®, 
относительного движения — через и’, 9’, и", а движения влечения — 
через ис, 9, о. Тогда легко усмотреть, что 


а=щ-Н и’, = -Р о’, що, 
ИЛИ 


у # / 
= — 1, = —9, = — (19) 


Выражая по Эйлеру скорости в функциях координат, мы будем 
иметь: 


и =(х, У, 2), щ==У(х» Уз» 20), 


где хо, Уз 2о суть координаты точки О’, а х, у, г— точки М от- 
носительно неподвижных осей координат. Назовем координаты точки М 
относительно осей О’х’у’2’ через х’, у’, 2 и напишем формулы для 
перехода от осей Охуг к осям О’лх’у’ =": 


х=жщ-рх, у=у-РУ, =". (20) 


Если теперь мы заменим в выражении для и координаты х, у, 2 на 
основании этих соотношений, т. ве. напишем: 


/ # 
и = (хо -|- Хх, НУ, 20-27’) 
и разложим эту функцию по степеням бесконечно малых величин 


х’, У’, 2’, то, пренебрегая бесконечно малыми выше первого порядка, 
получим: 


ибо его Уи, 


ИЛИ 
ди ди, ди 
п=ш-- ох уу +5; 7. 
Точно так же найдем: 
9—9 -- 9х би У -%® д" 
о аи я ауУ р. 
На основании этих уравнений формулы (19) могут быть написаны 
так: 
и 
о’ = х 7+ 92 Ух 22 »* (21) 
= 9х их 4-9 дух +5 б:2 
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Уравнения (21) дают скорости точек частицы жидкости относительно 
осей О’х’у’г’. Преобразуем по Гельмгольну выражения этих скоро- 
стей. 

Возьмем первое из уравнений (21) и, прибавив ко второй части 
выражение 


1/00 г бе, 0, 6 д _ 
(5 = — вв 85) = 
представим его в виде: 
‚би, 1 ди, 140, 1 ди, 1 ди 
пох Год РУ Та Ра: 
109 „т 109 › 19, 1 4%, 
Ноу Руб” ду Эд, 
‚би ит 1/08 0%\, Тиды | 0%\ , 
(Ни) + 


1 /ди 0%\ , 1 /де 9и\, 
+ (5—9) — (=). 


Условимся в следующих обозначениях: 


1 /0% до 1 иди ду 
(9), №=3 (8 4»), | 
1% ди 
(9), 
219% 6 (22) 
ев), о 
1—2 ду 2)? 3—9 92 д, | 
(8) 
“3—9 5—5} ] 
тогда выражение для и’ может быть написано так: 
9 бу’ 02" ‚ ‚ \ 
и = Зву’ 2’ о — ву, 
аналогично 
о-в вх" ах" — в, (23) 


д вые’ У - ву — вх. 
Возъмем функцию 
рев ичащуе ничьи) 09 


45* 
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и возьмем от этой функции частные производные по координатам х’, 
у’, 2’; найдем: 


0Е ди 
д == 5х в’ вт, 
Е до 
ЗУ ух -- 9, =’ -- вх’, 


дЕ 09, 
= —=95:* -- НУ- 9х’. 


На основании этих соотношений уравнения (23) могут быть перепи- 
саны так: 
р 


НЫ 
р = 57-95” — 63, 


дЕ 
од о" — в, (25) 


о 
4’ = = - в у’— вах". 


Полученные формулы и представляют собой проекции скорости точки 
частицы жидкости относительно осей О’х’у’2” в форме Гельмгольца. 

Первая теорема Гельмгольца, Движение частицы 
жидкости может быть разложено на три движения: 1) на по- 
ступательное движение со скоростью центра частицы, 2) на вра- 
щательное движение, при котором компоненты угловой скорости 
суть ®, в», &; ОКОЛО оси, проходящей через центр частицы, и 
3) на движение, имеющее потенциал скоростей (т. е. такое, при 
котором скорости являются частными производными по координа- 
там от некоторой функции). 

Выше мы показали, что скорости абсолютного движения частицы 
жидкости с центром О’ выражаются равенствами 


ГА / р 

ищи’, от --о, що, 
где и, 9, ® суть скорости центра частицы, а 4’, 9’, ®' суть ско- 
рости относительного движения точек частицы около осей, имеющих 


начало в центре частицы. Заменив #’, 9’ и 1’ их значениями из 
формул (25), мы будем иметь: 


9Е 

= 97 - 052 — в", 

®— 9 {ду ов — ви, (26) 
0Р 

маи — вх. 


Рассматривая эти формулы, легко заметить, что скорость абсолютного 
движения выражается геометрической суммой трех векторов: 1) век- 
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тора, определяемого проекциями из, 9у, 12; 2} вектора, определяемого 
9 

проекциями у, дут» дз» И, Наконец, 8) вектора, проекции которого 

суть: 


у у # л Й . 
62” — в;у’, 3х’ — 0.2’, ву’ — ох’. 


Первый вектор представляет собой скорость поступательного движе- 
ния частицы со скоростыо центра О’; второй пектор представляет 
скорость движения с потенциалом скоростей, так как скорости этого 
движения являются частными производными от функции Р, опреде- 
ляемой уравнением (24). Наконец, третий вектор представляет собой 
скорость вращательного движения около некоторой оси, проходящей 
через начало осей О’х’у’2', т. е. через центр частицы О’; проекции 
угловой скорости этого движения на оси О’х”у’2’ суть в, во, 93. 

Таким образом мы видим, что абсолютное движение частицы 
жидкости является движением сложным, слагаютщимся из трех дви- 
жений: 1) поступательного со скоростью центра частицы; 2) враща- 
тельного около оси, проходящей через центр частицы, с угловой 
скоростью, компоненты которой суть ®;, ®, ®з, и 3) из движения, 
имеющего потенциал скоростей. Последнее движение называется де- 
формацией частицы. 

Рассмотрим ближе это движение. Скорости этого движения, как 
мы заметили, представляются частными производными от функции Р, 
данной уравнением: 


ди 000% я ‚ 
Рея” ду 2-Е у 287" -- ЭВгу,. 


Это уравнение при постоянном значении 2Р представляет собой 
центральную поверхность второго порядка с центром в О’. Если бы 
мы взяли оси О’х/у’2’ так, чтобы они были направлены по главным 
осям этой поверхности, то уравнение ее не содержало бы членов 
с произведениями координат; тогда 


9—0, 6:=0, 6, =0, 


и уравнение ловерхности будет: 
ди сю би сер ди а 
ЗН ау ЗН а 9. 


При таком выборе осей скорости деформации частицы будут опре- 
деляться формулами: 


и __ ди! Г __ д. ‚ де ^^ 
Я, 9 = дуу, и; —-.2. 
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Эти равенства показывают, что все точки частицы движутся по осям 
со скоростями, пропорциональными соответствующим координатам. 

Чтобы показать, какое изменение претерпевает форма частицы 
от деформации, допустим, что частица имела в начальный момент 
форму шара. Если координаты точки частицы были в это время х”, 
у’, =’, то по прошествии времени 4# они изменятся и станут соот- 
ветственно &, /, (, где 


$=х’--и, 4Ё== хх а 


Подставим эти координаты в уравнение шара 


уз, 
представлявшего начальную форму частицы. Тогда получим: 
[52 2 2 
= (1 Г НИ ие 
"(1+ ) (1+5 ) (1+9; :) 
Это есть уравнение эллипсоила, отнесенного к главным осям. Отсюда 
видно, что эффект деформации состоит в том, что шар изменяется 
в эллипсоид, причем направления осей эллипсоида суть те, при ко- 


торых 
6, =0, 6.==0, 6, =0, 


Посмотрим, как изменится при этой деформации объем частицы 
жидкости. Объем шара радиуса г равен 


4 сз 
У = мг Й 


Объем эллипсоида с полуосями 
ди до де 
"(1 +48, "(1-5 4, г(1-5% 44) 
есть 


И (1- 9 4) (1-4) (1-94), 
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или, пренебрегая бесконечно малыми высших порядков, 
7—4 сз ди | 0 ди 
Сравнивая объемы У и У”, найдем: 
и—фи ди | до | д 
(++) 4. 
Когда У’ У, тогда 
ди 09% , ди 
ЕР 20. 


Это есть известное нам условие несжимаемости жидкости. 

Рассмотрим далее вращательное движение частицы. На основании 
доказанной теоремы каждая частица жидкости вращается около своего 
центра со скоростью ®, компоненты которой по осям суть 


о =5(@—%) ® = (%—%) ® =5(5*—9-) (27) 
1 2\0у 02) 2 20 0х)? 8 92\0х дул 
Если ®=%.==и:==0, то частица жидкости движется только по-. 
ступательно и деформируется. 
Когда во всей жидкости &, == ®. ==, == 0, то существует потен- 
пиал скоростей для всей жидкой массы, так как на основании соот- 
ношений (27) имеем тогда равенства; 


ди д ди ди до ди 


у 02. 9—0? дб ду» 


которые и представляют собой условие существования потенциала. 
Такое движение навывается движением без вращения частиц, или 
невихревым. Всякое другое движение, для которого ®1, «а, в; не 
равны нулю, называется вихревым движением. 

Познакомимся с Некоторыми терминами и определениями. Если 
передвинемся от центра а частицы жидкости (фиг. 480) по оси вра- 
щения на бесконечно малую величину а6, 
потом построим ось врашения частицы с цент- 062 
ром В и передвгнемся по этой оси на бес- 
конечно малую величину дс и т. д., то все 
точки а, 6, с образуют некоторую линию, 
которая называется динией вихря. Линию С 
вихря можно охарактеризовать тем, что ка- 

Сательные к ней суть мгновенные оси враще- Фиг. 480. 

ния частиц жидкости. Поверхность, прове- 

денная через ряд линий вихря, называется поверхностью вихря, 
Если возьмем бесконечно малый замкнутый контур внутри жидкости 
и через каждую точку этого контура проведем линию вихря, то 
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получим бесконечно тонкую трубку; жидкая масса, выделенная этой 
трубкой, называется вихревой нитью. Если мы рассечем вихревую 
нить нормальной плоскостью, то, составив произведение площади 
сечения 40 на угловую скорость вращения ® частицы жидкости, 
получим так называемое напряжение вихря. 

Вторая теорема Гельмгольца. Вдоль всей вихревой 
нити напряжение вихря постоянно. Положим, что для каждой 
частицы определены компоненты угловой скорости вращения ®;, во 
и ®;. Для доказательства теоремы будем рассматривать некоторое 
фиктивное движение жидкости, а именно: вообразим, что имеется 
жидкая масса, которая течет со скоростью ®:, ® и ®;. Легко усмо- 
треть, что в этом фиктивном движении будет удовлетворено условие 


до доо дез 
дх ду дз = 0. (28) 


В самом деле, если мы заменим ®, в, м. их значениями по фор- 
мулам (27), то получим: 


5( 0% _ 0% + ди 03% 0% 01% 0 
2 \ дхду 05902 Г дудг Ни: )= . 


Такое движение будет совершаться без изменения объема. Но если 
жидкость течет со скоростью ®, то линии токов в этом фиктивном 
движении будут линиями вихря в данном движении, так что трубка 
токов фиктивного движения есть трубка вихревой нити, Количество 
жидкости, протекающей через какое-нибудь сечение вихревой трубки 
токов 45 со скоростью ®, есть в4с. Это количество должно быть 
постоянно, Так как жидкость несжимаема: 


© 3 == соп$.; 


НО «00 есть напряжение вихря действительного движения; поэтому 
желаемое доказано. 

Из этой теоремы вытекает, что вихревая нить в жидкости, имею- 
шей непрерывные скорости, не может окончиться. В самом деле, 
если допустить, что где-нибудь в жидкости вихревая нить оканчи- 
вается, так что 40 обращается в нуль, то на основании докаванной 
теоремы в этом месте ®-==00, что противоречит условию, что 
жидкость имеет непрерывные скорости. Заметим, что вихревая нить 
может замкнуться или же лежать концами на границах жидкости, 
т. е. на свободной поверхности или на стенках. 

Третья теорема Гельмгольца. Вихревые нити всегда 
остаются вихревыми нитями при существовании потенциальной 
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функции сил. Продифференцируем второе из уравнений (2) по =, 
третье —по у и вычтем третье из второго. Получим: 


9 70 | д ди ди 
ду (Р-Н ах «бу “д 
0 /д° до д 09 
52 (9 | дж И ду 9 =) о. 


Совершив дифференцирование: 


д ди 9 ди , ды ди 0 ди | ди 9 ди | дед 
аи уе 9 Ну Ну = = — 
90 9 0 0% д 
02 0 92 дх 92 9х 902 ду 

000000 
92 ду 02 02 02 92 - 


и заметив, что вследствие независимости переменных х, у, ги 


д ди 0 ди д ди д 0 


9х 0р = ЭР дх› ^** дудх бд, ***° 


перепишем полученное равенство так: 


9 Где _ 00 д (ди ди 9 (0% 00 д [0% 9% 
зева) ая (в вау) (5) 


до ди ди ди до до д ди да 9 09 ди 


Первая часть этого равенства представляет собой полную производ- 
ную от двучлена, который, по нашему обозначению, на основании 


а 
уравнений (27) есть 2. Что касается второй части, то она может 
быть представлена так: 


Ее Еее 
Еее 


ди ди до ди 
2-20 5; — 2 (5%) 


Пользуясь этими преобразованиями, уравнение (29) по сокращении 


на 2 перепишем в таком виде; 


[2] ди ди 00 д% 
ее. 
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Воспользуемся условием неизменяемости массы и исключим двучлен, 
стоящий в скобках во второй части. Условие неизменяемости массы 
имеет вид: 


го 5 49) 9 3 (#9 =0. 


Произведя дифференцирование 
9. де др др 
Е" ох бу а (5+9 бу Е „)= 


и заметив, что первые четыре члена представляют полный дифферен- 
циал от плотности р по времени, имеем: 


ф ди 00 0%\ _ 
НР (ая На а) = 


отсюда 


Подставляем полученное значение двучлена в уравнение (30); лолу- 
чаем: 
@о 


14 

-4 р -- 

т а (4 5). 
Представим это равенство в виде: 


Ру 4 а ди в ди ди 
(2 451 _ 42) = с о |0 вв 


РЕ 9х р ду р д2 р’ 
ИЛИ 
4 Го ди в ди во ‚ ди в 
а) тети, 
и аналогично 
_4 [№ \ 00 в | 00% | 00 в 31 
де Ты, 61 
@ Го 9% 0% шо 0% оу 
# (=) бер Гдув ГЕ 


Пользуясь этими уравнениями, мы и докажем третью теорему Гельм- 
гольца. 

Вообразим частину жидкости с центром в О’ и проведем оси 
координат О’х’у’2” с началом в О’ (фиг. 431). Пусть в данный 
момент ось вращения частицы жидкости направлена по О’М. Отло- 


‚ «> 
жим на оси вихря элемент О’М =4=8-, где е— постоянная 
малая величина. Проекции этого вектора по осям координат суть: 


про’ вже“ пруо’М == 8-2, пр:О’М == =. 


р & у 
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Эти проекции, с другой стороны, служат координатами конца М 
вектора О’М, так что, называя эти координаты через х’, у’, г’, 
имеем: 


х =“, ут, 287. (32) 


Вследствие того, что по прошествии времени &# величины ®;, Фа, 
и, ри & изменились, вектор О’/М перейдет в положение О’М” и 


в этом положении будет равен “. Этот вектор получается из преж- 
него О’, если мы к последнему прибавим его геометрическую произ- 
водную по времени, умноженную на 4, именно: 


=’ 


пр» (ОМ ее -— я "(1 “в, 
Ф <, а р. \ 
при (0’М') = е-7 ==е На (. “: 4ь 


им а 
пр» (0’М’) = г = > + ( “) ЧЕ 


Этими формулами будут выражаться в то же время и координаты &, 
В, { конца М” вектора О’М": 


ое) ЧЕ, 
ра + (@ =: аа $ (33) 
ее 


Посмотрим теперь, какое произойдет 
изменение координат х’, у’, 2’ точки 
жидкости /М от перемещения ее относи- 
тельно точки жидкости О’. Было показано, Фиг. 431. 
что движение точки частицы жидкости 
етносительно подвижных осей О’х’у’2’ характеризуется уравнениями; 


У 
д до 9%, 
еду -Н д (34) 
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Подставив в эти формулы значения координат точки М из равенств (32), 
мы получим скорости точки М по осям: 


ди ов ди ди © 
А в | Иса в 
ее ду Ре, 
Г бт 009 90 93 
9х р Ру 1 в р’ 
‚09 0% о 0% 3 
ме дуб Ре 


Эти формулы на основании формул (31) могут быть представлены 
так: 


“= (. =), (35) 


По прошествии времени 4# точка М продвинется по осям координат 


на расстояния и’4Ь 9’4 и” ЧЬ так что в конце этого промежутка 
ее координаты будут: 


же Ри, Ч, 
2 ==у-Н а, 
а 4 


или, но замене и’, 9’и %” по формулам (35), ах’, у’, 2’ по фор- 
мулам (32): 


р р 
Га. 1 9 (92 
= Ри (+= , (36) 
не 31 9 (9 
21 в ие ( о) 


Сравнивая полученные формулы с формулами (83), мы найдем, что 


9 ! 
же==а, у==В 21 ==1, 
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г. е, точка М по прошествии времени 4 будет в М”, следовательно, 
опять будет находиться на оси вращения. Таким образом, если мгно- 
венная ось вращения жидкости направлена по бесконечно малой 
прямой жидкости, то по прошествии времени 4Ё она будет про- 
ходить через те же точки жидкости, что и в начальный момент. 

Но если мгновенная осъ вращения проходит постоянно через одни 
и те же точки жидкости, то отсюда следует, что вихревая нить 
постоянно остается вихревой нитью. Это и есть третья теорема 
Гельмгольца. 

Четвертая теорема Гельмгольца. Напряжение вихре- 
вой нити во все время движения пос’лоянно. Положим, что вихревая 
нить в начальный момент имеет положение ОМ (фиг. 432). Выделим 


х 
элемент трубки вихревой нити с образующей > и назовем сечение 
трубки через 46. Массу жидкости, заключающейся в элементе трубки, 


мы получим, умножив объем трубки на плотность жидкости: 


ет 43 ‚реф. 


Пусть теперь по прошествии времени 4 вихревая нить переме- 
стилась и заняла положение О’/М’; при этом трубка вихревой нити ОМ 


г?) 
р 


М 
Фиг. 432. 


изменится и обратится в трубку, у которой образующая, по сказан- 
? 

ному выше, будет в т, а площадь сечения 40’, Для массы жидкости 

в трубке имеем: 


’ 1! 7’ 
2 57° 43’р’ = гв 43. 
Так как объем ОМ перешел в О’М/, то 


2% (0 === в/в” 010", 
откуда 
ш да ==’ 40’. 


Так как ® 4а представляет напряжение вихревой нити в начальный 
момент времени, а «’ 43’ — напряжение той же вихревой нити по 
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прошествии времени & то из полученного равенства заключаем, что 
напряжение вихревой нити за этот элемент времени пе изменяется, 
а следовательно, и всегда остается постоянным. Если напряжение 
в начале движения равно нулю, то оно и все время движения будет 
равно нулю. Этим мы уже без доказательства пользовались при вы- 
воде интеграла Лагранжа. 

Две лоследние теоремы Гельмгольца составляют принцип сохра- 
нения вихрей; этот принцип Делает невозможным осуществление вихря 
при силах, имеющих силовую функцию. При практическом осущест- 
влении вихря пользуются обыкновенно пассивной силой, не имеющей 
силовой функции, — силой трения, 


ТЕОРИЯ ПРИТЯЖЕНИЯ. 


ГЛАВА 1. 
ПРИТЯЖЕНИЕ ТОЧКИ, ЛИНИИ, ПЛОСКОСТИ И ТЕЛА. 


$ 1. Общие формулы теории притяжения. Пусть две материаль- 
ные точки А и В (фиг. 433) взаимодействуют друг на друга по линии, 
их соединяющей, пропорционально массам и пропориионально неко- 


& 
т 
2 227 
Я 
р— д 
— 
р 
р И —г 7 —-х 
$ $ 
Фиг, 433. Фиг. 434. 


торой функции расстояния / (г). Если массы этих точек назовем че» 
рез ти м’, а силу взаимодействия через Р, то для этой силы будем 
иметь выражение 


Рвтиг/ (2), () 


где № есть некоторый фактор пропорциональности. Сила взаимодей- 
ствия может быть притягательная или отталкивательная, что указы- 
вается ее знаком. 

Пусть имеем сплошное тело М (фиг. 434), которое притягивает 
материальную точку т массы, равной единице, пропорционально 
массам частиц тела и некоторой функции расстояния ] (7). Для нахо- 
ждения силы взаимодействия этого тела на материальную точку ло- 
ступаем так. Разбиваем все тело плоскостями, параллельными плоско- 
стям координат, на бесконечно малые прямоугольные параллелепипеды 
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и определяем силу действия массы каждого параллелепипеда на маге- 
риальную точку, а потом ишем равнодействующую всех этих сил, 
которые, очевидно, будут иметь равнодействующую, так как все они 
приложены к одной материальной точке. 

Назовем координаты точки и через х, у, 2, а бесконечно малого 
параллелепипеда и’ — через &, ч, <. Масса т’ выразится произведением 
объема на объемную плотность: 


Сила притяжения точки т точкой (т. е. бесконечно малым паралле- 
лепипедом) 72’ будет: 


аР == влит/} (г) = врача (7) 


(мы берем ш==1). Компоненты этой силы по осям найдем, умножая 
выражение силы на косинусы её углов с осями координат. Но коси- 
нусы углов получим, если 
из координат притягива- 
ющей точки вычтем соот- 
ветствующие координаты 
притягиваемой и получен- 
ную разность разделим на 
расстояние между точ- 
ками. Так, если притяги- 
вает точка А (х, у, 2) 
—^м 
(фиг. 485), то соз(Р, х) 
положителен, и из пря- 


моугольного треугольника 
АВС имеем: 


Фиг. 435. с0$ [С — х — $ 


“м 
если же притягивает точка ВР (, ч, 5), то соз (Р’, х) отрицателен, и 
мы получим: 


0$ (2) = 4-х — Ш 


Таким образом компоненты силы АР по осям координат будут: 
Хх — 


(о, 
47 = — ру (), 


г 


аХ = — р 41% 


#— 


Е — р = у(о. 


Компоненты по осям силы притяжения всего тела выразятся тройными 
интегралами от написанных выражений, распространенными на все 
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параллелелиледы: 


Х=-—ь | Г (9 = аа, 
Уф [ | Ты И 414, (2) 
Р=— в | | [ио АА а. 


Формулы (2) выведены для сил притяжения; если имеются силы от- 
талкивательные, то для них получаются те же результаты, но с обрат- 
ными знаками. 

$ 2. Потенциальная функция для сил притяжения телом ма- 
териальной точки. Теорема. Если какое-нибудь тело взаимодей- 
ствует на материальную точку, то сила притяжения имеет си- 
ловую функцию, т. е. всегда компоненты силы являются частными 
производными по соответствующим координатам от некоторов 
функции координат. 

Это предложение мы докажем для того случая, когда точка нахо- 
дится вне тела, так что г ни в каком случае не обращается в нуль. 
Пусть: 


Ф (г) = Гб) аг. 


Возьмем от функцин Ф (Г) частные производные ло координатам х, 
у, г, причем будем выражать г через координагы: 


к [(«— 9—9 @—991. 


Тогда частная производная по х равна 
0$ (г) дг х—& 
бк ==/ (=. 


Пользуясь этим, выражение компонента Л в формулах (2) чожно 


написать так, 
Х=—в | | [250 #4414. 


Легко усмотреть, что частные производные от функции 
и=-в [| [ФО аа 


по координатам х, у, 2 точки т будут компоненты силы. Действи- 
тельно, взавши производную от И по х: 


ви 94% (г) 
и ь| | Г о ана, 


40 Зак. 298%. Н. В. Жуковский. 
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получим ту же формулу, которой выразился компонент силы Х. 
Отсюда следует, что 


80 8и 97 
= У, Р=5. 


Таким образом, каков бы ни был закон притяжения, сила притяжения 
всегда имеет силовую функцию. 

Теорему эту можно считать доказанной лишь для того случая, 
когда притягиваемая точка находится вне притягивающего тела. Если же 
точка лежит в самом теле, то подинтегральная функция в формулах (2) 
и в выражении ( для прилегающих к точке элементов может обра- 
титься в бесконечность (для сил, обратно пропорциональных поло- 
жительной степени расстояния), и интегралы в этом случае подлежат 
особому исследованию, 

Укажем, во что обращается силовая функция И для некоторых 
сил притяжения. Для сил, прямо пропорциональных расстоянию, когда 
Л() ==г, имеем: 


Ф (") = [ети 


и силовая функция выразится так; 


— — в | | ] ог? ал 4. (3) 


Для сил ныютонианского при:яжения, т, е. притяжения, обратно про- 
1 
порционального квадрату расстояния, О =я, и мы будем иметь: 


Силовая же функция выразится так: 


о-в [| [на (4) 


$ 3. Закои притяжения, пропорционального расстоянию, Ине- 
грирование формул (2), совершаемое кубатурой, представляет довольно 
сложную операцию при большинстве законов притяжения / (г), кото- 
рая тем сложнее, чем сложнее форма тела. Но существует один закон, 
когда интеграция не зависит от формы тела, именно, когда сила при- 
тяжения прямо пропорциональна расстоянию, так что /{ (г) == ^. 

Если в формулах (2) заменим /(г) в выражении для Х через г, 
то выражение этого компонента по сокращении примет вид: 


Х=в [ [| [2—9 441%. 
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Разбиваем вторую часть на два интеграла и, заметив, что х не зависит 
от переменных &, м, $, представляем выражение для Х так: 


хр ь(х [| [ [аа — [ [[ива«). 


Замечаем, что 
Года м, 


Геза = М 


где М — масса притягивающего тела и & — координата центра тяжести; 
поэтому 


Х=— М (х—5, 


=—вМ(у —%), 
=— М (2—0). 


Вог формулы, выражающие компоненты силы притяжения телом массы И 


материальной гочки, масса которой равна единице. Сама сила выра- 
зится так: 


Р= ИХ - У- 72 = 


м И — ие =ьмк = ©) 


где Ю® — рассгояние точки ог ценгра тяжес:и притягивающего тела. 


Косинусы углов этой силы с осями координат будут, следовательно, 
равны: 
Хх д—8 у У—т 


РВ В › Вы В ' 


Если мы вообравим, ч1о в центре тяжести С(&, 1, &) нашего 
тела (фиг. 434) сосредоточена вся его масса, то сила, с которой эта 
точка будет притягивать данную точку т при том же законе притя- 
жения, будет как раз [и = 1]: 


В==ьМК. 
Огсюда следует: 

Теорема. При силах, пропорциональных расстояниям, тело, 
какой бы оно ни было формы, притязивает материальную точку 
так, как ее притягивал бы пра том же законе центр тяжести 
тела, в котором сосредоточена вся масса тела. 

Если бы в природе существовал закон притяжения, пропорцио- 
нального расстоянию, то, как мы видели, исследование его было бы 
чрезвычайно просто. Но на самом деле в лрироде имеет место закон 
Ньютона. Этим законом мы и будем интересоваться в дальнейшем. 


46* 
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Будем рассматривать тела однородные, для которых плотность 
р— величина постоянная. Кроме пригяжения телами, рассмотрим также 
притяжение материальными линиями и поверхносгями. Материальную 
линию будем считать пределом тела, когда два измерения его де- 
лаются бесконечно малыми. Масса элемента длины 45$ материальной 
линии выразится через р’ 45, где р’есть плотносгь, отнесенная к еди- 
нице длины. Под материальной поверхностью будем подразумевать 
предельный случай материального слоя, заключенного между двумя па- 
раллельными поверхностями, толщина которого уменьшается до нуля. 
Если выделим элемент площади 4, то масса этого элемента будет 
2” 43; здесь р” есть плотность, отнесенная к единице площади, 

$ 4. Закон притяжения Ньютона. Притяжение телом весьма 
удаленной точкн. Имеем некоторое тело (фиг. 486), притягивающее 

весьма удаленную точку М 

единицы массы. Выразим по- 
тенциальную функцию силы 
притяжения. Возьмем в этом 
теле начало прямоугольных осей 
координат О и назовем коор- 
динаты притягиваемой точки 
через х, у, г. Если текущие 
координаты точки С’ тела назо- 
вем через &, \, (, расстояние 
этой точки от притягиваемой 
точки через г, го для потен- 
циальной функции будем иметь: 


а ата: 
Фиг. 436. он [| [9 . 


Навовем через А расстояние притягиваемой точки от начала коор- 
динат, через 8 — угол между А и осью О2, наконец, через Ф — угол, 
который образует с осью Ох проекция К на плоскость Охжу, Как 
известно, при этом имеют место соотношения: 


х=Ю316с08Ф, у=АКзи по, 2==А с0$0. 


Пользуясь этими соотношениями, преобразуем знаменатель в подин- 
легральной функции. Заменим АЮ его значением и раскроем квадраты: 


1 


Ее -е-9 = 
На -и0---®, 


Замепяя х, у, 2 их значениями и заметив, что 


ха -- уз-{- 28 — А. 
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1 

= [792 — 2Ю ($ 4160 созф -- уз 0 иф-|- Сс0$6) |- #-- де -- 2] т == 
1 

=! — в 10 созо-- зп аи + 6056) + СЕЙ] ". 


Разлагаем выражение, стоящее в скобках, в ряд; получаем: 


1 1 1 . : 
= 1 -- 8 900 сз --л9п ош - 605) -- 2 |, 


где А означает сумму остальных членов ряда, из которых вынесено 
за скобки =. Подставляя это в потенциал, найдем; 

в в [(- 
= | | [са № (т Осове [ Г [качж- 


яв что | | [пасов | | {кат ®)- 8, 


Вы [| [| [Ара ал 4. 


Из полученной формулы видно, что с возрастанием А функция 1 
уменьшается и при В == со функция И обращается в нуль. Допустим 
теперь, что В не есть бесконечность, а некоторая весьма большая 


1 1 
величина, так что = .., Суть бесконечно малые величины пер- 
, Б’ у=. , у 


вого порядка, второго порядка и т. д. Ограничиваясь в выражении 
потенциальной функции бесконечно малыми величинами первого по- 
рядка, найдем: 


о-в [| раки, (6) 


где М — масса всего тела, Эта формула показывает, что за потен- 
циал тела на бесконечно удаленную точку может быть принят потен- 
циал любой точки тела, в которой сосредоточена вся масса тела, на 


упомянутую точку, причем будет сделана ошибка порядка 3. 


Если бы за начало координат мы взяли центр тяжести притяги- 
1 
вающего тела, то тогда в ряде для И члены с множителем ш обра- 
тились бы в нуль, погому что при &==\====0и 


С О Я Е 
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Поэтому, если за потенциал тела примем потенциал не произвольной 
его точки, а центра тяжести, то делаемая при этом ощибка будет 


порядка 25. 
Что касается силы притяжения, которая есть 
ап ьМ 
Р=в-тв, ) 


то она есть бесконечно малая величина порядка я. Допуская, что 
тело притягивает, как любая из его точек, мы делаем ошибку по- 
рядка =, если же примем, что тело притягивает, как его центр 
тяжести, в котором сосредоточена вся масса, то происходит ошибка 
порядка те. 


8 5. Притяжение материальной дугой круга точки, поме- 
щенной в ее центре. Пусть имеем дугу круга АВ (фиг. 437) и 
материальную точку массы единицы, ломещенную в центре круга О. 
Назовем плотность, отнесенную к 
единице длины, через р’. Элемент 45, 
масса которого есть р’4$, притяги- 
№! 45 

5 › Где р — 
некоторый коэффициент притяжения, 
а—-радиус круга. Проведем сред- 
ний радиус ОС, который пусть об- 
разует с ОВ угол «. Легко заметить, 
что равнодействующая сил притяже- 
ния всех элементов направлена по 
оси ОС. Поэтому, если мы спроек- 
тируем силу притяжения 45 на на- 
Фиг. 437. правление ОС и возьмем интеграл 

от проекции, распространенный на 
все элементы дуги АВ, 19 и получим равнодействующую. Навывая 
силу притяжения луги АВ через Р, имеем: 


вает точку О силой 


{< 
’4 
Р= | т 05$. 
—“ 


Заметив, что 45==а4ф, по подстановке получим: 


8 --% 
= | с = |з 
Р=- | софа =^, | 1$, 
—и —а 
откуда 
рр 


Р=== па. (8) 
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® 
Ири а=5, т. е. когда АВ есть полуокружность, сила притя- 
жения есть 
9 / 
В = 2, 
а 


8 6. Притяжение материальной прямой. Пусть имеем некото- 
рую материальную прямую АВ (фиг. 438), плотность которой, отне- 
сенная к единице длины, 
есгь р’, и некоторую ма- 
териальную точку О еди- 
ницы массы. Ищется сила 
притяжения прямою АВ 
материальной точки. Сое- 
диним точку О с концами 
Аи В данной прямой и, 
опустив из О перленди- 
куляр й на АВ, опишем 
из О, как из центра, дугу 
круга радиусом #. Пусть 
эта дуга пересекает пря- Фиг. 438. 
мые ОА и ОВ в точках 
Ри С. Докажем, что сила притяжения прямою АВ точки О равна 
силе притяжения той же точки дугою РС. Отложим для этого 
элемент 45, концы которого соединим с О прямыми а0О и БО, пере- 
секающими дугу ШОС в точках 4 и с; проведем через с прямую с/ 
параллельно 46. Из подобных треугольников О/с и Оаф следует 
соотношение: 


ав ое 
> бе’ 
откуда 
_ 2.08 
==. 
Но 
са 
д= соза? 
поэтому 
са. ОВ 
10 — 48 — Ортсоза, 


где с4 есть элемент дуги ОС, который назовем через 45’. Напишем 
выражение силы, с которой притягивает элемент аб точку О; оно 
есть 
‚ & 
рр (05° 
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Заменив 45 его значением, имеем: 


45’. ОЬ , 85’ . 
и" (ОБОс + с0з а — ЕР ОБ: сова. й? 
но 
Оф. соз а ==й, 


так как углы 64 и ОМ равны, как углы с перпендикулярными 
сторонами; поэтому 
; 45’ у 5’ 
РР ОБ сова. = Р а, 


а это есть сила, с которой притягивает элемент 45’ дуги круга точку, 
помещенную в его центре О. Отсюда следует: 

Теорема. Материальная прямая притягивает материальную 
точку так же, как материальная дуга той же плотности, за- 
ключенная внутри угла, под которым из данной точки видна 
прямая, и проведенная из этой точки, как из центра, радиусом, 
равным расстоянию точки от прно. Итак: 


Ре т (9) 


где 6 есть угол АОВ. 

Из этой теоремы следует, что бесконечно длинная прямая 
притягивает материальную точку, как соответствующая полуокружность 
свой центр, т. е. сила притя- 
жения бесконечной прямой есть 


2 7 
РЕ, 


где Ё есть расстояние притя- 
гиваемой точки от прямой. 
Определим линию уровня 
(равной силовой функции) для 
случая притяжения отрезка 
прямой. Как известно, линиями 
и поверхностями уровня назы- 
Фиг. 439. вают линии и поверхности, 
обладающие тем свойством, 
что они во всех точках перпендикулярны к направлениям сил. Пусть 
имеем прямую АВ (фиг. 439), которая притягивает точку О. Если 
теперь примем точки А и В за фокусы и построим эллипс, прохо- 
дящий через О, то для всех точек, находящихся на этом эллипсе, 
сила притяжения отрезком АВ будет перпендикулярна к эллипсу, 
так как эта сила, равная силе притяжения той же точки дугой СО, 
делит угол радиусов-векторов внутренним образом пополам; следо- 
вательно, в данном случае эллипс есть линия уровня. 
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Решим еще следующую залачу. Имеем две беспредельные полу» 
прямые А и В (фиг. 440), направленные по одной и той же линии; 
из них прямая А притягивает точку О, а прямая В отталкивает ее. 
Найдем линию уровня, 

Опускаем перпендикуляр Й из О на направление данных линий 
и, описав окружность этим перпендикуляром из О, замечаем, что 
линия 4 притягивает точку О, 
как дуга круга СР, где С 
и ЕР суть точки пересе- 
чения дуги круга с прямыми, 
соединяющими точку О с 
концами линии 2, причем 
одна из этих прямых парал- 
лельна 4, так как один ко- 
нец А уходит в бесконеч- 
ность. Подобным образом и 
прямая В отталкивает точку 
О так же, как отталкивает 
дуга Ра. Если построим 
дугу ЕЁ, равную и проти- Фиг. 440. 
воположную дуге Да, то 
легко видеть, что сила отталкивания дугой ОО может быть заме- 
нена силой притяжения дугой РЁ, так что все действие прямых А 
и В может быть заменено притяжением точки О дугой СЕГЁ. Равно- 
действующая Р делит угол 
АОГ пополам или же попо- 
лам угол ВОА внешним об- 
разом, Так как нормаль к 
гиперболе обладает тем же 
свойством, т, е. делит угол 
между радиусами-векторами 
внешним образом пополам, 
то отсюда заключаем, что 
искомая линия уровня есть 
гипербола, имеющая фоку- 
сами концы Аи В данных 
прямых. 

$ 7. Притяжение мате- 
риальной площадью. Имеем 
пластинку № (фиг. 441) ка- 
кой-нибудь формы, равно- 
мерно покрытую материей, и 
некоторую точку О единицы массы, которую притягивает упомяну- 
тая пластинка. Вместо всей силы притяжения мы определим нормаль- 
ную ее составляющую. Опустим из точки О перпендикуляр на пло- 
скость пластинки и примем этот перпендикуляр за ось Ог. Выделим 


Фиг. 441. 
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элемент площади 46 и построим малый конус, соединив контур 4 


и 
ни ‚ гдег есть 


расстояние точки О от элемента 43; нормальная составляющая этой 
силы есть 


с О. Сила притяжения элементом 45 точки О есть 


ай = с0$8. 


рр” 48 
га 
Преобразуем выражение этой силы, 
Проведем из точки О сферу радиусом, 
равным единице, которая пусть высе- 
кает из конуса элемент площади 4® 
(фиг. 442). Если пересечем конус в 
точке @ плоскостью, параллельной пло- 
скости пластинки, так что получим эле- 
мент 45’, то на основании того, что 
площади параллельных сечений конуса 
относятся как квадраты соответственных 
расстояний от вершины, будем иметь: 

Фиг. 442. в т 


8 Г. — ›9 о 
7 =, Или 43 = 7? 0’. 


Но 4% == 49’ с0$8, где 0 есть угол между перпендикулярами к эле- 
4® 72 до 
ментам 40’ ®, от с’ —=— == 
|: и 4®, откуда Я сос б, 2 Потому [21] 55° Подставив 
это в выражение нормальной составляющей, имеем. 
42 == рр" 4 080 == рр" 4 
== ир я 50$ — Ир а®. 


Нормальная составляющая 7 силы притяжения 
всей пластинки выразится интегралом от 47, 
распространенным на всю пластинку, т. е. 


==" ГГ ао. 


Интеграл от 4 даст нам часть поверхности 
сферы, описанной из О радиусом, равным 
единице, высеченную конусом, имеющим ос- 
нованием пластинку и вершиною точку О. 
Называя эту часть сферы через Я, имеем: 


Фиг. 443. == р". (10) 


С другой стороны, @ есть тет угол, под которым виден контур 

пластинки из точки О, и называется мелесным углом. Итак: 
Теорема. Ллоская материальная пластинка конечных раз- 

меров притягивает по нормали материальную точку единицы 
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массы с силой 2 = ро’Я, где @ есть телесный угол, под которым 
виден контур пластинки из притягиваемой точки. 

Найдем притяжение точки бесконечно большой материальной пло- 
щадыо. Вообразим, что имеем кружок М (фиг. 448), который при- 
тягивает точку, находящуюся па его оси; по предыдущему будем 
иметь: 

Р== рр", 
где @ — телесный угол, под которым виден контур кружка из при- 
тягиваемой точки. Пусть теперь радиус кружка а увеличивается 
беспредельно. При этом будет увеличиваться и телесный угол 8 и стре- 
миться к поверхности полусферы радиуса единицы, так что при а == со 
угол @ будет равен я. Следовательно, сила притяжения бесконечной ма- 
териальной площадью есть 


-?0 


Р == Эр”; 


она не зависит от рас- 
стояния материальной точ- 
ки от площади. 

8 8. Притяжение бес- 
конечным плоским ма- 
териальным слоем ко- 
нечной толщины. Решим 
еще следующий вопрос. 
Определим притяжение 
материальной точки бес- 
конечным материальным 
слоем конечной толщины, заключенным между двумя параллельными 
плоскостями. 

Имеем бесконечный слой № (фиг. 444) толщины 4, который при- 
тягивает точку О, находящуюся на расстоянии 2 от него. Разобьем 
этот слой на бесконечно тонкие слои толщины 42, которые можем 
принять за материальные площади. Сила притяжения каждого такого 
слоя по предыдущему выразится так: 

АР == пир", 
где р’ есть плотность, отнесенная к единице площади. Если объем- 
ную плотность назовем через р, то между объемной плотностью и 
плотностью, отнесенной к единице площади, будет иметь место соот- 
ношение р4г2==0”. Поэтому выражение ЯР можно написать так; 
АР = 2прь аг. 
Это есть сила притяжения бесконечно тонкого слоя 42. Сила же 


притяжения всего слоя выразится интегралом от @Р в пределах от ф 
до д-ра, т. е. 


Фиг. 444. 


ь-- о 
Р == жир | 43 == тра. (11) 
|. 
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Следовательно, сила притяжения бесконечным материальным пло- 
ским слоем внешней точки зависит только от толщины слоя и 
не зависит от расстояния притягиваемой точки от слоя. 

Посмотрим, каково притяжение в том случае, когда притягивае- 
мая точка находится внутри слоя. Разобьем 
данный слой М№ (фиг. 445) плоскостыо, парал- 
лельной основанию слоя и проходящей через 
притягиваемую точку т, на два слоя; из них 
один слой будет толщины 2, а другой -—— тол- 
щины а — г. Материальная точка т по отно- 
шению к двум полученным слоям — внешняя, 
Следовательно, по предыдущему, силы при- 
тяжения этих слоев выразятся так: 


Фиг. 445. ВР == 2тьр (&—2) и Ри==2тррг. 
Заметив, что эти силы прямо противоположны, для равнодействую- 
щей их будем иметь: 


Р== 2пирг — пир (а — г) = 21 (2=2— п). (12) 


Полученный результат показывает, что сила притяжения в дан- 
а 
ном случае зависит от места точки т внутри слоя. При 2 == 5` полу- 


чаем Р==0, Т.е. тогда слой 
совсем не притягивает мате- 


а 
риальной точки; при 2 >= 
сила притяжения направлена 

а 
вниз, а при # < 5 — вверх. 


$ 9. Притяжение беско- 
нечно длинными цилиндрами. 
Имеем бесконечно длинный ци- 
линдр произвольной формы 
(фиг. 446) и точку 1. Вырежем 
из данного цилиндра бесконечно 
тонкий цилиндр, который мо- 
Фиг. 446, жно принять за материальную 
прямую. Как было показано, 


2 7 
бесконечно длинная прямая притягивает точку силой Ч, где р’ 


есть плотность, отнесенная к единице длины, а г-— расстояние. Если 
объемную плотность цилиндра назовем через о, то 0’= ра, где ав 
есть элемент площади, служашей основанием бесконечно тонкому 
цилиндру. Пользуясь этим, силу притяжения бесконечно тонким ци- 


2 ира 
линдром можем представить так: ее. Проведем через точку т 
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плоскосгь, перпендикулярную к цилиндру. Она высечет из цилиндра 
площалку №, Положим, что эла площадка покрыта равномерно мате- 
рией так, что плолносгь, огиесенная к единице площади, равна 
удвоенной объемной плотности, т, е, р’==9». Сила 


й т 
ар-—= 288 48 в’ 
в г 


представит тогда силу притяжения элементом площади 4° этой пла- 
стинки материальной точки т, причем эта сила будет обрагно про- 
порциональна расстоянию. Взяв от &Р интеграл, распространенный 
на всю ллощадь пластинки №, получим силу притяжения всей пла- 
стинки, которая будет равна силе притяжения всего бесконечно длин- 
ного цилиндра. 

Огсюда следует: бесконечно длинный цилиндр притягивает ма- 
териальную точку по ньютонианскому закону так, как эта точка 
притягивается с силой, обратно пропорциональной расстоянию, 
материальной площадью, полученной от сечения цилиндра орто- 
гональною плоскостью, проходящей через притягиваемую точку, 
если предположим, что плотность, отнесенная к единице пло- 
щади, равна данной объемной плотности цилиндра. На основании 
этого, вместо того, чтобы рассматривать притяжение ло закону Нью- 
тона бесконечно длинными цилиндрами, можно рассматривать притя- 
жение точки материальными площадями, лежащими в плоскости этой 
точки, силой, обратно пропорциональной расстоянию. 

$ 10. Притяжение бесконечно длинным круглым цилиндром. 
Постараемся определить притяжение бесконечно длинным круглым 
цилиндром. На основании сказанного будем рассматривать притяже- 
ниё материальной точки с силой, обратно пропорциональной рас- 
стоянию, площадь круга, равномерно покрытого массою так, что 
поверхностная ее плотность равна двум объемным плотностям цилиндра. 
Так как всякую материальную круговую площадь концентрическими 
кругами можно разбить на материальные окружности, то рассмотрим 
сначала притяжение точки материальною окружность‘о. 

Имеем материальную окружность радиуса а (фиг. 447), которая 
притягивает точку М, находящуюся от центра окружности на рас- 
стоянии & Элемент дуги 45, масса которого есть р’. $ (0’— линей- 
ная плотность), притягивает точку М силой 


рр’ 5 
ее, 


где г-— расстояние М от рассматриваемого элемента. Равнодействую- 

щая сил притяжения всех элементов, очевидио, будет наиравдена 
др” 4$ 

по ОМ; поэтому мы ее найдем, проектируя Ри на направление ОМ 

и взяв интеграл от полученного выражения, распространенный на все 


734 Гл. т. ПРИТЯЖЕНИЕ ТОЧКИ, ЛИНИИ, ПЛОСКОСТИ И ТЕЛА 


элементы 45. Называя искомую силу через Р, а угол между ги ОМ 
через 68, имеем: 


Преобразуем подинтегральную функцию. Проведем через А прямую, 
составляющую угол 6 с радиусом ОА круга. Эта прямая пересечет ОМ 
в точке С, место которой постоянно для данной точки М, какой бы 


Фиг. 447. 


элемент 45 мы ни рассматривали. Действигельно, из подобия гре- 
угольников ОДС и АМО, имеющих равные углы, вытекает, что 


ОС _ АС _ ОА 

ОА АМ Ом’ 
или 

ОС _АС _ а, 

а т} 
отсюда следует, что ОС.Ё==0?. Так как Ё постоянно для данной 
точки М, то и ОС постоянно. Точки Ми С называются в геометрии 
взаимными и обладают тем свойством, что поляра одной из них про- 
холит через другую, 

Назовем угол АС с ОМ при С через Ф и, приняв этот угол за 
независимое переменное, выразим через ф величины, входящие в выра- 
жение для Р. Соединив В с С, опишем из С, как из центра, дугу 
круга радиусом СА. Дуга АЕ, соответствующая бесконечно малому 
углу @ф, равна АС. 4ф; с другой стороны, АЁ = АВ соз / ВАЕ или 
АЕ = 4560309, Поэтому 
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Подставляем в подинтегральную функцию для Р найденное зча- 


чение 45: 
пи | АС 4 с080 [АС 
Р= вр | соб г ==” | —; 49. 
АС _ а 
Но мы имели -7 ===; ноэтому 


Ь 


| 
= 
>. 
“* © 

8 


Интеграл нужно распространить на всю окружность; поэтому пре- 
делы интеграции будут О и 2т, так что 


Я г 


2" 
72 | до 28а 
Р=,р $[«= = МР’. 


Но 2хар’ == т, где т — масса всей окруж- 
ности, следовательно, 


ры". (13) 


Игак, материальная окружность при- 
тягивает внешнюю точку силой, обратно 
пропорциональной расстоянию, так, как 
будто вся масса окружности сосредоточена 
в ее центре и центр действует на мате- 
риальную точку по тому же закону. 

Покажем, что материальная окружность при силе, обратно 
пропорциональной расстоянию, внутренней точки не притягивает. 
Пусть притягиваемая точка А (фиг. 448) лежит где-нибудь внутри 
материальной окружности, Проведем две хорды через точку А; они 
высекут из окружности два элемента 45 и 45’; посмотрим, как притя- 
гивают эти элементы данную точку А. Во-первых, легко видеть, что 
силы притяжения тем и другим элементом направлены по одной пря- 


мой, за которую можно принять ВС, в противоположные стороны, 


7 @5 с! 
Элемент 45 притягивает силой ы й`› а элемент 45$’ силой т 


Фиг, 448, 


Проведя из А радиусами АВ и АС дуги, заметим, что 


АВ 48 ‚_ 4С ав 
2 = =, =———, 
31 а та 


По замене 45 и 45’ этими значениями в выражениях сил притяжения 


получим: 
о’, 0 в’ а ‚ а 


АВ РР та’ АС =? за" 
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Таким образом, эти силы равны, а следовательно, взаймно уничто- 
жаются, так как направлены по одной прямой в противоположные 
стороны. Так как вся окружность может быть разделена на такие 
пары элеменгов, то ясно, чго равнодействующая призяжения всей 
окружности есть нуль. Теорема доказана. 
Определим теперь силу притяжения сплошного материального 
круга. Разобъем плошадь круга 
м (фиг. 449) концентрическими окруж- 
ностямн на бесконечно тонкие кольца, 
которые можно рассматривать как 
магериальные окружности, массы ко- 
торых пазовем через 4т. Каждая та- 
кая материальная окружносгь призя- 


иат 
гивает внешнюю точку М силой ——. 


Сила притяжения всех окружностей 
будет 


Фиг. 449, 


где М-—— масса всей площади круга. Называя поверхиостную плот- 
пость через р”, для /{ будем иметь: 


М == пар’; 
ноэгому аа 
ИР. 

Р== =. (14) 


Пусть теперь материальная точка находится на самой площади 
круга в М’. Проведя через М” круг из цептра О, увидим, что 
точку М’ будет притягивать только круг радиуса ОМ”, так что сила 
притяжения будет 


"дом "Е й 
= ррИИ те ) = ет Е ==лур Е. {15) 


Формула (15) показывает, что при силе, обратно пропопциональ- 
ной расстоянию, материальный круг притягивает внутреннюю 
точку (и точку, лежащую на его окружности) силой, прямо про- 
порниональной расстоянию точки от центра круга. 

Рассмотрим притяжение плоского материального кольца. На осно- 
вании вышеизложенного, если притягиваемая точка лежит внутри 
кольца, то кольцо ее не притягивает. Если точка находится вне 
кольца, то вопрос решается по формуле 

М 


Р=--, 


1де // — масса кольца, Е — расстояние гочьи о! центра кольца, 


Р 
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Разберем случай, когда притягиваемая точка находится на кольце. 
Разбиваем данное кольцо (фиг. 450) окружностью концентрического 
круга, проходящего через притягиваемую точку, на два кольза, из 
которых внешнее точку притягивать не будет. Что касается притя- 
жения кольца 7, то его определить можем так. Положим, что нашу 
точку притягивает слошной круг радиуса # и отталкивает сплошной 
круг радиуса а, где а — внутренний радиус кольца. Равнодействую- 
щая двух этих сил будет, очевидно, сила притяжения кольца Г. По 
формулам (14) и (15) имеем: 

РР 
Р== по’ — по’ь == Е (2 — а). (16) 

Мы знаем, что если поверхностную плотность р" заменить объем- 

ной плотностью 20, то задача притяжения материальной площадью 


Фиг. 450. Фиг. 451. 


с силой, обратно пропорциональной расстоянию, обращается в соот- 
ветствующую задачу о притяжении бесконечно длинным цилиндром 
по закону Ньютона. Поэтому если имеется бесконечпо длииное 
цилиндрическое кольцо (фиг. 451) с радиусами а и $, то, пользуясь 
формулой (14), для силы притяжения этим кольцом точки, найдем: 


ре а) = (и в, (17) 


Следовательно, бескопечно длинное цилиндрическое кольцо внешние 
точки притягивает к своей оси. Внутренних точек это кольцо совсем 
не притягивает. Что касается точек, находящихся в самом теле 
кольца, то по формуле (16) оно их притягивает силой 


2 
Режи — Эр. (18) 
При а==0, т. ве, когда имеем сплошной цилиндр, находим: 
Р=2ри. {19) 
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$ 11. Притяжение сфер. Задачу о притяжении сфер можно 
вести таким же геометрическим путем, как и задачу о притяжении 
материальными площадями. Именно, сферический слой можно разбить 
на бесконечно тонкие сферические слои и, таким образом, задачу 
о притяжении сферическим слоем свести к задаче о притяжении 
сферической поверхностью. 

Рассмотрим два случая притяжения поверхностью сферы: Г) когда 
притягиваемая точка находится внутри сферы и 2) когда она лежит 
вне сферы. Покажем, что в первом 
случае поверхность сферы точки не 
притягивает. 

Итак, имеем поверхность сферы 
(фиг. 452), равномерно покрытую мате- 
рией, и точку С единицы массы, ле- 
жащую внутри сферы. Построим беско- 
нечно тонкий конус, имеющий вершину 
в притягиваемой точке, который выре- 
зает из поверхности сферы элементы 
43 и 4а’ и которому соответствует те- 
лесный угол 4®. Усечем конус сферами, 
описанными из С, как из центра, ра- 
диусами СА и СВ. Пусть эти сферы 

Фиг. 452. лают сечения Ги Н с конусом. Так 

как площадь нормального сечения равна 

телесному углу, умноженному на квадрат расстояния этого сечения 

от вершины конуса, то площадь сечения / равна 4® - АС?, площадь 

сечения ПЛ равна 4®. ВС?. Называя угол между площадями Ги 43 
через «, легко усмотреть, что 


Я 


ИЛИ 
— АС? 43’ — й® ВС? 


Элементы поверхности 4 и 40’ притягивают точку С по ньютониан- 
скому закону силами 


Вр” 48 Бр” 4% ВС? _ пр” йо 


ВСТ = ВС?‘ сова ^^ соза ° 


Таким образом элементы 43 и 45’ притягивают точку С равными 
силами; так как эти силы, очевидно, направлены по одной прямой, 
ва которую можно принять прямую АВ, в противоположные стороны, 
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то они уничтожаются. Итак, сферическая поверхность внутренней 
точки по ньютонианскому закону не притягивает. 

Рассмотрим второй случай. Пусть притягиваемая точка М (фиг. 453) 
находится вне сферы на расстоянии & от центра ее. Выделим элемент 
поверхности 40; этот элемент притягивает точку М силой 


о” 43 


2 ’ 


где г— расстояние точки от рассматриваемого элемента. Равнодей- 
сгвующая сил притяжения всех элементов пойдет по ОМ и будет 


Фиг. 453. 


равна интегралу, распространенному на всю поверхность сферы, от 
проекции силы притяжения элемента 4 на линию ОМ: 


Р= [7& с0$ 6, 


где ( есть угол между ги $. Проведем через точку А прямую АМ 
под углом @ к радиусу ОА. Легко заметить, что треугольники ОАМ 
и ОАМ подобны, так как в них углы равны. Из подобия их следуег. 


ОМ. а АМ 


откуда 
ОМ - ОМ == а? == сопз{,, 


т. е. точка № имеет постоянное место на прямой ОМ, какой бы 
элемент 45 мы ни брали. Вообразим, что все точки элемента 4 со- 
единены с точкой №; называя телесный угол полученного тонкого 
конуса через 4® и пересекая конус сферой, описанной из М ра- 
лиусом АМ, будем иметь: 


4 =, а= о. АМ, 


47% 
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а следовательно, 
до АМ? 


@8 = с08 8 


. 


Подставляя найденное значение 43 в подинтегральную функцию, 


находим: 
_#®| 4% АМ? с0з 8 „| = АМ 
Ре ее и ам. 
Но 
АМ№ а? а? +. 
8 =— ОМ == 2 == С01$ . 
поэтому 


з 
ре" |[4®. 


Интеграл берется на всю поверхность сферы так, что сумма элемен- 
тов @4® дает 4тп, т. е. поверхность сферы радиуса единица. Итак: 


ре тай = ВИ (20) 


где М == 4ка2р” — масса всей поверхности. Эта формула может быть 
выражена так: материальная поверхность сферы по закону 
Ньютона притягивает внешнюю точку так, как ее притягивает 
по тому же закону центр тяжести этой сферы, в котором 
сосредоточена вся масса поверхности. 

Если имеется сферический слой, то, разбив его на бесконечно 
тонкие слои и рассматривая эти слои как материальные сферические 
поверхности, по формуле (20) найдем силу при- 
тяжения для каждого бесконечно тонкого слоя, 
а следовательно, и для всего слоя. 

Если притягиваемая точка лежит внутри 
слоя, то, поступая подобным же образом, лег- 
ко убедиться, что сферический слой внутрен- 
ней точки не притягивает. 

Рассмотрим теперь тот случай, когда при- 
тягиваемая точка находится внутри сплошной 
материальной сферы. Имеем сплошную сферу 

Фиг. 454, (фиг. 454) и материальную точку внутри этой 
сферы, лежащую на расстоянии & от центра сферы. 

Разобъем эту сферу концентрической сферической поверхностью, 
проходящей через рассматриваемую точку, на сферический слой Аи 
сплошную сферу В. Сферический слой А, будучи внешним относительно 


притягиваемой точки, не притягивает се. Сфера же В притягивает 


М 
точку силой, которая по формуле (20) есть РИ. 
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Но М= 5 тр:?, поэтому 
4 
Р= 5 тырЕ. (21) 


Отсюда следует, что сплошная сфера при ньютонианском притяжения 
притягивает точку, находящуюся внутри 
(или на поверхности)ее, силой, прямо пропор- 
циональной расстоянию от центра. 

Если имеется сферический слой, внутрен- 
ний радиус которого есть 2 (фиг. 455), то 
притяжение этим слоем точки, лежащей в теле 
его, можно определить так: разобъем весь 
слой на два — внешний и внутренний отно- 
сительно притягиваемой точки. Внешиий слой 
точки не притягивает. Притяжение внутрен- 
него слоя может быть заменено притяжением 
сплошной сферы радиуса & и отталкиванием Фиг. 455. 
сплошной сферы радиуса 6, которые опре- 
деляются по формуле (21), так что для искомой силы притяжения 
будем иметь; 


4 4 л5з 
Р==5 пи — нь, 


или 
4 53 
Ри (=). (22) 
3 ё 
Все сказанное о притяжении сферическим слоем материальной 
точки позволяет графически представить изменение силы в зависи- 


р 


Фиг. 456. 


мости от положения притягиваемой точки внутри слоя, в самом слое 
и вне слоя. Возьмем прямоугольные оси координат (фиг. 456) и 
будем откладывать на оси абсцисс расстояния & точки от центра 
слоя, а на оси ординат соответствующие силы Р. Пока точка нахо- 
дится внутри слоя, т. е, пока $ < 5, где ф — внутренний радиус слоя, 
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сила равна нулю. В промежутке между &==0 и Ё-==а, т. е. когда 
точка находится в самом слое, сила возрастает по закову 


Р-р (—=)- 


Далее, точка находится уже вне слоя, {>> а, сила убывает по закону 
кубической гиперболы, выражаемой уравнением 
ьМ 
Р== `` 
$ 12. Аналитическое исследование притяжения сфер. Иссле- 
дуем вопрос о притяжении сфер аналитически. Имеем сферу радиуса а 
(фиг. 457), которая равномерно покрыта материей. Плотность, отне- 
сенную к единице поверхности, назовем р”. Определим, чему равен 


2 


Фиг. 457. 


потенциал поверхности сферы, частные производные которого по 
координатам и будут компоненты силы притяжения. 

Отнесем сферическую поверхность к полярной системе координат, 
имеющей полюс в центре сферы. Потенциал ньютонианской силы 
притяжения в полярных координатах есть 

ин" | м, 
где 48== площ. АВСР-==АВ.ВР. Но АВ-=а@8, где а — радиус 
сферы; ВО = ВЕ4. Из ДА ОВЕ имеем: ВЕ=азт0, откуда 
ВО = ат 0 49 и 
43 == 42 п 6 46 49, 
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Подставляя это значение в выражение (/, получим: 


и Г аз 6 48 а 
И = вр | езаваан, 


Определим пределы интеграции. Изменяя угол @ от 0 до п, получим 
потенциал пояса №; изменяя после того угол х от 0 до 2т, мы обой- 
дем всю поверхность сферы; следовательно, 


2% 


Ир" Е: зп 6 48 Ге= Эти"? 


х 
9 
Выразим переменное 6 через г. Из треугольника ОМВ имеем: 
== -|-  — 20 с0$0. 
Дифференцируя это равенство, получим: 


гаг == авт 6 9, 


откуда 
гаг 


т 9 40 = . 
аЁ 


По подстановке в выражение потенциала, получим" 


8=® 9—п 
и? ро 
= 288274 [ ат = Эра | Ч". 
ай Е 
8= 8=0 


Если притягиваемая точка внешняя, то пределам 6 —=0и 0 = т соот- 
ветствуют предельные значения: г = —@ и г==Е-[ а; поэтому для 
потенциала внешней точки найдем: 


Ба 


ия | Я ра), 
ё—а 
огкуда 
ИУ то 
И = тер 


и, (23 


где М == 4па?р" есть масса сферической поверхности. В случае внутрен- 
ней точки г изменяется от @— до а-ть и для потенциала имеем: 


@--5 
Г о 

ПИЯ | а-е-а-5, 
а— 


откуда 
(= 4приц, (24) 
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Мы видим, что потенциал для внутренней точки есть величина посгоян- 
ная; частные производные его по координатам, т. е. компоненты силы 
притяжения, суть нули; следовательно, поверхность внутренней точки 
не притягивает. 

Найдем телерь потенциал сплошной сферы и сферического слоя. 
Разбивая сплошную сферу на бесконечно тонкие слои, для потенциала 
м сплошной сферы в случае внеш- 
° ней точки по формуле (23) най- 

дем: 


нете, (25) 
ё 8’ 
где т есть масса бесконечно тон- 
кого сферического слоя, а М— 
масса всей сферы. Полученная 
формула показывает, что сплош- 
ная сфера внешнюю точку при- 
тягивает, как одна материальная 
точка, именно, как центр тяже- 
Фиг. 458, сти, в котором сосредоточена вся 
масса сферы. 

Для определения потенциала сферического слоя можем поступить 
так же. Имеем сферический слой (фиг. 458) с радиусами К; и К.. 
Разбиваем этот слой на бесконечно тонкие слои, толщина которых 
пусть 44. Назовем объемную плотность слоя через р; для поверх- 
ностной плотности тогда будем иметь: р’ ==р@а. Если притягиваемая 
точка находится внутри слоя, то потенциал каждого тонкого слоя 
определится ло формуле (24), а для потенциала всего слоя получим: 


В, Е, 
И = Г 4трра да = 4тур || а да == тур (Е: — ®). (26) 
В, В, 


Для внешней точки потенциал каждого слоя определигся по фор- 
муле (23), и для полного потенциала получим: 
р: , р: 
Ге Апр Г а 4 Е — 
—=- @а= ваа= ты ——-. 
$ =, "РР Е 


а 1 


(= 


Заметив, что 
= (Кр, 


где М — масса всего слоя, потенциал можем представить так: 


М 
и=*г. (27) 
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Наконец, если точка находится между крайними поверхностями слоя, 
то, разбив слой концентрической сферой, проходящей через притяги- 
ваемую точку, получим два слоя; для одного из этих слоев точка 
будет внутренняя, для другого — внешняя, Потенциалы этих слоев 
определятся формулами (26) и (27) и в сумме дадут искомый потен- 
циал в такой форме: 
А 3 р 
тыр (ани. 8) 


Решим следующую задачу. Определить притяжение сплошной полу- 
сферой точки, находящейся у ее полошвы. Имеем полусферу ра- 
диуса а (фиг. 459) и притягиваемую точку, находящуюся в О. Начало 


м 


Фиг, 459. 


координат возьмем в притягиваемой точке и расположим оси коор- 
динат так, чтобы ось Оз была направлена вертикально вверх, а пло- 
скость О2х была диаметральною плоскостью полусферы; сила притя- 
жения, очевидно, будет лежать в плоскости Озх, так что компонент 
У==0. Компонент по оси Ох есть половина силы притяжения сферы; 
следовательно, 


Тм Тв а4 2 
Ху. 3 пар == тар. 


Для определения компонента силы притяжения ло оси О2 отнесем 
полусферу к сферическим координатам, имеющим полюс в О и поляр- 
ною осью ось Ох. Разбиваем полусферу на весьма тонкие конусы, 
имеющие вершину в О. Элемент объема выразится следующим об- 
разом: 

40 = зи 0 4лаф 00, 


Он притягиваег точку О силой 


ие —= рр ал 0 йгаф 48, 
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Эта сила направлена пло радиусу-вектору г, который составляет 
с осью Ох угол 8, а его проекция на плоскость Оуг составляет 
с осью Ог угол Ф. Поэтому, чтобы найти составляющую по оси Ог, 
нужно, спроектировав эту силу на плоскость Оуг, полученную 
проекцию спроектировать на ось О2. Тогда получим: 


47 = р яп 6 дл 4ф 8. Яп 0 с03 5. 


Вся сила притяжения по оси Оз есть интеграл от элементарной 
силы 47, распространенный на весь полушар, т, е. 


= м ГГ [эта в созф ал ар а. 


Определим пределы интеграции. Будем вести сначала интеграцию по 
бесконечно тонкому конусу А. При. этом г будет меняться от 0 


до 245058. Изменяя затем 8 от 0 до а дальше фот — у т до = 5), 


5 ’ 
получим рнтеграл, распространенный на весь полушар.  Слетователью: 
к ® 
+= р 84 088 


2=н { козта [вии | 4г. 


а 
Совершим самую интеграцию: 


к ® 
т = 


Е == с0$ 2 4? [2 $1172 8 с058 48 == 


>> 


-: 
+5 ы +5 
== ра | оз т = Е рра| чпо = арр. 
— — 
Итак, о й 
= зпарр, 2 == 3 20. (29) 


$ 13. Притяжение многогранников. Вопрос о притяжении много- 
гранников может быть весьма просто решен помощью двух теорем, 
из которых одна предложена Сомовым, а другая Меллером. Теорема 
Сомова относится к силе притяжения пирамидой ее собственной вер- 
шины и заключается в следующем. 

Теорема. Пирамида притягивает точку, помещенную в ее 
вершине, силой, компонент которой по направлению высоты 
есть ррЁ@, где й—высота пирамиды, ®@ — телесный угол, под 
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которым видно основание пирамиды из вершины, и р — обземная 
плотность. 

Имеем пирамиду какой-нибудь формы (фиг. 460). Разбиваем осно- 
вание этой пирамиды на бесконечно малые площадки 4, которые 
соединьем с вершиной О; получим весьма тонкие пирамидки О 05, 
для которых и ишем силы притяжения. Пусть соответствующий одной 
из таких элементарных лирамид телесный угол есть &®@. Элемент 
объема 49, отсгоящий от вершины на расстоянии г, выразится произ- 


Фиг. 460. 


ведением 4/45’, где 4’ площадь сечения пирамидки на расстоя- 
нии г от вершины. Из пропорции 


45’ _ а8 
в 
имеем: 45’ == 24, а лотому 
@о = г? ага®, 


он притягивает точку О силой 


4 рарао. 


78 
Сила притяжения всей нирамиды есть 


[в 4 ао, 


й 
причем г изменяется от 0 до 2059’ где 6 есть угол между ги #. 


Проектируя эту силу на направление #, которое примем за налравле- 
ние оси О2, найдем, что компонент силы притяжения элементарной 
пирамидки по направлению высоты есть 
_в_ 
038 
42 = ир [ созв ага®, 
@ 
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Замечаем, что &@ и с0$8 постоянны для рассматриваемой элемен“ 
тарной пирамидки; поэтому 

ъ 

©0359 


42 == рсозв@ | дер со Иной 48. 
9 


Интеграция @2, распространенная на всю пирамиду, даст нам искомую 
силу 7: 
а 


ЕЕ рой | 49 — врй9. (80) 
[е) 


Теорема Меллера. Проекция силы притяжения миного- 
гранником внешней материальной точки на какую-нибудь ось равна 
сумме произведений потенциалов всех граней многогранника относи- 
тельно рассматриваемой точки (полагая, что поверхностная 
плотность выражается тем же числом, что и объемная) на коси- 
нусы углов внутренних нормалей граней с упомянутой осью. 


2 


Фиг. 461. 


Пусть эта ось есть ось Ох. Если потенциалы граней многогран- 
ника относительно притягиваемой точки назовем через (Л, #,..., 
причем полагаем, что объемная плотность и поверхностная выра- 
жаются одним и тем же числом, а углы внутренних нормалей граней 
с осью Ох назовем через я, @а,..,., то теорему Меллера можно 
выразить такой формулой: 


Х == Ц; соз а, -- Ч.соза,--... 
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Рассмотрим сначала для общиости тело, ограниченное какой-нибудь 
поверхностью. Пусть имеем такое тело произвольной формы (фиг. 461), 
которое притягивает точку 71(х, у, 2). Будем рассматривать это тело 
относительно осей Оху2, из которых ось Ох есть данная ось. Разбиваем 
тело плоскостями, параллельными плоскостям координат Оху и Озх, на 
весьма тонкие призмы, параллельные оси Ох. Эти призмы с обеих 
сторон тела вырежут элементы поверхности 49, 435,... Объем 
элемента призмы есть 4 = &@44<, сила притяжения этим элементом 


равна ет 41 46. Проекцию этой силы на ось Ох получим, умножив 


ё—х 
на косинус угла силы с осью Ох, именно на =—} тогда будем 
иметь: 


ве атас. 


Проекция силы притяжения всей призмы выразится так: 


в [ Ааа. 


Весь же компонент по оси Ох будет 


хи | [| [5 хи. 


Выполним иптеграцию по & Легко показать, что 
Ех __ 9 /1\. 
8 — дЕ\г/? 
действительно: 


Еф и—Уе-Э 


0 (+)=== 
Е \г 8‘ 


Пользуясь этим, выражение для Х переписываем гак: 


сы [ик 


Интеграл по & распрострапяется на призму с основанием 481, причем г 
меняется от г, до го; поэтому 


и [ [м-в [ [&( (;—)= 
= [иж (5—5). 


Если проведем нормали п, и п, то легко заметить, что 


ыы 


@1 4$ = с03 а, › 03, == — С0$ ах * 43%. 
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Раскрыв скобки под интегралом, заменим {д $ тем и другим значе- 
нием; будем иметь: 


__ с0$ а} . 451 с03 г) 
х=н | | п + 72 ° 


[ | С0$ а - 81 
. 7! 


берется для части тела, находящейся по левую сторону от контура А, 
по которому цилиндр с образующей, параллельной оси Ох, прика- 


сается к телу, а интеграл 
С05 аз. 408 
7 


для части тела по правую сторону этого контура; поэтому выраже- 
ние для Х можно переписать в виле 


Хх | | сова , 


где интеграция распространяется на всю поверхность тела. 

Пусть телерь данное тело есть многогранник. В этом случае все ас 
представляют элементы граней многогранника, а все углы я — углы 
нормалей к граням с осью Ох. Но нормаль для всех элементов одной 
и той же грани имеет одно и то же направление, вследствие чего с0$ а 
для соответствующей грани есть величина постоянная, — поэтому 
силу Х можно представить формулой: 


Х—врсвва, | | ® роза, | “+... 


где интеграция в первом слагаемом распространяется только на первую 
грань, во втором — только на вторую грань н т. д. Если теперь 
положим, что объемная плотность равна поверхностной плотности, 


Интеграл 


[1 
то легко усмотреть, что выражения ю[ [® суть потенциалы всех 


граней, на которые распространяется интеграция. Называя эти потен- 
циалы соответственно через (Л, (0, ..., имеем: 


Х == 0, ©0$ а, | И соз а, -- (5 сова. ..., 


и теорема Меллера доказана. В силу этой теоремы определение силы 
притяжения многогранника сводится к отысканию потенциалов его 
граней. 

Рассмотрим один частный случай определения потенциала плоской 
фигуры, именно, найдем потенциал прямоугольного треугольника. 
К этому случаю можно свести определение потенциалов всяких много- 
угольников, потому что всякий многоугольник можно разбить на 
прямоугольные треугольники. Имеем прямоугольный треугольник АВС 
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(фиг. 462). Найдем его потенциал относительно вершины А. Примем АВ 
за полярную ось, а точку А за полюс и разобъем треугольник на 
малые площади 45 ==г4фа4г. Тогда потенциал всего треугольника 


выразится так: 
И=ь | г де ах 
‘ *. +. р т " 


Здесь г изменяется в пределах ог нуля до 


05 $ ‘ 


изменяется от нуля до а, гдех == Х ВАС, 
Совершим интеграцию по г: 


« 0508$ @ 
а 
И = р | [и | Чт — нос | ее 
6 9 


Введем вместо ф угол %, который с $ 


т 
связан условием: © = 5—4. Из этого 


условия имеем с0$ф = $1, 49 = —@ ФИГ. 462 
и, следовательно, при Ф==0О имеем и 


{= 5 ‚ а при Ф == имеем {= 8, где В = / АСВ. Теперь потенциал 


выразится так: 


1, 
В о 
Ро 
ое | боны | ——5 
2 8 25 5 с05 5 
ИЛИ 
1 
$" 
1 4 
ое | т’ ар 
во 2 с03? 5 
Произведя ингеграцию, получим: 
1 
- с 
вре пик == ве Ав, 
в 
или, наконец, 
И = меш сш. (31) 


Пусть теперь имеем прямоугольный треугольник ОВС (фиг. 463), 
и ишется его потенциал относительно точки А, находящейся где- 
нибудь на оси, перпендикулярной к плоскости ОВС и проходящей 
через вершину О, Соединяем Ас В, Си О; получаем пирамиду АВС, 
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высота которой АД пусть равна й. Определяя по теореме Меллера 
составляющую по оси АД силы притяжения всей пирамидой точки А, 
имеем: 

=, па, | 0, соз т = И, па — Ц, 
где 0, есть потенциал грани АВС, а О, — потенциал грани ОВС. 
к 


(Внутренние нормали к остальным граням составляют с АР угол =, 


х , 
2 


Фиг. 463. Фиг. 464, 


так что их потенциалы по умножении на косинус угла дают нуль.) 
По теореме Сомова имеем: 
2 = рой; 
кроме того, по формуле (31): 
} 
(= ьретсв 
где с= АВи В == / АСВ; поэтому 
рой@ — пре зп а шею + —0.; 
откуда определяется искомый потенциал: 
По === ир (сп оп $ —й9), (32) 


К разобранному случаю сводится нахождение потенциалов всех воз- 
можных многоугольников. В самом деле, пусть имеем грань какой- 
нибудь формы, для которой ищем потенциал относительно точки А 
(фиг. 464). Опустив из А перпендикуляр АО на грань, из получен- 
ной точки О разбиваем многоугольник на прямоугольные треуголь- 
вики, для которых и ишем потенциалы по формуле (32). Сумма этих 
потенциалов даст искомый потенциал грани 


И=и4-и.-... 


ГЛАВА П. 
ПРИТЯЖЕНИЕ ЭЛЛИПСОИДОВ. 


$ 1. Теорема Ньютона. Однородный эллиптический слой, заклю- 
ченный между двумя подобными концентрическими эллипсоида- 
ми, внутренней точки 
не притягивает. Имеем 
эллиптический слой И 
внутри его притягиваемую 
точку М (фиг. 465). Во- 
образим бесконечно тон- 
кий конус с вершиной 
в притягиваемой точкс; 
он высекает из той и дру- 
гой части объемы АВВ’А’ 
и СРО’С’. Рассмотрим 
притяжение этими объема- 
ми точки М. Если телес- 
ный угол, соответствую- Фиг. 465. 
щий бесконечно тонкому 
конусу, назовем через @®, то элемент объема выразится через г? да ди, 
масса его через ог? 4 4г, а сила притяжения таким элементом 4 через 


при? ао г 
у? 


’ 


поэтому объем АВВ’А’ притягивает точку М силой 


ив мВ 
| Е ар [че ррао (МВ — МА) == вр4а ВА. 
МА ЛГА 


Подобным же образом найдем, что сила притяжения объемом СОО’С” 
точки М есть вр4® РС. Сравнивая эти силы, мы видим, что они 
направлены по одной прямой, за которую можно принять ДВ, в про- 
тивоположные стороны и равны, так как ОС == ВА. 

Что ОС-=ВА, вытекает из свойств подобных концентриче- 
ских эллипсоидов. Действительно, если мы проведем для внешнего 


48 Зак 2984 Н Е. Жуковский. 
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эллипсоида диаметр, сопряженный хорде ВО, то этот диамегр разделит 
хорду ВО пополам, так что О’В =0’Р. С другой стороны, этот 
диаметр есть также сопряженный для хорды АС внутреннего эллип- 
соида, поэтому О’А-=0"’С. Вычтя второе равенство из первого, 
получим ВА —=0С. 

Таким образом пара элементов объема АВВ’А’ и СОП’С” при- 
тягивает внутреннюю точку силами равными и противоположными; 
эти силы взаимно уничтожаются, следовательно, точка М парой 
элементов не притягивается. Так как весь слой состоит из таких пар 
элементов, то ясно, что весь слой не притягиваег точки М 

Теорема эта, доказанная для эллиптического слоя, верна вообще 
для всякого слоя, заключенного между двумя подобными концентри- 
ческими поверхностями второго порядка, ибо каждые две подобные 
концентрические поверхности второго порядка обладают тем свойством, 
что отрезки хорл между этими поверхностями равны 

$ 2. Теорема Айвори. Поверхность уровня для бесконечно 
тонкого эллиптического слоя есть софокусный ему эллипсоид. 
. , Выведем предварительно понятие 

д о соответственных точках. Имеем 
два концентрических эллипсоида 

7 с нолуосями а, 6, си а, 6, с, 

(фиг. 466). Точки, координаты 
которых удовлетворяют соотно- 


0° шениям 
м Уж м 
и а а’ Ь нс .’ 
Д называются соответственными 
точками по отношению к этим 
Фиг. 466, эллинсоидам, Легко показать, что 


для точки, лежащей на лервом 
эллипсоиде, соответственная точка лежит на втором. Действительно, 
координаты точки первого эллилсоида удовлетворяют уравнению 


ха И #2 
эти Рая! 


ху 2 
Если =, 4;, т заменим из данных соотношений, то получим: 
А д 
ж У -+ #1 1 
ее = Ь, 
и ‘а 


т. е. уравнение второго эллнпсоида. 

Если одна из соответственных точек лежит на эллипсоиде, полоб- 
ном эллипсоиду 2 10 другая точка лежит на эллипсоиде, полоб- 
ном эллилсоиду //. Пусть эллипсоид, подобный эллипсоиду [, имеет 
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полуоси ка, &р и с; координаты точки, лежащей на нем, удовле- 
творяют уравнению 


ха 3 13 
Ч — р 
ая я=и, 
координаты соответственной ей точки удовлетворяют уравнению 
2 3 
му И 22 
З р 2’ 
а 51 1 
а это есть уравнение эллипсоида с полуосями №а,, № и Ае,, т. е. 
подобного эллипсоиду /. 
Так как соответственные точки связаны линейными соотнонтениями, 
то точкам, лежащим на некоторой прямой или на плоскости, соот- 
ветствуют точки, которые лежат также на некоторой прямой или на 


плоскости. Действительно, уравнение плоскости, проходящей через 
точку (х, у, 2), есть 


Ах-- ВУ Сё-- р ==0; 
координаты соответственной точки должны удовлетворять уравнению 


ААВ рус 2=0, 
а} в 61 


которое также есть уравнение плоскости, 

Если эллипсоиды Ги И разобьем на бесконечно малые прямо- 
угольные параллелепипеды, то каждому параллелепипеду в точке 
(х, у, 2) внутри первого будет соответствовать параллелепипед в соот- 
ветственной точке второго. Объемы этих параллелепипедов будут 
относиться, как произведения полуосей а, 6, сиа,, 6:, с,. В самом 
деле, определяя из данных в начале параграфа соотношений х, у, = 
через х., У, 2, Имеем: 


а _ В с 
=” У=ЫУь 2 — с 2ь 
отсюда 
акб цх, ду ау, ага 
а Ар „у = р Ут — Ру 2. 


Составим объем бесконечно малого лараллелепиледа: 


абс 
4х 4уаг = с, 9х, ау, 42, 


откуда 
4х9у42 _ аб \ 
ам 4 [12 — а161С1 . 


Положим теперь, что основные эллипсоиды Г и И (фиг, 467) 
софокусны, так что 


а — а — = — 0, 


48* 
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Возьмем на этих эллипсоидах две пары соответственных точек 2, А’, 
В, В’ и, соединив их накрест, докажем, что АВ’ == ВА’. Назовем 
координаты точек Аи В через х, 
у гит Ба координаты соот- 
ветственных точек через х;, у,, 2, 
и #1, 11, (1. Тогда 


(АВ’)? == 
= (и — же (4, — У —2), 
(ВА’ = 
= (— лиф у 6—2). 
Отсюда 
(АВ’)? — (ВА’) = 

== ($ — х)* — ((— м8 -Н (9, — У) — @— уе -- © —2*—(С—2). 
Но 

(Е 


Фиг. 467. 


== Ц (а, — ха) — (а — ха] == 


= 1 [22 (0—3)? (а—2) —2 ах -[ 2аа&х]. 
Наконец, 
(22 — 22) (а1— а') 


= 


Точно так же 
(— У) (ИЬ— в) 
(и: —У—( — У) = р : , 


12—27) (68—68 
< — 2 —(— 2) = го о. 
Поэтому 
(ав)з— (ВА: = 

(2—1) (1—2), Ф-яи-м  @-2 ав 
= а? : + $2 - -|- 63 : ы 
Замечая, что 


За 2 — 2 02 
аа—а я—5 2—6, 


переписываем равенство так: 


ив’ — вл ЕЕ (ав) 
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Так как точки А и В лежат на оллипсоиде (а, Ь, с), то 


[4] 
и = 1, =, 


и мы имеем: 
(АВ’)? — (ВА’}? == 0, 


АВ’ = ВА", 


Таким образом, взятые накрест расстояния двух пар соответственных 
точек, лежащих на софокусных эллипсоидах, равны, 

Перейдем, наконец, к доказательству теоремы АйЙйвори. Имеем 
бесконечно тонкий слой, заключенный между подобными эллипсоидами, 
полуоси которых суть: наруж- 
ного а, 6, с и внутреннего Ка, 
6, Вс, где Е < 1, но бесконечно 
мало от нее отличается. Возьмем 
где-нибудь вне данного слоя 
точку М’ (фиг. 468) и проведем 
через эту точку эллипсоид, со- 
фокусный наружному эллилсоиду, 
так что, если назовем полуоси 
второго эллипсоида через а1, 61, с, 
то будет иметь место соотно- 
шение; 


Фиг. 468. 


==. 


Если бесконечно близко к эллипсоиду, проходящему через М’, про- 
ведем другой эллийсоид с полуосями 24, 25, №с., легко видеть, что 
он будет софокусным внутреннему эллипсоиду данного слоя, потому 
что 

(ва; — (ва) == (#6) — (16)? — (вс) — (во. 
Выберем на наружной поверхности внутреннего слоя точку М, соог- 
ветственную точке М'. Рассечем внутренний слой на бесконечно ма- 


лые объемы 40, а внешний — на такие же объемы с соответствен- 
ными точками. Называя потенциал внутреннего слоя на точку М 


через С, будем иметь: 
4 
И = в | [= 


С другой стороны, называя потенциал внешнего слоя на точку М 


через (., будем иметь: 
40’ 
== р | [м 
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Но г-=г и 40:09’ ==ас: абс, так как точки Ми М’, Аи А" 
соответственны, поэтому 


— а161С1 ‚ #0 __ а | | 
ив | | абс р @6с г?’ 


__ абс: 
= 0. 


ИЛИ 


Результат этот получен в предположении, что оба слоя имеют оди- 
наковую плотность р; если же плотность различна, то 


__ 211611 
ее. @) 


Когда точка М будет перемещаться по внутреннему слою, тогда 
соответственная точка /М’ будет перемещаться по внешнему слою; 
нэ точка М находится внутри внешнего эллиптического слоя, а по 
теореме Ньютона эллиптический слой внутренней точки не притягивает, 
отсюда следует заключить, что потенциал о внешнего слоя для 
внутренних точек есть величина постоянная; в противном случае про- 
изводные по координатам от этого потенциала в нуль не обращались 
бы, и притяжение имело бы место. Если (\ == сопзё., тои 0 == сопз%,, 
так как д для данных слоев — величина постоянная. Таким обра- 
зом, для точек, лежащих на эллинсоиде, проходящем через М’, потен- 
циал данного слоя ( есть вели- 
чина постоянная. Отсюда следует, 
что эллипсоид, проходящий через 
М’ и софокусный с данным слоем, 
есть поверхность уровня для дан- 
ного слоя. А в этом и состоит 
теорема Айвори. 

$ 3. Теорема Маклорена. Два 
эллиптических слоя, ограничен- 
ных софокусными эллипсоидами, 
или два софокусных сплошных 
эллипсоида притягивают внеш- 
нюю точку силами, одинаково 
направленными, величины кото- 

Фиг. 469. рых относятся, как массы эллип- 
с0идов или эллиптических слоев. 

Докажем сначала теорему Маклорена для бесконечно тонких 
эллиптических слоев. Имеем два бесконечно тонких эллиптических 
слоя Г и И (фиг. 469). Назовем полуоси эллиисоидов внешнего 
и внутреннего первого слоя через а. 6, си Ка, Е, Кс, второго 
слоя через а, 61, с, и Ка;. Е, Юс,. Проведем через какую-нибудь 
внешнюю точку /М эллипсоид, софокусный с данными, и построим 
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эллиптический слой /1//, ограниченный полуосями 45, 65, сои Ваз, №6, сл. 
Назовем через И потенциал слоя / на точку М, через (/, потенциал 
слоя И на ту же точку, а через Ц, потенциал слоя /// на какую- 
нибудь внутреннюю точку. По формуле (1) для слоев Ги /// имеем: 


[й р абс 


0 — ра@збосо * 
далее для слоев Ли ИГ: 
1 рас 


= 


0, рэ@эбос. 
Деля эти соотношения одно на другое, получим: 


9 раб 
(Л р1@161С1 и 
ИЛИ 


Если продифференцировать последнее равенство последовательно ло х, 
5, 2, то, заметив, что производные потенциалов по координатам дадут 
соответствующие силы, пайдем: 


р абс __ рабс __ рабс @ 
о рама Ро По рана СГ ) 


раст 
Эти формулы показывают. что проекции сил на оси пропорциональны, 
откуда следует, что силы имеюг одинаковые направления. С другой 
рабс 


рла1е1с1 
как легко заметить, есть отношение масс эллиисоидов или эллипти- 


ческих слов Ги //, так как 


рае _ рас (1—#®) __ раб рай. #с 
рав рва (1 — #) рас — рвал Аб #с1” 


сгороны, компоненты сил находятся в огношении ‚ которое, 


Отсюда следует, что и сами силы относятся, как массы слоев. 

Теорема, доказанная для бесконечно тонких эллиптических слоев, 
легко распространяется на сплошные эллипсоиды и слои конечной 
толщины. Пусть имеем два слоя, ограниченные эллилсоидами с полу- 
осями а, 6, си Ка, #, Ее для первого слоя и с полуосями для 
второго а, 6, 1 и Ка, №6, Вс, где а — а} == — == 8—2, 
а А — величина конечная меньше единицы. Разбиваем 1— № на п 
частей, где и -—- весьма большое число, и рассматриваем слои с полу- 
осями: 

1—А 


а 


` 


1—4 / 1—А 1—# 
вр ВВ си; а, (1 > "} ы С (+=), 
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гле 1>7/>1— А. Эти слои будут снаружи и внутри ограничены 
софокусными эллипсоидами, и по предыдущей теореме их потенциалы 


на внешнюю точку будут находиться в отношении В таком 


раб 1с1 ° 
же отношении будут потенциалы данных слоев конечной толщины. 
Следовательно, силы притяжения будут одинаково направлены и будут 
находиться в указанном отношении. 

Переходя от эллиптических слоев конечной толщины к целым 
эллипсоидам, обнаружим, что два софокусных эллипсоида притяги- 
вают внешнюю точку по одному и тому же направлению пропорцио- 
нально их массам, 

$ 4. Теорема Лапласа. Бесконечно тонкий эллиптический слой 
притягивает точку, лежащую на его внешней поверхности, силой, 
направленной по нормали к этой поверхности и равной 4тир ‹ Е, 
где Е — толщина слоя в притягиваемой точке. 

Имеем бесконечно тонкий эллиптический слой и на внешней его 
поверхности притягиваемую точку М. Еслн бы точка М была внеш- 
няя, то направление силы притяжения этого слоя было бы нормально 
к софокусному эллипсоиду, проведенному через притягиваемую точку, 
так как по теореме Айвори софокусный эллипсоид, проходящий через 
притягиваемую точку, есть поверхность уровня для бесконечно тон- 
кого эллиптического 
слоя. По мере того, как 
внешняя  притягивае- 
мая точка прибли- 
жается к внешней по- 
верхности слоя, софо- 
кусный эллипсоид так- 
же приближается к 
этой поверхности, и, 
когда точка вступает 
на поверхность слоя, 
софокусный эллипсоид 
сливается с этой по- 
верхностью, так что 

Фиг. 470. внешняя поверхность 

слоя для точек, на ней 

лежащих, становится поверхностью уровня. Если это так, то сила 

нормальна к внешней поверхности слоя на основании свойств поверх- 
ности уровня. 

Проведем в точке М (фиг. 470) нормаль М$ к внешней поверх- 
иости слоя и найдем проекцию силы притяжения данным бесконечно 
тонким слоем точки М на эту нормаль. Разобьем для этого весь 
слой на бесконечно тонкие конусы, имеющие вершину в И. Возь- 
мем один из таких конусов, которому пусть соответствует телесный 
угол 4». Сумма проекций на нормаль М$ сил притяжения двух 
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вырезков, которые высекает этот конус из данного слоя, представится 
так; 


МУ МЕ 
724 аг Гао а 
ар== (в | — + Г РИ созб = 
Г 2: 


= 4 (ММ-- МЕ— МР) соз 6 4 == вр (ММ -1- ЕЕ) соз 0 4, 


где 8 = / РМ$. Так как внешние и внутренние поверхности слоя 
суть подобные эллипсоиды, то по свойству подобных эллипсоидов 
ММ == ГР, так что 

аР = ЗирММ 0$ 0 до, 
а следовательно, 


Р== рр { ММ соз 6 4, 


где интеграция распространяется на весь слой, Но ММ№со$8 == 
= МК =, где Е, толшина слоя в М, постоянная величина: поэтому 
искомая сила притяжения по нормали есть 


р= 2врЕ | ао. 


Ин.еграл ог 4 распростравяется на все телесные углы конусов, 
имеющих вершину в М, т. е. на поверхность полусферы; следова- 


тельно, [4 — 2п, так что 
Р== 4тррЕ, (3) 


что и требовалось доказать. 

Из теоремы Лапласа вытекает одно весьма важное следствие. 
Пользуясь этой теоремой, можно составить компоненты по осям коор- 
динат силы притяжения бесконечно тонким эллиптическим слоем точки, 
лежащей на его внешней поверхности. Будем рассматривать слой отно- 
сительно прямоугольных осей Охуг (фиг. 471), имеющих начало в центре 
эллипсоида. Замечаем, что толщина Е слоя может быть выражена 
с помощью длины перпендикуляра, опущенного из центра эллипсоида 
на касательную к нему плоскость в точке М. Проведем через М каса- 
тельную плоскость к внешней поверхности слоя и опустим из начала 
координат О перпендикуляр ОА на эту плоскость, длину которого 
назовем через 1. Этот перпендикуляр будет лежать в одной пло- 
скости с нормалью М$, так как обе прямые параллельны. Вследствие 
этого легко убедиться в подобии прямоугольных треугольников 
ОАМ и №КМ, имеющих по равному острому углу. Из их подобия 
следует соотношение: МК: ММ” = ОА: ОМ, откуда 


5 — И ММ/ 
МК =Е= и ММ, 
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Назовем через а, 2, с полуоси наружного эллипсоида, через а — да, 
р — 6, с — 4с — полуоси внутреннего; вследствие подобия этих эллип- 
соидов имеем: МА”: МО =4а: а; таким образом для Е имеем: 
аа 
Е=й-—-. 
а 
Подставляем найденное значение Е в формулу (3): 


аа 
Р = Атьюй а . 


Составим проекции этой силы на оси координат. Если угол внеш- 
ней нормали эллипсоида с осью Ох назовем через в, то проекция 


Фиг. 471. 


силы Р на ось Ох выразится так: 
аа 
Ру== — 4пррй 1 6089. 
Посмотрим, как выражаются й и соза. Из прямоугольного треуголь- 


ника ОАМ имеем й==гс0$$; так как х есть также угол нормали 
с г, то 


рн # 
Ё = 7 (соза;--- 038 5--|- с0 12) = со а-- усо5В-|- 2031. 
Но нормаль к эллипсу, выражаемому уравнением 


‚2 
22 => --5 =, 
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образует с осями координат углы, косинусы которых определяются 
формулами: 


Хх у 
а? й 
059 —= —=——, с08В == 
о доу, 
я ти Ра ты тя 
2 
7 
С 
ятытя 
поэтому 
д У = 
я Ни Ка 


Пользуясь этим, с0$& можно представить так: 
йх 
05% ==-5. 
а 


Подставив значение соза в выражение для Ру, имеем этот компонент 
и, аналогично, компоненты Р, и Р, в следующем виде; 


да х 

Ру == — 4 рр! — а а?’ | 

Р, — — 4кррй? 40. ы >, (4) 
ас 2 

Р, == — 4трри 5. 


$ 5. Метод Шаля. Французский геометр Шаль, опираясь на тео- 
ремы Ньютона, Маклорена и Лапласа, дал геометрическое решение 
“задачи о притяжении однородным сплошным эллипсоидом внешней 
точки. Изложением метода Шаля теперь и займемся. 

Имеем сплошной эллилсоид с полуосями А, В, С (фиг. 473), 
причем А«В‹<С, и точку М вне этого эллипсоида, координаты 
которой суть х, у, =. Разобьем данный эллипсоид подобными 
эллипсоидами на бесконечно тонкие эллиптические слои. Возьмем один 
из таких слоев А, ограниченный эллипсоидами с полуосями а, В, с 
и Ва, #6, №с, где А <Т и весьма близко к единице. Построим этому 
слою софокусный слой Г, проходящий через притягиваемую точку и 
ограниченный эллилсоидами с полуосями @;:, 6, с: и Ка:, Аб., Ес: 
(для различных слоев К будуг получаться различные слои Г, как по- 
казано пунктиром). Точка М, находясь на слое Д, может считаться 
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внешней и для слоя Г, так что, допуская, что плотности этих слоев 
одинаковы, по теореме Маклорена будем иметь: 


Р авс 
Р @16161 
откуда 
ор абс 
Р= азс, 


где Р есть сила притяжения слоем К точки М, а Р’— слоем Г. Эти 
силы по теореме Маклорена имеют одно и то же направление; проек- 
тируя их на оси координат, 
будем иметь и для проекций 
соотношение 


/ авс 
Р.— Ра абс" 


Так как М лежит на слое 2, 
то сила Р’, определяется по 


теореме Лапласа форму- 
лой (4): 


По Р’, можно определить и 
2,. По подстановке значе- 
ния Р» в выражение для Ро 
имеем: 

266 24а х 


тех 


5. 
а,6. С а, @1 


— — 4 тур 


® 


Фиг. 472. Если определим Р‚, для всех 

бесконечно тонких слоев, на 

которые мы разбили эллипсоид, и сложим все эти проекции, то полу- 

чим компонент Х силы притяжения сплошным эллипсоидом точки М; 
поэтому Р,= АХ, или 

4Х = — 4прр 98° рых, 

2161. @а. а 


Аналогичные выражения получим и для дифференциалов остальных 
компонентов силы притяжения. Преобразуем это уравнение. Так как 


да=а— а, 44а =а, — Ка, 
откуда 

4а 44; 

ща = 1М— А, а; — 1 — №, 
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аа _ аа: 
то, следовательно, -^ =- 1. Уравнение для Х перепишется так: 
абс йа х 
аХ = — 4тьр м. (а) 
8,65, а а; 


Примем за параметр, характеризующий место тонкого слоя К’, вместо 
а 
— =, и постараемся выразить через и 


полуосей а, 6, с отношение р. 
2 
остальные переменные, Имеем: 


— пи-1 

а: = аи, 

= и 

З 9 0 09 Зи? 3 п? 2 (а 9 —@ 
1—5 =а а, = -о а*, ва (и + а ), 

2 а? 

2 — 0? 3 12 29/9 @а 
с = с 9 с а? (и — ). 


2-09 — 04 
= —а^, 
Так как эллилсоид с полуосями а, 6, с подобен эллипсоиду с полу- 


осями А, В, С, то 
а — а В а? СВ 4? 
2 А › 8 А ` 
Если положим 
В2-— А’ С8— А? 
— 22 — 
=, д =, (5) 


22 


где е* и е* — существенно положительные величины, так как А < В < С, 


то для 6, и с, будем иметь: 
р =а Уи Ре, с =аИи-8-2 РУ 


ост М ношение . 
абс 
`— 


266  __ 
261 и И ие Уи--е 


=. 1 
аи Упр -- 2’ 


Но е8С, а из отношений (Ъ) имеем: 
В=АУт-, с=Аут-е, 


а У! +2. Ут-+а 
ас и Уите. Уна 


поэтому 


(с) 
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Найдем теперь /}; как было показано, 


1 == 
ий У 2 
дитя 
Подставим вместо @; 6., с: их значения: 
2 1 
Е о 
аи а (ит я а (ие) 
Гы 
= + КЕ + 2 * (4) 
и (ие)? (ит -- 2 


Для определения Ча ищем соотношение между а и и. Так как точка 
М (х, у, г) лежит на эллипсоиде с полуосями а, 6,, с:, то удовле- 
творяется уравнение 


ия 


ИЛИ 


Это соотношение между а и и дифференцируем, считая х, у, г за 
постоянные, так как точка М неизменна: 


д? _ 
— [= (п Ре: т ЕЕ {— р 3. аи) — За аа, 
откуда 
4а и-в 
# == -- = сер + Е аз ап, (е) 
Наконец, имеем: 
1х __ Хх 
а ай (6) 


Подставляем найденные результаты в уравнение (4); тогда по сокра- 
щении оно примет вид: 


чт Уи а) хи 
И ие) ° 
Обозначив через 9 постоянное 


== 4тр У 1-2) 1-е), 


&Х = 
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имеем 
ай 


Вх, 
Ума ша 


или 
и?аи 


Уп ай ° 


ах =-— ах 


Нетрудно написать подобные выражения и для У и 42, для чего, 
обращаясь к формуле (а), замечаем, что 4Х, АУ, 42 отличаются мно- 


х 2 
жителями —, тт —;, так как остальные множители постоянны и, 
а с . 
1 1 1 
аа _ 45 _ ас 
кроме того, — = -- ==. Поэтому 
а Ь с 
ах у уа У аи? 
ду = -— 5 =4Х. = аХ. аа 
д в х в ха (иг) 
р] 
21 , 
у и 
=ах х ие, 
ах Я 2 дн 
2 ==—^ уз ЧХ. с-у=ваХх. — 5 
их 2 1 тие) 
2 
а1 
Е и 
== 
хи”--е 


Заменяя @х его раньше полученным значением, окончательно имеем 
такие уравнения: 


24 
ах =— 9х —“ —, 
Уп +22) (1 + аи”) 
зан 
Е ИИИИИНИ 
Упала ды, (5) 
а = 42 и? аи 


НИИ 
| 
Интегрируем уравнения (=). Определим пределы интеграции. Мы 
имели = а меняется в пределах от нуля до А; когда ч:==0, 
1 


эллипсоид обращается в точку, софокусный эллилсоид обращается 
в шар, проходящий через точку М и имеющий центр в О, так что 
а, Е 0; следовательно, при а=0Оии==0; при а= А имеем и =^, 

1 
где А, есть полуось эллинсоида, софокусного наружному слою 
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к 


данного эллипсоида. Итак, пределы интеграции суть нуль и х-. Инте: 
1 
грация дает: 
А. 
А, 
Х— ах и?аи 
= 1 Гуееатев ' 
6 1 
А 
Е 2 
У—— у | м (5) 
у Хата за -а)’ 


— Е и? аи 
} Уаремоа 


Вот какими формулами выражаются компоненты сил притяжения по 
осям координат сплошным эллипсоидом внешней точки. Интегралы 
эти эллиптические, и только в частном случае, когда эллипсоид есть 
эллинсоид вращения, они обращаются в обыкновенные интегралы. 

Если притягиваемая точка находится на внешней поверхпости 
эллипсоида, то А==А, и формулы (5) принимают вид: 


4х | и? 4и 
Я У а ей) 
1 
У—= —4у ы 12? аи 
ыы Гутраяигряя (6) 
1 
=— 42 наи 


Уаз) а +- 22). 


Легко убедиться, что этими же формулами выражаются силы притя- 
жения и в том случае, когда притягиваемая точка ваходится в теле 
эллипсоида. Действительно, проведем в этом случае через притяги- 
ваемую точку подобный данному эллипсоид, который разобьет его 
тело на две части — на эллипсоид, на котором будет лежать притя- 
гиваемая точка, и на эллиптический слой, по отношению к которому 
притягиваемая точка будет внутренней. По теореме Ньютона эллипти- 
ческий слой внутренней точки не притягивает, следовательно, при- 
тягивает только эллипсоид, на котором лежит точка. Хотя в этом 
эллипсоиде полуоси будут не те, что в данном наружном, но отно- 
шения их будут те же; формулы же (6) зависят только от этих 
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отношений, а потому будут иметь место и для внутреннего эллипсоида. 
Формулы (5) и (6) даны в этой форме Гауссом и носят его имя. 

$ 6. Притяжение эллипсоидами вращения. Применим формулы 
Гаусса к одному частному случаю. Определим притяжение эллипсои- 
дом вращения. Имеем эллипсоид 
вращения вокруг меньшей оси, ко- 
торая есть ось координат Ох, так 
как по предположению А«В<С 
(фиг. 473). Тогда при В =С най- 
дем, что е==е,, так как 


и — 8 — №. 
С2— А? 
а =. 
Далее: 
4 УЕ = 
— 4жир (1-27). Фиг, 473. 


Формулы (6) (предполагаем, что точка внутренняя или лежит на са- 
мом эллипсоиде) принимают вид: 


1 
24 
Ханко) м, 
о 
1 
24 
алый) [и 
[6 


1 
24 
—-— Атрог (1 [ем 
0 


Берем интегралы, входящие в эти формулы; интеграл в формуле Х 
выразится так: 


з 1 1 1 

иди 1 [|1 2—1 Г 1 4 
ана | 1-5 282 Чи | 4 — д её == 
[2] о 0 0 
1; 


1 1 1 1 
атс {р ец ==(1 — асе). (а) 


3 
=! 
$ 


9 


49 Зак 2984 Н, В. Жуковский 
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Интеграция по частям интеграла в выражении У дает: 
1 1 1 1 


ай  __ иаи 1 [11 
(1-Е 222) — ы (Ре: — ЕО 1 рая ая 2я, 1-5 ев 
|] о 
11 
— тату агс 4 ей = 


° 


р ас 1ве) = быт (ато веб). (5) 


Подставляя полученные результаты (а) и (Ъ) в выражения для Хи У, 
а также составляя и выражение для С на основании того замечания, 


у 
что =. 2, окончательно п такие формулы; 


х = — 4х СЕ 2 (е— агс =е), | 

У 
Г — 2проу +. анна) (7) 
2 —= — 2тррг и у (акве ея). 


Пользуясь формулами (7), можно решить вопрос, гле больше сила 
притяжения, — на полюсе или на экваторе. Сделаем это, но сначала 
покажем, что найденные силы суть притягательные. Это обнаруживается 
из того, что скобки в выражениях сил — существенно положитель- 
ные величины, т. е. 


е— се >0 и асе рта 0. 
Действительно, если положим е=={, то 
в — асе = ю0ф—Ф, 


Эта разность всегда больше нуля, так как тангенс всегда больше своей 
дуги. Далее: 


Пе ф—__Ф 


ИИ ИИ = ф — $114 с0$$. 
с0$ +1 +—- зи. ф 
032$. 
Так как косинус всегда меньше единицы, а дуга больше своего си“ 
нуса, то 
$— 51950359 0. 


Для сравнения сил на полюсе и на экваторе, т. е. сил Хи У, 
преобразуем их выражения. Пусть в (сжатие эллипсоида) — малая 
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величина; будем пренебрегать малыми величинами вышие третьей степени, 
Разлагаем в ряд атс те: 
|: е8 е5 
ас те —е————=—... 
8 3 Г5 
Следовательно, 


е— ас ме ...з 
@е— агс {2 е) =3—4-+ 
1 +. (е — агс 16 е) =(5—$)а -- 2?) —= 
ей = 5 (1 +58). 
По подстановке (7) в выражение Х находим: 
х=— зщ (1 5). (©) 
Вот какова сила притяжения сжатым эллипсоидом вращения точки, 


находящейся на его полюсе А (фиг. 473). Если сравним ее с силою 
притяжения шара, радиус которого есть меньшая полуось, именно 


с силой 


Х’ == — Ч пррх, 


то легко видеть, что эллипсоид притягивает сильнее, чем шар, 
Преобразуем теперь выражение для У из формулы (7), пренебре- 
гая бесконечно малыми выше третьей степени. Имеем: 


1 
тра 1 — ее — #8 ++ 


е . 
тта= е— 28 --е—2--...; 


е 2 4 
| = 28-е .. 
(втсчае Ня) зе Ее --.. 5 
е = 2 4 о, 
, 


(шее ря я = 3—5 


1 (еее) =@+ (3—5) = 


23 


По подстановке в выражение У получим: 


у=— вр (1—5). @) 


49% 
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Это есть сила притяжения на экваторе, например в точке В. Если 
бы имели шар радиуса, равного болышей полуоси эллипсоида, то 
притяжение было бы 


у 4 
У = — утру, 
т. е. шар притягивал бы точку сильнее, чем эллипсоид, 
Пользуясь формулами (с) и (4), можно решить вопрос, где больше 


притяжение, — на полюсе или на экваторе. Если точка находится на 
полюсе, то х=, если же на экваторе, то у = В, но 


В= Аут А(1 +5), 


поэтому 


Х=—ЗьрА (1-53), УЗ тыА(1 +5) (5. 
Так как 


(+5) $) =1+5-5-т+щи, 


та 


Видим, что притяжение на полюсе болыше, чем на экваторе. Разность 


сил есть: 
4 [2 
Х—У=— кв Аа, 
а отношение ^— Е приблизительно 
е? 
равно 10’ 


Мы разобрали случай сжатого 
эллипсоида вращения. Теперь разбе- 
рем случай растянутого эллипсоида 
вращения, т. е. эллипсоида враще- 

Фиг. 474. ния вокруг большей оси. Если имеем 
эллипсоид вращения вокруг большей 
оси, то при А«В«<С (фиг. 474) будет: 


А=В, 1—8 4 


РТ] —=0, 
С — А = 
а = —з—, 4 = 4 У 1-е. 
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Формула (6) для Х принимает вид: 
1 


Х == — Атрох Я [ме 
6 Ут-+еш 


Берем интеграл. Интеграция по частям дает; 


1 1 
[ аи _ _ [+ ии 
: и 1 етий | И! -- гр 


1 Н 
— и У! а —1 | ИТ-Е и ди = 
10 
1 


+= — = У1-- 23? да. 
21 


я : 
Но 
1 | ] . 1+ 22? 
| р 1-5 е3и2аи —=— ДИ == 
13 у Ут-ей 
1 1 
1 аи аи 
2 $ Угел т, У: --2й 
1 
2 
= 1 1 (ели -- У1-Ее Ев [7 ИИ 
1 в |1 Ут-ае 22 
ан — 
-ув@е-УГЕЭ+ [5 
Уа` 
Поэтому 
зай 1 д аи 
—ЗИГЕЯ— тв УЕ [уе 
ее #1 у Итта 
отсюда 


з 1 — ИИ 
т. и. —я м У та — ше -РУт-а). 


Подставляем в выражение Х: 


хаки ТЕ Ут а— ше, --И1-Е®) 
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Для определения силы У имеем по подстановке в формулу (6): 


1 
У = — 4пру | я | 
. И! - 22 


Следовательно, 
ут 
= — 2крру ——5— [вУт-а —ш(а-+Ут-Еа).. 


Определим 2. Третья из формул (6) для данного случая напи- 
шется так: 


ий ан 
= — 4прр2 И 1-е ЕТ 


Совершаем интеграцию: 


1 
и? ци 1 1-- 21 


1 
Пи ЯР 
ее ау У +2} е ; Уп а 


1 Чи 
Я утеая 
а, уяя— У +3 


(= 


_1 


1] 
е1 


11 (евр ИГ = ги?) 


1 
а 
21 


0 


| 


| и? 


Ы и ут еи? Не У 
— НРИГРЯ)— ул- | 
'Гаким образом: 


2= авы ТА [ФНитЕя -Уткя | 
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Итак, формулы, выражающие компоненты сил притяжения эллипсо- 
ида вращения вокруг большей оси, получат следующий вид: 


Х = нк +а [е, У1-На—ш(е, | у1--*), 


У == — тру — А У1-Ее—№ш («НУ 1- 1--*), (8) 


2 — — 4 ыы 


| («-РУт-а)— уе -— Чт 


Преобразуем выражения для Хи &, пренебрегая бесконечно ма- 
лыми выше третьей степени: 


| УСН [увы 3 4е,, 


Ге-а це, =е, — па... = 
= ш(а-+У-а); 


„Угра а (1-та-за-Н... = 
ПВ ... 
2 1 
е 1-е’ — № (-НУта=з 3“ —=е- ... 
1 21 
[1 Аве УЕЕ 2 52, 
1 
УтЕЯ 
—я вИГЕа—ш(е-РУГЕЯ)] - 
1 
и 4/2 2. ам 2 21 
— (1-3) (5—5) =з+з-ъ=з(-Е) 
Для Х, следовательно, имеем: 


= —- вм (1-- 9). 
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Подобным образом преобразуем и 7: 


1 
е 1 
у=- “(т я) 8 =е—5 
т (НУГЕЯ) ур неЕ= 31 — 161, 
1 


А НИЕ уе 


По подстановке в выражение 7 находим: 
4 2 
2 = —5 прог (1 —= #). 


Исследование, подобное произведенному для сжатого эллипсоида, 
привело бы нас к заключению, что у растянутого эллипсоида вра- 
щения сила притяжения на экваторе больше, чем на полюсе, и что 
разность выразится формулой: 


Х— = — Ч торе 1. 


$ 7. Силы притяжения эллипсоидами в форме Дирихле. Дадим 
теперь выражения сил притяжения эллипсоидами в форме Дирихле, 
Формулы Гаусса были получены нами из уравнений 


@6с р_* ва 
. 

13 , 

91816: а; а 


9Х = — Аш 


абс рр ав 


аУ = —4 пыл 
ТР абс 1 я ь’ 


бе 2 @ 
ай = — 4 ы 1 — » — 
вс ' с} с’ 


причем мы заменяли все сюда входящие переменные величины через 
а 

одно переменное и=_-, где 4 есть полуось какого-нибудь слоя 
1 

эллипсоида, а, — соответствующая полуось софокусного слоя, про- 


ходящего через притягиваемую точку. 
Дирихле вместо переменного и вводит другое переменное $, свя- 


занное равенством 
Аз 
$ 5= Ат, 
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где 
з 2 2 
Ха === а, 


А же есть полуось наружного слоя эллипсоида. Выразим через это 
новое переменное $ все величины, входящие в нашу формулу для 4Х: 


== 48-—|-\ = А-Н-яя А — (42 р +4) = 28 т -А?, 
Аве == ва (Ая + В). 


Но вследствие подобия слоев: 


А_В_С 
аъ, 

откуда 

у В Аз 
= а} 


по подстановке имеем: 
аи. 43 р? 
ры ве (Ав В?) == дв (8-Е В. 


Подобным образом найдем: 


Составим теперь огношение 


азс: 
а 480 
авс: Ус) 6-89 8-59 


Затем: 
24 
ра 1 А 
т ЛИ- ЗИ ПЕ: ПИ 
тия брате ется 


В? с? 
(Отношения -В= И са заменяем через м. Далее; 


х _ 42 х 
— а А? 
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Ч 
Найдем теперь =; так как слой (а. 6., с:) проходит через при- 
тягиваемую точку (х, у, 2), то 


эт+ иа-ь 


З р 
Заменяя а1, $1, са, находим: 


22 а? 


не. 


Дифференцируем это уравнение для нахождения связи между 44 и @$. 
Замечая, что координаты х, у, 2 притягиваемой точки — постоянные 
величины, так как точка неизменна, имеем; 


2а аа 


ее АЗ» 


[ля ват 
откуда 
аа 2 


а [ол ов оО | 


Подставляем найденные резульгаты в выражение для 4 


24 
т Аа х 
ЧА = 4 +5 ях 


о Нос 
2? да 
Ха [ел р Роай|%. 


По сокрашении получим: 


45 
АХ == 2тирх А+ 45 . 


Для получения силы Х интегрируем это уравнение. Определим 
пределы интеграции: а меняется от а=0 до а== А; когда @=А, 
то 41 ==А,, А == АЗ — 43, 5== 4 — 4; при а=0 имеем $==00. 
Если возьмем интеграл в указанных пределах, то получим: 


48 48° 


4$ 
Х = Зпирх [ 48-9) . 
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Меняя здесь пределы интеграции и составляя аналогично выражения 
для Ги 7, окончательно найдем: 


__ 45 

чех | дрель 
41—41 

— 45 

У= — 2®рру | АСВ, (9) 
А3— 4? 

__ 45 

2= те | зоо, 
А} 4? ] 


Это суть формулы Дирихле, 
Если притягиваемая точка находится на поверхности эллипсоида, 
то А, ==А, и формулы (9) принимают вид: 


45 
Хх Энея [ ож, 
0 
а. 
У эры [ ее, (10) 
[о 
а. 
Я = —Ятррг [ ее 


0 


Формулами (10) выражаются компоненты силы притяжения эллипсо- 
ида и в том случае, когда притягиваемая точка находится в теле 
эллилсоида, Действительно, пусть притягиваемая точка находится 
внутри эллипсоида. Разбиваем данный эллипсоид на две части по- 
добным эллипсоидом, проходящим через притягиваемую точку; внеш- 
НИЙ слой по теореме Ньютона внутренней точки не притягивает; 
внутренняя часть представляет собою эллипсоид с некоторыми полу- 
осями А’, В’, С”; она будет притягивать точку, лежашую на ее 
поверхности, ло оси Ох силой 


у 45’ 
Хх аня | урл — 
0 


__ 45’ 


= трах [| , = —. 
"злу ЕВЕ 


0 
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Но эллипсоид (А’, В’, С’) подобен эллипсоиду (А, В, С), поэтому 


Введем вместо $’ новое переменное $, положив: 


и "2 В”? С”? 
Уж В — 9 СЕ" 


Если в выражении для А” заменим 5$’ через 5$, получим: 


со Аз 
242 
" — 


Х' = — Этурх мечи (+5) 0+5)0+5) 


или 


@$ 


—/ 


2 


со 


ИИ 4$ 
А' = даря | АВА, 


т, е, получилась одна из формул группы (10). 

$ 8. Потенциал силы притяжения эллипсоида. Определим сна- 
чала потенциал склы притяжения эллипсоида для того случая, когда 
притягиваемая точка находится внутри эллипсоида. Известно, что 
дифференциал от потенциальной функции равен элементарной работе 
сил, т. е. 


40 = Хах--- Уау-- 24-2. 


Пользуясь формулами (10), заменим силы СХ, У, 2 их значениями; 
тогда для 40 будем иметь: 


со 
__ 1 г2х ах 2уау 22 а 
40 = —=®[ 8 че | 4. 
Совершая интеграцию под знаком интеграла, получим: 


х ( 2? 
= ме] < (ав ра) ЕС. 
Пусть 


фе) 


С = пир | 


0 


1 


«-НСь 
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где С; и интеграл в данных пределах — постоянные величины. При 
такой замене С выражение для / можно представить так: 


1 ха у? 
И |1 (1 аа) +, (1 
0 


Вот выражение потенциала для внутренней точки. 

Легко убедиться, что эта формула дает также потенциал и для 
внешней точки, при соответственном изменении пределов интеграции. 
Покажем, что действительно потенциал внешней точки выражается 
формулой 


со 


1 д? у? 
И = тир | дааа) С. (12) 
АА? 


Если 0 есть потенциал внешней точки, то, взяв частные производные 
от него по координатам, мы должны получить проекции силы при- 
тяжения на оси коорлинат, т. е. формулы (9). Берем производную 
от Ц по х. Переменное х входит в подинтегральную функцию и 
в нижний предел интеграции, именно в 4;; поэтому дифференциро- 
вать нужно, как по х, явно входящему, так и по параметру А,. 
Дифференцируем: 

со 


99 о | 45 
дх = АИрРХ АВА 
43— 4? 
1 х® уз 22 дАЗ 
—% | даря ра). 
ВАА 4? 
Но 
1 } 3 у? 2 
| а ( =) 

843 — 4% 


А 88 


так как эллипсоид (А, В,, С;) проходит через притягиваемую точку 
(х, у, 2), вследствие чего 


А В С 
Поэтому 
со 
ГД] А 
9х = — их ] 46+; 
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это есть одна из формул (9). Подобным образом легко обнаружить, 
что производными по уигот {7 будут остальные две формулы 
группы (9). Отсюда ясно, что формула (12) дает потенциал для внеш- 
ней точки. 

Определим теперь произвольное постоянное С, входящее в выра- 
жение потенциала. Будет доказано, что потенциальная функция ме- 
няется непрерывно; на основании этого С должно быть одним и тем 
же для потенциала как внутренней, так и внешней точки. Пользуясь 
этим соображением, определим произвольное постоянное, рассматри- 
вая потенциал для бесконечно удаленной точки. Имеем бесконечно 
удаленную точку; определяя потенциал по формуле 


Е 41 & 
дав и, 


легко видеть, что при г==ео потенциальная функция обращается 
в нуль, т. е. 
Ни И =0. 
#-> со 
Посмотрим теперь, во ‘что обращается интеграл уравнения (12) 
для бесконечно удаленной точки. Назовем значение этого интеграла 
для бесконечно удаленной точки через [, так что 


со 

Шн 1 х? уз 2? 

= | в ааа) 
А} А? 


Легко убедиться, что этот интеграл / меньше, чем 
оо 
&5 


Ни АВС 7 
$ 1 


А, >< й 
4—4 


Действительно, во-первых, 


потому что, отбрасывая во множителях знаменателя единицы, мы их 
увеличиваем; во-вторых, выражение 


28 уз 2 
а 5—5 (а) 
есть правильная положительная дробь. Поэтому 
со р) 
1<АВС [ &, или 1«2АВС | В, 
5? У; 


да 41 43—А 


$ 8] ПОТЕНЦИАЛ СИЛЫ ПРИТЯЖЕНИЯ ЭЛЛИПСОИДА 783 


Или 
] 2АВС 
Уд — д: 
При А, = со вторая часть обращается в нуль, поэтому и 
На 7/=0, 
А, со 


Нам остается показать, что выражение (а) положительно и меньше 
единицы. Мы имели: 


Аа п 
5 А? = 4, 5-- В = В* 5 == 
Ё а 
$ А 
5-- С? = С п-т с; 
следовательно, 
1— а —_ у? —_ 23 __ 


Если 0 и 7 суть нули, то и С равно нулю. Таким образом произволь- 
ное постоянное С в выражении потенциала (12) есть нуль, 


ГЛАВА 1. 
ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА. 


$ 1. Свойства потенциальной функции. Выше мы уже вывели 
потенциал тела в весьма удаленной точке. Разберем теперь основные 
свойства потенциальной функции вообще и докажем несколько отно- 
сящихся сюда теорем. 

Теорема 1. Если размеры притягивающего тела и его плот- 
ност{ суть величины конечные, то потенциальная функция и сила 
притяжения всюду  конечны. 
Имеем тело, плотность которого 
вообще неодинакова во всех точ- 
ках тела, а есть некоторая функ- 
ция координат точки. Отнесем 
тело к каким-нибудь прямо- 
угольным осям координат Охуг 
(фиг. 475), имеющим начало в теле; 
для потенциальной функции имеем 
выражение 


Фиг. 475, ов [| [| [+94 


Так как для всех точек тела г есть величина, ббльшая нуля, если 
притхягиваемая точка находится вне тела, то ясно, что в этом случае И 
нигде не обращается в бесконечность. 

Рассмотрим теперь тот случай, когла притягиваемая точка нахо- 
дится в теле. Пусть она лежит в точке О, которую и примем за 
начало координат. Выразим потенциал И в полярных координатах, 
взяв за полюс точку О. Назовем через @ угол радиуса-вектора г 
с осью Ох, через ф — угол проекции радиуса-вектора на плоскость Оуг 
с осью Оу. Тогда имеем: 


Ш ГГ ЕЕ 4 в ГГ явочоаь а, 
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Интеграл распространяется на все тело; поэтому 
г 3 в 


Ив [5048 [ар [ргаг. 
[0 [0 


0 


Пусть наибольшее значение плотности есть ризх; ясно, что 


Е 


[= ПГ < бах Г; г. 
0 


0 
ИЛИ 


р: 

1 
[= 4 < Ртах а К 
0 


Если заменим АЮ его наибольшим значением, то легко видеть, что 
имеет место неравенство 


Эк 


и< нах Ка | | $ 9 48 4$. 
0 


Совершая квадратуру в указанных пределах, имеем: 


и < Эт Ютахб тах: 


Полученный результат показывает, что О -— величина конечная, так 
как по условию ри и Ю„х СУТЬ величины конечные. 
Рассмотрим теперь самую силу притяжения. Проекция эгой силы 


на ось Ох есть 
хе [| [ба С. 


Выражая эту силу в полярных координатах, получим: 


=ь [| Г В ре = 


= | | [рэп со 40 еде, 
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Интеграция распространяется на весь объем тела, поэтому 


х-ь| добавь Г [ва 


Разобъем этот интеграл на два интеграла таким образом: 


-, | добкокб Гав Гоби Двобкозоия Газ ва 
о 


Первый из этих интегралов есть величина положительная, а второй — 
величина: отрицательная; поэтому, если мы заменим в первом инте- 
грале ри Ю их максимумами, во втором же — минимумами, то полу- 
ченное выражение булет более Х. Сделав указанную замену, найдем 
по интеграции: 


т 9® х т 
х< Прах шах [ ] з11 0 соз 0 40 4? -Е блиа ши | [ З1п 9 с0$ 0 48 4, 
оо о 
Е] 
ИЛИ 
к 
ео 10? 0 
32 3112 
х< трах В пах 5 -- ри ниы 2, 
[И п 
я 
откуда 


Хх < кр (о тах Кая — ит ии). 


Так как вторая часть неравенства есть конечная величина, то отсюда 
следует, что и сила есть конечная величина. 

Итак, ни потенциальная функция, ни сила притяжения в бесконеч- 
ность не обращаются, что и требовалось доказать. 

Теорема ЦП. /7роизводные от потенциальной функции по коор- 
динатам притягиваеной точки равны проекциям силы притяже- 
ния на соответствующие оси координат. Теорема эта была доказана 
нами вообще для всякой силы притяжения в том случае, когда при- 
тягиваемая точка находится вне притягивающего тела. Рассмотрим 
теперь случай, когда притягиваемая точка находится внутри тела. 
Пусть притягиваемая точка находится в положении А (фиг. 476), и 
пусть потенциал тела на эту точку есть 7. Отнесем данное тело 
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к прямоугольным осям координат Охуг и проведем через точку А 
прямую Ах’ параллельно оси Ох. Рассмотрим производную от И 
по х. Берем для этого на прямой Ах’ точку А; на расстоянии Ах от А. 
Назовем потенциал тела 
относительно точки А, 2 
через (.. Приращение 
потенциала на расстоянии 
Ах есть И, —0. Если 
возьмем отношение при- 
ращения потенциала к 
пути Ах и перейдем к 
пределу, то получим про- 
изводную от 1 по х. 
Следовательно, нам 
нужно доказать: 


В (1 —“) =. 


Напишем выражения по- Фиг. 476. 
тенциалов О) и Ои со- 
ставим разность (И, —И. Потенциалы выразятся так: 


а ал 4» 4 41 @8 
ое ее, иль || 


Поэтому 


и — о=в || ак Бы | | 78 аа. 


Взяв отношение приращения потенциалов к Ах, получим: 


1-9 гм 
[тона 


Представим это равенство в полярных координатах, приняв за полюс 
точку А, а за полярную ось прямую 4х”; получим: 


и—и гг зт ва в аг. 
== в [ЕО А (а) 


г— п зто 

Легко убедиться, что — и — суть количества, менышие еди» 
ницы. Действительно, из треугольника АА.,М видно, что разность 
двух сторон г—/, меныне третьей стороны Ах; далее, гп 0 есть 
перпендикуляр ММ, опущенный из М на Ах’. Ясно, что г5т6 < г,, 
так как гп 6 есть катет, а г; — гипотенуза в треугольнике А, ММ. 

Выделяя мысленно часть интеграла (а), соответствующую части 
тела, лежащей внутри бесконечно малой сферы, проведенной из 
центра А, увидим, что эта часть равна нулю, ибо подинтегральная , 


50* 
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функция, по сказанному, меныше единицы. Отбросив эту часть в инте- 
грале, будем рассматривать точки М, находящиеся на конечном 
расстоянии от точек Аи 4,. Посмотрим, во что обращается в пределе 
при Ах ==0 интеграл (а). Заметив, что 


г—г. == АЕ ==60$0.Дх 


; 
и что отношение — = 1, когда точки Аи А, сливаются, будем иметь: 
1 


пабы | [| [рс06 1040 464. 


Это есть компонент силы притяжения по оси Ох; таким образом 
теорема доказана. 

Теорема Ш. Потенциальная функция и компоненты силы 
притяжения изменяются во всем пространстве непрерывно. Что 
потенциальная функция изменяется непрерывно, это вытекает из двух 
предыдущих теорем. Именно: по второй теореме сила есть произ- 
водная от потенциальной функции, а по первой теореме сила имеет 
везде конечное значение; следовательно, производные от потенциаль- 
ной функции везде конечны, а потому потенциальная функция всюду 
непрерывна. Остается показать, что производные по координатам от 
силы во всем пространстве конечны. Этим мы докажем, что сила 
изменяется непрерывно. 

Преобразуем предварительно выражения для сил. Имеем притяги- 
ваемую точку А, координаты которой назовем через х, у, г. Сила 
притяжения по оси Ох есть 


Легко убедиться, что 


я" я(т). 


Это обнаружим, заменив г его значением и совершив дифференциро- 


вание по & Поэтому 
—=-ь [| [+2(7) уча. 


Пусть плотность тела р не одинакова для всех точек, а есть функция 
координат точки; тогда наше уравнение может быть переписано так: 


х=— | | [2(+ эеатж-нь | | | ан. 


Интеграция в обоих членах распространяется на все тело; ее будем 
вести в следующем порядке. Разбиваем все тело (фиг. 477) на тон- 
кие призмы плоскостями, параллельными плоскостям координат Оху 
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и Огх, и введем интеграцию по такой призме. Первый интегральный 
член может быть представлен таким образом: 


в ГГ) % = — р [[а« [2 (2) 


Совершаем интеграцию по &, причем г изменяем от г; ло га. Называя 


Фиг. 477. 


через р; и ро плотности точек, характеризуемых радиусами-векто- 
рами г; и г., находим: 


ея [ ман) 


414 ==с0$а, + 43; = — с0$а, * 49., 


Но 


где а; и а, суть углы внутренних нормалей к элементам 45; и 43% 
с осью Ох. Заменяя 444 тем и другим вначением, получим: 


ы 603 а соза 
Ббаьаньь [Даьль 


Первый интеграл берется для части тела, находящейся по левую 
сторону от некоторого контура, по которому цилиндр с образу‘ощей, 
параллельной оси Ох, прикасается к телу, а второй — для части 
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гела по правую сторону этого контура. Поэтому выражение интеграла 
мы можем представить так: 


Баев речь 


где интеграция распространяется на все тело. Пользуясь этим пре- 
образованием, силу Х можно выразить следующей формулой: 


‚ @ 9 „ 
хав [[-е, [| [1 да, 


Сила Х представлена, таким образом, в виде суммы двух потен- 
циалов. Первый из них есть потенциал поверхности тела в предпо- 
ложении, что поверхностная плотность есть рсоз я. Второй потенциал 


есть объемный потенциал тела, причем объемная плотность есть о, 
которая, вообще говоря, может быть и отрицательной. 

Это приведение силы к потенциалам позволяет свести вопрос 
о непрерывмости силы к вопросу о непрерывности потенциалов. Объем- 
ный потенциал, как мы ви- 
дели, изменяется непрерыв- 
но, — следовательно, второй 
член в выражении силы из- 
меняется непрерывно. Что 
касается первого члена, то, 
чтосы судить о нем, рас- 
смотрим предварительно, 
как изменяется потенциал 
поверхности. 

Возьмем кружок, по- 
крытый равномерно мате- 
рией, и составим потенциал 
этого кружка на точку, 
лежащую на оси его. 
Пусть точка находится в А 
(фиг. 478). Разобъем кружок 

Фиг. 478. на весьма тонкие кружки и 

рассмотрим потенциал в по- 

лярных координатах, приняв за полюс основание О оси Ог и напра- 

вив полярную ось Ох как-нибудь в плоскости кружка. Потенциал 

элемента площади 45 = р/ @ф4! (где { — радиус-вектор) относительно 
точки А есть 


2 


НОР р И. 


г 


Взяв интеграл от этого выражения, распространенный на площадь 
всего кружка, получим искомый потенциал. Пределы интеграции по Ф 
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будут 0 и 2м, а по [ они будут 0 и а, где а—радиус кружка. 
Называя потенциал через О\, будем иметь: 


Но г? == 2--Р, поэтому 


г . 11 
=ь [24 = 

22 
"А 


Совершая интеграцию в указанных пределах, найдем: 
а 
= жрр | У 2 В = жр (У 2—2). 
0 


Если притягиваемая точка находится по другую сторону кружка 
в В, то координата 2 отрицательна, и потенциал в этом случае есть 


0, = крр(У 2 --а*-| 2. 


По мере того, как точки А и В приближаются к О, координаты 2 
и —2 стремятся к нулю и в пределе, когда А и В сливаются с точ- 
кой О, потенциалы обращаются в 


Ц: == 2твра, Чо ==9”трра, 


т. е. делаются равными, откуда следует, что при переходе через 
кружок потенциал изменяется непрерывно. 

Пользуясь этим свойством потенциала поверхности, нетрудно по- 
казать, что первый интеграл в выражении для А изменяется непрерывно. 
Действительно, мы можем вырезать из поверхности в рассматриваемом 
месте кружок, и, представив себе, что этот кружок равномерно 
покрыт материей с поверхностной плотностью рсо$ о, обнаружим, что 
потенциал поверхности при переходе через поверхность изменяется 
непрерывно. 

Таким образом доказана и вторая часть нашей теоремы, что сила 
изменяется непрерывно. 

Теорема Г. Производная от силы остается непрерывной 
везде внутри тела и вне его, но изменяется скачком при переходе 
через поверхность тела. Мы видели, что проекция силы на ось может 
быть представлена в виде некоторого потенциала. Поэтому вопрос 
о непрерывности производной силы можно свести к вопросу о непре- 
рывности производной потенциала. Наша сила 


х-в | [ам ГГ [ана 
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представляет, во-первых, некоторый объемный потенциал. Производ- 
ная от объемного потенциала есть сила притяжения некоторым телом; 
эта сила, как было показано в третьей теореме, изменяется во всем 
пространстве непрерывно; следовательно, второй член в выражении 
силы ^ изменяется непрерывно. Что касается другого члена (первого 
в выражении для Х), представляющего некоторый поверхностный 
потенциал, то производная от него есть сила притяжения некоторой 
материальной поверхностыо. Эта сила будет изменяться непрерывно, 
пока мы не проходим через поверхность. Рассмотрим, как изменяется 
она при переходе через поверхность. Мы имели для потенциалов 
кружка выражения: 


= Эжр(У йа — 2), 
И = 2тр(У 2 а -| 2). 


Будем определять проекцию силы на ось О2 (фиг. 478). Для 


этого берем производные от (, и (И, по 2, причем 2 считается в 


бр направлении от Ок ЛД, а “от В 


д 92 
к О: 


2 


би (учи — 1), 


Когда приближаемся с обеих сторон 
к точке“ О, то при 2г=0 силы при- 
нимают значения: 


2, = — 2жро, 0. ==. 


Отсюда следует, что при переходе 
через кружок сила изменяется скачком, 
именно: 

2, —7.== — 4. 


Таким образом производная от потен- 
циала по нормали к плоскости кружка 
изменяется скачком на — 4пир при пе- 
реходе через кружок. 

Пользуясь этим, можно заключить, как изменяется производная 
от силы Х. Выделим мысленно на поверхности тела малый кружок 
и назовем через и, и п; (фиг. 479) внешнюю и внутреннюю нормали 
к поверхности в этом месте. Производная от силы Х, взятая по 
направлению нормали, есть 


9х 9х 
би. | дя; = —— ЧтЬр с0$ , 


Фиг. 479. 
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причем производная считается от Ок Сиот Ок Ш, и рсоза есть 
поверхностная плотность. 

Величина — 4*ир соз« одна и та же для всех случаев, по какой 
бы линии мы не переходили через поверхность. Если, например, 
нужно перейти от Ак В, то мы сначала можем перейти от Ак С, 
потом от С к ОД, пересекая поверхность, и, наконец, от Рк В. 
На пути АС и ОВ производная от Х остается непрерывной, на пути 
же СО, как мы видели, изменение совершается скачком в точке О при 
переходе через поверхность. Отсюда ясно, что в каком бы напра- 
влении мы ни переходили через поверхность, всегда производная от Х 
по нормали при этом переходе будет изменяться скачком на 


— 4трр соза. 


Из доказанных теорем следует: потенциальная функция и ее 
первые производные всюду конечны и непрерывны, вторые же произ- 
водные, оставаясь везде конечными, изменяются непрерывно для 
точек внутренних и внещних, при переходе же через поверхность. 
изменяются скачком. 

$ 2. Теорема Лапласа. Для всякой внешней точки второй 
дифференциальный параметр от потенциальной функции равен 
нулю. Вторым дифференциальным параметром называется сумма вто- 
рых производных от потенциальной функции: он обозначается че- 
рез АС, так что 


220 , 9?И 
АИ бя бя. 
ди 90 __ 90 __ 
Так как = =^, зу=", 9==7, то Е 


Но 
= 


а а, 


Так как потенциальная функция неё обращается в бесконечность, 
в пределах интеграции, то можно дифференцировать по х под зна- 
ком интеграла; поэтому 


Гелия 


97 2-9 Ц. 
0х 1 г’ 


рва 


но 


поэтому 
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и аналогично 


ода 


аа 


Складывая эти выражения, получаем: 


в || [#8 О даних 


выражение в скобках по сокращении и приведении есть нуль, 
а потому А.О =0, что и требовалось доказать. 
$ 3. Теорема Пуассона. Для всякой точки, лежащей внутри 
тела, второй дифференциольный поарометр от потенциальной 
функции равен — 4трру, где ру — плот- 
2 ность тела в том месте, где нахо- 
дится притягиваемая точка. Докажем 
теорему Пуассона сначала в том предпо- 
ложении, что тело однородно, т. е. что 
р = с01${. Имеем где-нибудь внутри тела 
притягиваемую точку М (фиг. 480). Возъ- 
мем начало координат в теле так, чтобы 
из него можно было описать сферу, внутри 
которой лежала бы данная точка и кото- 
рая не пересекала бы поверхности тела. 
Вообразим, что такая сфера проведена, 
Назовем потенциал тела через &/, потен- 
циал сферы через (1, а потенциал осталь- 
ной части тела через (7, так что 0 = 0, -Н Че. Такое же соотношение 
будет и между вторыми дифференциальными параметрами, именно: 


АЙ = АИ, А, 


По теореме Лапласа А.О, =0, так как притягиваемая точка нахо- 
дится вне части тела, имеющей потенциал (Ло. Далее: 


д^; 97; 92: 
И 9-92, 


Фиг. 480. 


где А», 7, 2, суть компоненты силы притяжения материальной 
точки сферой. Так как сфера притягивает точку, находящуюся внутри 
ее, силой 


4 
= — Е тррг, 
то 
4 х 4 4 4 
А == — д при = — д прох, У — тыр: == яр, 


и... Ак 
= — Ч мрри 2 == — 3 пррг. 
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Составив производные от этих сил по соответствующим координа- 
там х, у, г и сложив их, получим: 


А.С, == — то, 3 = -— 4трр, 


что и требовалось доказать. 

Положим теперь, что тело неоднородно и плотность его есть 
функция положения точки. Назовем координаты притягиваемой точки А 
(фиг. 481) через х, у, 2 и возьмем эту точку за начало новых осей 


Фиг. 481. 


координат Ах’у’г’, которые параллельны прежним осям. Выразим 
силы А, У, 2 в полярных координатах, приняв за полюс притяги- 
ваемую точку А, за полярную ось—-0сь Ах” новой системы коор- 
пинат, Характеризуя положение точек тела углами 9 ифи радиусом- 
вектором г, имеем: 


251п 0 40 
Же оз, 


2 
ив | [ ея об сов 


- 78 


ы Ь 6 
ва бзрт, 


или по сокращепии: 


ХВ | [| 290 соз6 46 46 4, Ув | | [ 25190 соз 46 @@ 4%, 
дев | [ с5 0 эп 9 40 46 4%. 
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Составим производные от сил по координатам х, у, 2. Заметим 
прежде, что радиус-вектор меняется от нуля до Ю, где Ю есть зна- 
чение радиуса-вектора для точек, лежащих на поверхности. Поль- 
зуясь этим замечанием, составляем производную от силы Х по коор- 
динате х. Она есть 


Е 

9х Г] ‚ 

хх | Га 0с0$8 (10 а [р4е. 
0 


При лиффереицировании изменяются р и Ю, так как эти величины 
зависят от места точки А и суть функции ее координат х, у, 2; 
поэтому 


9х : д й 
|| [зло с05 0 40 4255 а -ь | Гы п 0 0800 0, 


где р, есть значение р при г==К, Т, е. это есть плотность точки, 
лежащей на поверхности и имеющей А радиусом-вектором. Подоб- 
ным же образом получим: 


ду р д 
ду = в | Гаиеосовов р ое аи-рь | [ьзнто созф 8 48 4%, 


97 ; . 
я; = | [ [зоба ф 8 аф ав | Те чи? ото ое 49 415. 


Складывая эти производные, получаем; 
В 


|. "(д 9, 
А.И = | Г 1 46 “| (5: с0з 6 -|- 9: Ут соз о -- 22 50 9 Фуа" 


; дю 9 < 
+в [ Гы 0 (55 6058 Ру 918 с0$ 9-5 поэте) 49 49. 


Преобразуем скобки в подинтегральных функциях, Пусть 
р = (&, и, ©), 


где Ё м, © суть координаты относительно старой системы осей 
какой-пибудь точки тела. Так как эти координаты через коорди- 
наты х, у, 2 точки А и полярные координаты г, 6, ф какой-нибудь 
гочки тела выражаются так: 


= гс088, ц=ву-- гп 0с05%, Б==2-|- гуано, 
то 
р==Х(х-- гсоз 0, у--гзш0с05ф, 2-- ги 0 зи 9). 
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Возьмем оиолую от р по г: 


а г 0$ 0-9 516 соз ф-- 97 тб зшу, 
или 


о 9-9 п созф-- зто. 


При помощи этого преобразования интеграл скобки первого члена 
в выражении А.С обращается в 


а 
[34 = 
8 


где р, есть плотность на поверхности при г=А, направление Ю 
задано углами @ иф, а р— плотность в точке А при г==0, 

Для преобразования второй скобки посмотрим, как меняется Ю. 
Величина радиуса-вектора А есть некоторая функция координат 
точки А(х, у, 2) и направления, именно: 


& —=9(х, у, 2, 0, $). 


Если перейдем от А к А’, оставляя Ю параллельным самому себе, 
т. е. не изменяя фи 8, то В иметь: 


ах 5. д № ае, 
или 
ав ах--5 ОУ 4. 
Назовем АД’ через 4$, тогда 
4х = соза 45, 4у==с0$845, 42 == с031 (5, 
где а, В, | суть углы отрезка АД” с осями. Поэтому 


аК = (5 сз #25 ›. с038 55 сов 1) 45. 


Положим теперь, что 4$ направлено по А, т. е. мы перемещаем 
точку А по самому радиусу-вектору Ю; тогда 


054 ==6050, с08В == 5116 созф, с051== т В што, 


Взятый в этом смысле дифференциал от Ю будет: 
аЮ == (сов от 0 сов ф-- р п 6 5) 45 
Но так как мы перемещаем точку по А, то ЯК == — 45$; поэтому 


98 [223 дк 
—1 = 9х 5058 -- зу 8 созф-- 5; Эт &ф. 
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Таким образом, вторая скобка в выражении 4.0 есть —1. Пользуясь 
этими замечаниями, Д,(/ представляем так: 


Инь [#10 — 20) 4646 —в | [рп 648 4, 
откуда 


И —в | [ юз 48 45. 


Совершая квадратуру в должных пределах, от 0 до т побиот 0 
до 2т по $, найдем: 


Аб == — Апр, 


и теорема Пуассона доказана. 

$ 4. Теорема Грина. Теорема Грина заключается в преобразо- 
вании объемного интеграла в поверхностный. Пусть имеем две функ- 
ции координат ф и $. Рассмотрим интеграл 


[= 95) ах ау 4, 


распространенный на некоторый замкнутый объем (фиг. 482). Совер- 
шим в этом интеграле интеграцию по х. Интегрирование по х рас- 
пространяется на часть объема, заключенную в бесконечно тонкой 
призме с основанием 4у42, которая пусть пересекает тело в точках 
а, 6, с, а. Получаем: 


По ы- 


= 154 [-6#).+68),-6).+65 


Чу 42 есть проекция на плоскость Оуг всех элементов поверхности, 
которые высекает тонкая призма из поверхности, ограничивающей 
данный объем, так что, называя углы внутренних нормалей этих 
элементов с осью Ох через а, а», а;, а,, будем иметь: 


4у 4г == с0$%; + 45, == — 0$ @. - 433 = с0$ 4; ' (3, = —с0$ 4, : 5.. 


Если в нашем интеграле заменим 4у42 то тем, то другим его 
значением, то получим сумму произведений всевозможных элементов 
на соответствующие косинусы углов внутренних нормалей; поэтому 
можно написать: 


[= (5 кф | [+ С0$ < (3, 
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где двойная интеграция распространяется на всю поверхность, огра- 
ничивающую данный объем. Анаяхогично: 


д 
т 65) ах ауат == — [| [9 сова, 

д 
ПГ ($5) ахуе — [| [сова 


Складываем три полученных равенства, раскрыв в первых частях 
производные: 


ГГ (ео дк ву а= + 
+] [+ (> + д) 4х дуг == 


—- | [+@ (+ сова-- 5 08 В-- 5% 6081) 4. 


Вторая часть этого уравнения может быть написана в более сокра- 
щенном виде, Нсли будем рассматривать значения ф для точек, лежа- 


щих на направлении нормали п (фиг. 483), и считать ® функцией 
длины нормали (которая отсчитывается от поверхности тела внутрь 
его), то легко видеть, что 


дх ду _ дз 
и == С05%, Зе == С03В, За = 037, 
потом 


дФ0х ‚, 0фду | 04 02 д 
сова 51 со 8-9 сов = =. 
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Пользуясь этим и заметив, что 


9? 8 
НЕО = А 


получим: 


иное - 


- ГГ Фе - [| [| [ эр че ду ае. 


Здесь первая часть симметрична относительно фи $, поэтому к на- 
писанному равенству можно прибавить еще второе: 


[чумы 
и че [Г| фАзф ах ду ая == 


= [4% 99 | | [ ФА фах ду ах. 
Это и суть формулы Грина. 


Посмотрим, какие условия должны быть наложены на функции $ф 
и $, чтобы полученные результаты имели место. Мы дифференциро- 


вали ф И т и интегриро- 


д 
о, вали выражение > _ ( 5") ах. 
< Следовательно, чтобы имело 
` 
> место первое равенство Гри- 
| 1 на, функция ф и первые про- 
; 2 ых изводные от Ф должны быть 


`.. конечны и непрерывны вну- 
три данного объема. Если 
фиг. 483. 9$ 

Еду, 02 конечны и непре- 
рывны, то и Азф есть величина конечная. Вторые же производные от % 
могут изменяться и скачками, что не нарушит нашего вывода. Чтобы 
имело место второе равенство Грина, ф и первые производные от ф 
должны быть конечны и непрерывны. Следовательно, чтобы имели 
место обе формулы Грина, функции ф и фи их первые производные 
должны быть конечны и непрерывны. Это суть те условия, которые 
характеризуют потенциальную функцию тел конечной плотности. 


$ 5. Теоремы Гаусса. Теорема 1. Интеграл | о», взя- 


тый по замкнутой поверхности, внутри которой нет масс, 
характеризуеных потенциалом И, равен нулю. Вели же внутри 
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рассматриваемой замкнутой поверхности находятся массы, то 


упомянутый интеграл равен 4тыМ, где М -— сумма всех масс 
внутри поверхности. Воспользуемся формулой Грина в виде 


Гебен [ [| [ драку = 
= Геза [| [| [ чрчх фа 


Полагаем ф==1, ф== (; тогда 


[29+ [| [[ьдахауае но, 


Но А.0=0 по теореме Лапласа, так как внутри поверхности / 
(фиг. 484) нет масс; поэтому 


ыы 


что и требовалось доказать. 
Пусть теперь внутри поверхности / (фиг, 485) имеюгся массы 
конечной плотности. Тогда, поступая таким же образом и замечая, 


Фиг. 484. Фиг. 485. 


что по теореме Пуассона второй дифференциальный параметр есть 
4трр для всех мест, наполненных массами, найдем: 


| [9-ю | | [ рах ау 4. 


Тройной интеграл, распространенный на обьемы всех тел, лежащих 
впутри поверхности, представляет не что иное, как массу этих тел; 


51 Зак. 2984. Н. В. Жуковский 
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называя эту массу через М, получим искомое: 


| Ее — 4пь М. 


Разберем теперь тот случай, когда плотность р не всюду конечна. 
Пусть внутри поверхности / (фиг. 486) масса распределена по неко- 
торым точкам и линиям. Вообразим сферу бесконечно большого ра- 
диуса и приложим формулу Грина к пространству между рассматри- 
ваемой поверхностью и поверхностью сферы в предположении, что 
между ними нет масс. Положив ф = 1, ф= 0, имеем: 


ГИ [о 


где [ [ относится к поверхности тела / и ди’ есть элемент внешней 


нормали, а [ [ распространяется на бесконечно большую сферу и 
и 

дн есть элемент внутренней нормали. Взяв на поверхности бесконечно 

большой сферы производные в направлении к ее центру О и заметив, 


М 
что потенциал для бесконечно удаленных точек есть =, найдем; 


| о 4 "+ |=) 4 —0, 


Отсюда 


90 90 
Так как су =— би, где дп — элемент внутренней нормали поверх- 


ности Л и поверхность бесконечно большой сферы есть 4кА?, то 


| [а — 4пА а. 
у 
90 
Г] я 43 = Аж М, 


Теорема и в этом случае имеет место. 
Теорема И. Среднее значение потенциальной функции на сфере, 
не заклющиющей внутри притягивающих масс, равно значению ве 


„Поэтому 
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8 центре сферы. Имеем сферу радиуса гу (фиг. 487). Проведем малым 
радиусом г, концентрическую сферу и напишем формулу Грина для 


Фиг, 486. Фиг. 487, 


объема между этими сферами. Положив в этой формуле ф== {/, 
1 
ф==-, где г— расстояние точки от центра сферы, имеем: 


ре [ее 
-[] да [ож (ру 
ыы, я’ 


так как в / мы имеем дифференцирование по внутренней нормали, 
ав М/И— по внешней, поучиы 


па нова [0 


По предыдущей теореме 


ГГ 4—0, [ео 


так как внутри сфер нет притягивающих масс. Далее, по бесконечной 
малости поверхности // во всех ее точках значение {7 можно считать 
постоянным; поэтому 


| | Цаз = и.| ] 43 =4* "О, 
| н 


Заметив, что 


51* 
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где (/, — значение потенциальной функции в центре сферы //. Совер- 
шив подстановку, имеем: 


1 1 2 
|] 9—1 4т" О, 


откуда 


Вторая часть есть среднее значение потенциала, —— теорема доказана. 

$ 6. Теоремы Дирихле. Теорема 1. Если внутри объема нет 
масс, то потенциальная функция везде внутри объема определена, 
если дано ее значение на поверхности, ограничивающей данный 
объем. Если же дана на этой поверхности производная от потен- 
циальной функции по нормали, то потенциальная функция внутри 
объема будет определена до постоянного. Приложим формулу Грина 
к рассматриваемому объему. Положим, что кроме некоторого опре- 
деленного значения (/ потенциальная функция может при данных усло- 
виях иметь еще иное значение (/,. Положив в формуле Грина 


ф=Ф==0—О,, 


сравнивая первую и вторую части ее, будем иметь: 


ГГ д(0— ии (ее о (2% - С аку = 
— | | (и—и) о [[@—побый аранарны @) 


Функции И и (И, на поверхности должны иметь данное значение, так 
что на поверхности И — И, =0. Кроме того, 9 и Ц, удовлетворяют 
теореме Лапласа, так как внутри объема нет масс, поэтому 


у (о к рав, 


чтобы удовлетворялось это уравнение, необходимо условие: 
ие ии фи) =0 ъ 
дх 1 ду 1 92 и. (5) 


Отсюда следует, что для всех точек внутри объема имеем (7— (Л ==соп$. 
Но на поверхности (У — И, == 0, поэтому соп3{. == 0, и находим (==. 
Итак, существует только одно значение С, и если дано значение (7 
на поверхности, то значение И внутри объема определено. 

Положим теперь, что дано значение производной по нормали от 
потенциальной функции на поверхности, Тогда на поверхности при 
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этом предположении ел, и первый интеграл второй части 
уравнения (а) обратится в нуль, второй же интеграл равен нулю по 
теореме Лапласа. Опять получим формулу (5), из которой найдем 
И— И! == соп$. Но теперь нельзя доказать, что сол3(. == 0. 

Замечание, Если потенциальная функция на поверхности по- 
стоянна, то и внутри объема она постоянна. Если бы в формуле 
Грина положили ф==$ =, то получили бы 


т. е. (==с01%, везде внутри данного объема. Также легко обнару» 
ди 

жить, что зезде внутри объема (7 == с013%., если на позерхности Эн = 0. 

Теорема П. Для данного расположения масс существует 
только одна функция, которая удовлетворяет всем свойствам по- 
тенциальной функции. Пусть в пространстве помещено несколько 
масс конечной плотности. Было обнаружено, что потенциал этих масс 
удовлетворяет свойствам: 

1) во всем пространстве эта функция и первые ее производные 
конечны и непрерывны; 


1 
2) в бесконечности она обращается в нуль порядка в 


3) в точках пространства, где нет масс, второй дифференциаль- 
ный параметр этой функции равен нулю, а везде внутри тела этот 
параметр равен — 4®рр. 

Докажем, что не существует другой функции, удовлетворяющей 
всем этим свойствам. Пусть кроме (У есть еще функция (/, удовле- 
творяющая всем свойствам потенциальной функции. Проведем сферу 
бесконечно большого радиуса Ю и приложим формулу Грина ко всему 
объему, заключенному внутри этой сферы. Положим при этом, что 
ф=ф=И — И, и сравним первые две части формулы Грина. Имеем: 


— | | Г не ах у 4 = 
— | | (0—0) в + | | | (И— 0) (50—50) ах ду аг. 


Легко обнаружить, что второй член второй части равняется нулю. 
Действительно, разность 4, — А.О: по третьему свойству потенци- 
альной функции всегда есть нуль, будет ли точка внутренняя или 
внешняя относительно притягивающих масс. Остальные члены могут 
быть преобразованы, Функции С и Ц; на бесконечио удаленной сфере 
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г а производные г и О беско- 


1 
нечно малые порядка р’. Поэтому можно положить: 


будут малые величины порядка 


А 
И—И:=-, 2 (и— Ир. 


Пользуясь этим, представляем вторую часть так: 


ГГо- и) 2 и— одеть || [ АВ4. 


43 = В с0$8 98 4%, 


Но 


поэгому 


[Го ьна | [ дВсозб 464 = о, 


так как А — бесконечно большое число, а интеграл во второй части 
представляет конечную величину. Таким образом, формула после пре- 
образования принимает вид: 


ГГНее 7} “м ми 0 +9) еду — 0. 


Это уравнение может быть удовлетворено только при условии 
д д д 
Виф=и—=у@—0)=0, 


ведущем к равенству 
и — Ц, = соп5, 
Но для бесконечно удаленной точки ИУ и И, обращаются в бесконечно 
малые величины порядка р, поэтому сопзё, =0, и мы получаем: 
И=0.. 


Таким образом, существует только одна функция, удовлетворяющая 
всем свойствам потенциальной функции. 


ПРЕДМЕТНЫЙ 


Абеля задача 382 

Аберрация света 67 

Авворн теорема 754 

Аксоила неподвижиая 84, 102 

= подвижная 84, 102 

Ампера задача 29 и л. 

Амплитуда гармонического движения 59 
Аномалия нстинная 339 

— эксцентрическая 339 

Аргумент гармонического движения 59 
Архимеда закон 651 и д. 


Бернулли теорема 699 и д. 
Бине формулы 327 и д, 
Болла цилиндроил 123 
Брашмаиа задача 448 и д. 


Вариньона теорема 181, 189 

Вектор 23, 150 

Величина скорости в коордипатах декарто 
вых 25 

—-- —— полярных 27 

— ускорения полного 38 

Вес тела 199 

Вихрь, линия—7Н 

— , напряжение — 712 

— , поверхность — 711 

Восстановлеиие, коэффициент—609 

Вращение, осъ— 76 

— ,‚ мгновениая ось—81, 98 

— , пара — 112 

— переменное 77 

Высота пьезометрическая 702 

Вычитание геометрическое 84 


Гамнльтона теорема 543 

— уравнения 539 и д. 

— функция 541 

Гаусса теоремы 800 и д, 

— формулы 768 

Гельм! ольца_ теорема вторая 712 
—— первая 708 

—— третья 712 

— -- четвертая 716 

Герполоила 585 

Гидродинамика 688 и д, 
Гидростатика 613 и д. 
Гироскоп 592 

Годогоаф скорости 40 

Грина формула обобщеиная 618 
— теорема 758 

Гульдена теоремы 229, 230 
Гюйгенса теорема 567 


Давидова уравнение второе 664 

— — первое 664 

— — третье 665 

Давление вращающегося тела на неподвижную 
ось 567 и д. 


УКАЗАТЕЛЬ 


Давление гидростатическое 613 

— движущейся материальной точки на улер- 
живающую линию 37] и д. 

— — -— — — — поверхность 366 и д. 

— тяжелой жидкости ва погруженные тела 646 
ид., 65] ил, 

— ‚, ценгр— 647 

Даламбера иачало 483 

— теорема о движении системы, имеющей не- 
подвижную Точку 96, 1293 

Движение абсолютное 13, 52 

вечное 319 н д, 

винтовое 121 

нращательное 76 

гармоническое 16, 59 

жидкости вихревое 711 

— невихревое 711 

— Установившееся 699 

замедленное 33 

кометы 837 ч д. 

криволинеииое 22 

— снободной материальной точки 302 

материальной точки по линии 359 

— — по поверхности 358, 374 

относнтельное 13, 52, 523 

переменыое 20 и д., 30 

планет 830 и д. 

плод действием отталкивающего центра 40 ид. 

поступательное 74, 574 

прямолинейное неравномерно переменное 31 

— равномерно перемевное 30 

— свободной материальной точки 284 и д. 

— , скорость 21 

равиомерное 19 и д. 

сложное 52 

— тела. брощенного под углом к горизонту 
305 и д., 345 и д. 

— —, — снизу вверх 298 и д. 

— около неподвижной точки 577 и д. 

— — — — по инерции 580 

— свободного 590 и д. 

ускоренное 38 

центра тяжести 502 и д., 574, 591 

Девиация 49 

Деисцние при движении системы 592 

Декремент логарифмический 889 

Деформация частицы 709 

Дина 284 

Динамика 1 

— системы 483 и д. 

— твердого тела 568 и д, 

— точки 277 и д. 

Динамометр Понселе 149 

— Реньо 149 

Дирихле теоремы 804 и д. 

— формулы 179 

Длина физического маятника 566 

Доказательство Лапласа правила 
грамма сил 16 и л, 


РЕРЕЕЕРЕРЕЕ ЕЕ ЕЕ ЯЙ 


параллело- 
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Дуга круга, пратяжение 726 
— — . центр тяжести 207 
Дюпена теорема вторая 659 
— — первая 658 

— — третья 660 


Жидкость несжимаемая (капельная) 618 
— сжимаемая 613 


Задача Абеля 882 

— Ампера 391 и д. 

— Брашмана 443 и д. 

— Кеплера 340 

— Ньютона 402 и д. 

— о двух телах 493 и д, 

— о трех телах 496 и д. 

— Фуко 397 

Закон Архимеда 651 и д. 

— действия, равного противодействию 151 
— инерции 150 

— Кеплера 330 

— Мариотта 298 

— независимости действия сил 150 
— Ньютона 332, 724 н д. 

— сохранения энергии 815 


Изохронизм 882 

Импульс обобщенный 839 

— силы 288 

Иверция, закон — 150 

Интеграл Бернулли 702 

— лвижевия центра тяжести 504 
— живой силы 311 

— Лагранжа 745 

— площадей 822 


Карно теорема 596 

Касагельная, метод Роберваля проведеиня 61 
Кеплера задача 340 

— законы 330 

Кннематика 11, 13 

— системы 74 ид. 

— точкн 14 ид. 

Кинетика 11 

Количество движения 285 
Ковсервативность силы 313 и д., 819 
Ковус аксоиды неподвижной 98 
— — подвижной 98 

— герполоиды 585 

— полоиды 584 

— ,‚ центр тяжести объема 321 
Координата обобщенная 525 

— циклическая 581 

Кориолиса сила 391 

— теорема 71, 143 и д. 

— — динамическая 389 
Коэффициеит восстановления 609 
Кривая геодезическая 368 

— изохронная 382 и д. 

Круг поворотный 95 

— ‚ притяжение 733 и д. 


Лагранжа теорема в аналитической статике 411, 
430 


— — 0 Потенциальном движении жидкости 703 

— уравнения 523 

— — гидродинамики 694 ил. 

— фуякция 580 

Лапласа доказательство правила параллело- 
грамма сил 162 и д. 

— теорема 798 

Линия вихря 711 

— геодезическая 368, 875 

— материальная 724 

— сечений 662 

— тока 709 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Линия, центр тажести 201, 204 ил. 
— центров 
— цепная 474 


Маклорена теорема в гидростатике 648 
— — в теории притяжения 758 
Мариотта авкой 298 

Масса 155 

— , единица 156 

— приведенная 654 

—. — к линии удара 603 

— , размер (размерность) 283 
Машина Атвуда 486 

Маятник конический 6533 

— круговой 877 и д. 

— математический 875 я х. 

— оборотный 567 

— сложный (физический) 563 

— Фуко 397 

— циклоидальный 381, 385 

Меллера теорема 748 

Метацеитр 683—684 

Метод возможных перемещений 408 и д, 
— Роберваля для проведения касательных 61 
Мехтвиика 11 

Многограииик, притяжение 46 и д. 
Многоугольийк нитяной 456 и д. 
— , притяжение 750 

— гиловой 162 

Момент инерции 553 и д, 

— количеств движения главный 511 
— пары сил 282, 235 ид., 242 

— силы относительно оси 188 

— — — — координат 198 и д. 

— — — перемещения 410 

— — — точкн 180, 187 

— — равнодействующей 181 


Напор пъевометрический 702 
Направление силы 148 

— скорости в координатах декартовых 24 
— — — — полярных 28 

— ускорения полиого 88 

Направляющая цепиой линин 474 
Напряжение внхря 712 

Начало Даламбера 483 

— наименьшего действия 543 и д. 
Независимость действия сил 150 
Неразрыввость жидкости, условие 691 
Неупругость 597 и д. 

Неустойчивость равновесия 688 

Нить вихревая 712 

— гибкая 465 

— — под действием центральных сил 480 и д, 
— — постозиной прочности 477 

Ньютона задача 402 и д. 

— закон притяжения 382, 724 и д. 

— теорема в теории удара 595 

— — о притяжении эллиптического слоя 753 


Объем, центр тяжести 201, 219 и д. 

— тела вращения 280 

Огибаюшая параболических 
стрельбе 349 

Ось вращения 76 

— — и скольжения мгновенная 103 

— — мгиовенная ВТ, 98 

— — свободная 573 

— главная инерции 557 

— моментов 184 

— симметрии 202 

— центральная системы сил 247 


траекторий при 


Надение тела в сопротивляющейся среде 294 
ид, 
— — , влияние вращения Земли 393 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Падение тела с весьма болыжой высоты 290 

Пара вращения 112 

— сил 232 ид. 

Параметр цепиой линии 474 

Параллелограмм гармонических движений 61 

— сил 160, 162 и д. 

— скоростей 53, 140, 142 

Пары эквивалентные 237 и д. 

Перемещение возможное 409 и д, 

— двустороннее 409 

— невозможное 409 

— неосвобождающее 403 

— одностороннее 409 

— освобождающее 409 

— тела параллельно данной плоскости 79 

— — угловое 76 

Периметр правильного многоугольника, центр 
тяжести 205 

— треугольннка, центр тяжести 204 

Период колебания 59 

Пирамида, центр тяжести объема 219, 291, 225 

— ‚< — поверхности 215 

Плавание тел 657 и д. 

Плечо пары 232 

Плоскость Лапласа иеизменчемая 514—515 

— плавания 658 

— приведенная 647 

— сечення 658 

— симметрия 202 

Плотность 199 

Плошадь, центр тяжести 208 и д, 

Поверхность вихря 

— материальная 724 

— равного действия 548 

— сечения 658 

— уровня 817 

— , цеитр тяжести 201, 214 и д. 

— центров 658 

Поворот, точка — 93 

Поле сил коисерпативное 313 

Полонда неподвижная 81 и д. 

— подвижная 81 и д. 

Полюс вращения 81, 584 

— — мгновениый 81 

Понселе динамометр 149 

Потенциал: см. Притяжение 

— на поверхности 361 

— скоростей 708 

Правило многоугольника 56 

— параллелепипеда 56 

— параллелограмма 56 

— — гармоническнх движений 61 

— треугольиика 55 

Призма, центр тяжести объема 219 

—, — -— поверхности 214 

Принций сокранения вихрей 717 

Притяжение 32 и д. 119 иж 

— дути круга 726 

— круга ид, 

— многограиников 746 и д. 

— многоугольника 750 

— пирамиды 746 

— площади 729 

— прямой 727 

— слоя бесконечного плоского 731 

— — сферического 740 

— — эллиптического 753 

— сферы 753 и д., 742 и д- 

— треугольника 780 и д. 

— циливдра бесконечного 783 

— — — круглого 733 

— эллипсоила 753 и д. 

— -- вращения 769 и д 

Производная геометрическая 85 

Противодействие 15 

Прочность равновесия системы 549 и д. 
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Пуансо способ нахождения 
трехграивой пирамиды 225 

— теоремы 58 85 

Пуассона теорема 794 


Работа 283 


— элементарная при бесконечно малом воз- 
можиом перемещении 410 

Равновесие гибкой нити 465 и д, 

ик — 10 действием центральных сил 480 

— жидкости 613 ид, 

— материальной точки на линии 355 и д. 

— — — на поверхности 852 и д. 

— иеустойчивое 553 

— нитяного многоугольника 456 и д. 

— плавающих тел 657 и д.. 688 и д. 

— рычага 186 

— тела 180 

— — при плоской системе сил 250 и д. 

— — ‚ имеющего неподвижную ось 198 

— устойчивое 558 

— — плавающих тел 683 и д. 

Равнодействующая 171, 247 

— параллельных сил 175, 177 

Радиус инерции 554 

Разложение движений системы 126, 134 

— силы 172, МТ 

— скоростей 65 

Размер (размерность) 281 и д. 

Разноеть геометрическая 34 

Регулятор Уатта 536 и д. 

Реиьо линамометр 149 

Ривальса теорема 139 

Роберваля метод для проведения касательных 
6 

Рычаг 186 


цеятра тяжести 


Свойство основное жидкости 613 
Свяаь геометрическая 152. 352, 406 
— неосвобождающая 152, 409 

— освобождающая 152, 409 

Сегмеит круговой, центр тяжести 212 
— шаровой, цеитр тяжести объема 227 
— —, — — поверхности 218 
Сектор круговой, цевтр тяжести 211 
— шаровой, цеитр тажести объема 226 
Сечение, плоскость— 658 

— ‚ поверхность —— 658 

— , прямая — 662 

Снла 147, 156 

виешняя 405 

внутренняя 405 

движущая 148 

деятельная 484 

«живая» 283 

‚ импулье— 283 

инерции 279, 483 и д, 

— таигенциальная 280 

— центробежная 281 

— — сложная 391 
консервативная 813 и х., 517 
Кориолиса 891 

мгновенная 594 

‚ изправлеиие 148 

иормальная 280 

обобщениея 528 

переменная 148 

постояиная 148, 152 и д- 
потеряиная 484 

притяжения 802 ни д., 719 и д. 
равнодействующая 171 

‚ разложение 172, 177 

‚ размер (размерность) 282 
сопротивления 148, 355 

— таигенциальная 280 
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Сила, точка приложения 148 

— удара 594 

— уравновешивающая 171 

— центральная 302, 323 и д. 

— центростремительиая 280 

Силы кратные 148 

— равные 148 

— уравновешенные 171 

— эквивалентные 147, 150, 111 
Симметрия относительно оси 202 

— — плоскости 208 

— — точки 208 ‘ 

Система геометрическая 405 

— динамическая 405, 493 

— механическая 12, 150, 405 

— неизменяемая 12, 74, 405 

— — ‚ имеющая исиодвижную точку 96 
свободная 406 

сия 150 

— плоская 250 и д. 

с одиим свободным перемещением 407 
с полиым числом условий 406 

короеть абсолютная 58 

‚ величина в координатах декартовых 25 
‚ — — — полаяоных 27 

‚ годограф — 40 

движении переменного 21 и д. 

— — средняя 28 

— равномерного 19 

я направление в координатах декартовых 


ОРЕТЕ | 


ЕЕРЕРЕЕЕ 


—,— — — полярпых 28 

— обобщеньяая 52: 

— отиосительная 53 

— переносная 53 

— радиальная 28 

— , размер (размерность) 282 

—- секториальная 

— скольжения по радиусу-вектору 28 

— — мгноненная 102 

— сложная 652 и д., 56 ид, 

— транснерсальная 28 

— Угловая 76 

— — мгновенная 81. 98 

— — ‚, размер (размерность) 282 

Сложеиие гармонических колебавий 59 

— геометрическое 34 

— движений системы 102 и д, 

— — — винтовых 121 

— — — вращательного и поступательного 104 
ид., 16 нд., 124 и д. 

— — — врашательных 107 ид. ИЗих., 118 
ид. 

— — — поступательных 103 и д. 

—- пар 240 и д. 

— сил 159 и д. 244 ил. 

— — ‚ общие теоремы 244 и д, 

— — , пересекающихся в одной точке 171 


ид. 

— скоростей 52 и д. 

— ускорений 67 и х. 

Слой бесконечный плоский, притяжение 731 

— сферический, притяжение 740 

— эллиптический, притяжение 753 

Сомова теорема 746 

Сопротивление 148, 355 

Сохранение вихрей 717 

Способ Пуансо нахождения центра тяжести 
трехгранной пирамиды 225 

Статика 11 

— аналитическая 405 и д. 

— геометраческая 147 

— материальной точки 167 и д. 

— твердого тела 170 

Сумма геометрическая 84 

Сфера, притяжение 738 и д., 742 и я. 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Тело абсолютно иеупругое 597 и д, 

— — твердое 11 

— — упругое 597 

— однородное 201 

— плавающее 657 и д, 

— , погруженное в жидкость 646 и д., 651 ид. 

— ‚ симметричное относительно оси 202 

— — — плоскости 203 

— — — точки 203 

Теорема Айвори 754 

— Архимеда НЯ 

— Вернулли 699 и х. 

— Вариньона 181, 183 

— Гамильтона 543 

— Гаусса 800 и д. 

— Гельмгольца вторая 712 

— — Первая 708 

— — третья 712 

— — четвертая 716 

— Грниа 798 

— Гульдена 229, 230 

— Гюйгенса 567 

— Даламбера о движении системы, имекнцей 
веподнижную точку 96, 129 

— Дирихле 804 

— Дюлена вторая 659 

— — первая 658 

— — третья 660 

— живых сил 313, 861, 515 и д. 

— — — для относнтельного движения 523 

— Карно 596 

— Кориолиса 71, 143 и д, 

— — динамическая 389 

— Лагранжа з аналитической статике 411, 430 

— — о потенциальном движеини жидкости 703 

— Лапласа 798 

— Маклорена в гидростатике 646 

— — в теории притяжения 758 

— Меллера 748 

— Ньютона в теории удара 595 

— — о притяжении эллнптического слоя 763 

— © лвижевии центра тяжести 508, 591 

— площадей 321 и д., 507, 509, 510 

— — для относнтельного движения 523 

— — обратная 324 

— Пуансо 582—585 

— Пуассона 794 

— Ривальса 139 

— Сомова 746 

— Шаля 100 

Тор, объем и поверхность #3] 

Точка асимптотическая кривой 17 

— безопасная при обстреле 310 

— материальная 11, 14, 277 

— — несвободная 358 и д, 

— — свободная 278 и д. 

— поворота 93 

— приложеииа силы 148 

Траектория 14 

Трапеция, центр тяжести площадн 208 

— ‚ — — периметра 

Треугольник. притяжение 750 и д. 

— ; центр тяжести площади 208 

Тяжесть, центр — 12, 198 в д. 


Уатта регулятор 588 ид. 
Углы Эйлера 

Угол телесный 730 

Удар 594 ид. 

— двух шаров 600 и * 

— косой 602 

— мертвый 603 

— тел произвольной формы 603 и д. 
— центральный 600 

Упругость тел 596 

— — средняя 597, 60 
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Уравнение Бине 329 Центр силы 823 
— Гамильтони 539 и д. симметрии 203 
— Давидова второе 654 тяжести 12. 198 и д., 552 и д., 574, 591 
— — первое 664 — дуги круга 207 
— — третье 665 линии 201, 204 и д. 
— движения материальной точкя 14, 278 и д. объема 201, 219 и д. 
— жиных сил 287 — конуса 221 
— количества движения 285 — пирамилы 219 
— Лагранжа 530 — — трехгранной 225 
Уравнения гидродинамики в форме Лаграижа — — усеченной 221 
694 и д. — призмы 219 
— — — — Эйлера 689 и д. — цалнндра 219 
— каноиические динамики 541 — шарового сегмента 227 
Ускорение 3] и д. — — сектора 226 
— абсолютное 68 периметра треугольника 304 
— относительное 68 площади трапеции 208 
— переносное 68 — треугольника 2/8 
— поворотное 71, 145 и д. — кругового сектора 211 
— полное 33, 35 и к. — — сегыеита 212 
— — в сложном движении 7} — произвольного четырехугольника 211 
— ‚ размер (размерность) 282 поверхности 201, 214 и к. 
— среднее 32 — пирамиды 215 
— — полное 34 — прямой призмы 214 
— тангенциальнае 83, 44, 78 — шарового сегмента 218 
— угловое 77 тела симметричного 202—203 
— пентростремительное 45, 78 — ‚ состоящего из нескольких частей 


РЕЕЕРЕЕЕЕРЕЕЕЕ ТРЕЕ ЕЕ 
РЕРЕЕЕЕРЕ РЕЯ РЕКЕ 


Условие геометрическое внешнее 406 203—204 

— — внутреннее 405 — — части периметра правильного  много- 
— граничное 693 угольника 

— на свободной поверхности 694 — улара 618 

— неразрывности жидкости 891 — ускореннй мгновенный 91 

— освобождающее 408 Цилиндр, притяжение 732, 733 

Устойчивость равновесия 553 — ‚, центр тяжести объема 219 

— — плавающих тел 685 и д. Цялиндроид Болла 123 


Формула барометрическая 685 

— Грина обобщеннаа 618 

— математизеского маятника основиая 877 
Формулы Бине 327 и д. 


Четырехугольник, центр тяжести 21 
Число гауссово 332 


— Гаусса 768 Шаля теорема 100 
— Днрихле 779 
— Эйлера динамические 586 Эилера углы 585 
— — кивематическние 129 — уравнения гидродинамики 689 и д. 
Фуко залача 397 и д. — формулы динамические 580 
Фуикция Гамнльтона 541 -— — кинематические 129 
— Ла ранжа 530 Эквивалентность пар 237 и д. 
— силовая 314 и д,, 518, 538, ТИ — сил 147, 150, 171 

Эллипсоид иперцни 557 
Центр давления 647 — — центральный 557 
— инерции 199 — , притяжение 753 и Д., 769 и д, 
— качания 566 Энергия книетическая (явная) 283, 315, 518 
— момеита 181 — потеициальная (скрытая) 315, 518 
— отталкивающий 340 Эпоха гармонического движения 59 


— параллельных сил [79, 196 ид. Эрг 284 
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